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Streszczenie. W pracy wykazano, ze metoda projektowania konstrukcji wykorzystujgca parametry prze-
dziatowe daje te same wyniki, co stosowana w obecnych normach projektowania metoda pétprobabilistyczna.
Przedstawiono nowa metode identyfikacji parametréw przedziatowych oparta na obowigzujacych przepisach
budowlanych. Zaprezentowana metoda umozliwia wykorzystanie istniejagcych wspétczynnikéw bezpieczerstwa
w metodzie elementéw skonczonych. Prezentowany algorytm moze by¢ wykorzystany do obliczen bezpieczen-
stwa konstrukcji o parametrach przedziatowych i losowych.

RELIABILITY OF STRUCTURES WITH INTERVAL AND RANDOM
PARAMETERS

Summary. In this paper, it was shown, that the interval methods gives the same results as the semi-
probabilistic method. The new method of identification of interval parameters is presented. The method is based
on existing civil engineering codes. Using this method we can apply safety factors in the finite element method.
Presented algorithm can be applied to calculation of reliability of structures with interval and random parame-

ters.

1 Wprowadzenie

Wszystkie parametry konstrukcji budowlanych znane sg z pewng wiekszg lub mniejsza
doktadnoscig. W niektérych przypadkach niepewnosci te sg na tyle duze, ze nie moga zostac
pominiete w procesie projektowania. Wystepuje to np. w konstrukcjach murowych, betono-
wych, kompozytowych oraz w przypadku obcigzen wiatrem i $niegiem. Do modelowania
niepewnosci parametréw obecnie wykorzystuje sie metody po6tprobabilistyczne (wspétczyn-
niki bezpieczeristwa). W niniejszej pracy do modelowania niepewnosci zostang wykorzystane
przedziaty liczbowe (tolerancje). Ponadto zostanie pokazane, ze istniejgce metody pétproba-

bilityczne sg szczeg6lnym przypadkiem metod przedziatowych.
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2. Metoda potprobabilistyczna

W ramach metod poziomu I, jedna warto$¢ charakterystyczna okre$la kazdy parametr lo-

sowy. Oznaczajgc dalej przez GO i sO) odpowiednio warto$¢ Srednig i odchylenie standar-

dowe wytrzymatosci materiatu, a przez Q i sQ warto$¢ $rednig i odchylenie standardowe

obcigzenia, wytrzymato$¢ charakterystyczna materiatu Gk oraz charakterystyczna wartos¢

obcigzenia Qk zdefiniowane sajako

°k = GO~ o0*a0- Qk=0Q+ t(2sQ (0]
gdzie parametry fQ) i fg dobiera sie tak, aby wartosci charakterystyczne ak i Qk byty od-

powiednimi kwantylami zmiennych losowych OO0 i Q (np. na poziomie: 2%, 5% dla wytrzy-
matosci oraz 98% rocznego maksimum dla obcigzenia). Czesto przyjmuje sie

i2 dla konstrukcji stalowych
a° [1.645 dla konstrukcji betonowych

Woprowadza sie nastepnie tzw. wartosci obliczeniowe (projektowe) ad i Qd, dane jako [4]

W' Qd =yfQk ©)]
gdzie Yj i Y/ sgodpowiednio wspotczynnikami czeSciowymi wytrzymatosci i obcigzenia.

Koncentrujgc sie dalej na konstrukcjach stalowych, schemat 'normowego’ podejscia do
projektowania konstrukcji przedstawiono na podstawie normy PN-90/B-03200. Norma ta
stanowi, iz wymiarowanie konstrukcji nalezy przeprowadzaé metodag stanow granicznych,
rozrézniajac:

e stany graniczne nosnosci i odpowiadajgce im obcigzenia obliczeniowe,
e stany graniczne uzytkowania i odpowiadajgce im obcigzenia charakterystyczne.

Przy wymiarowaniu konstrukcji nalezy wykazaé, ze we wszystkich mozliwych do przewi-
dzenia przypadkach projektowych, w fazach realizacji i eksploatacji, spetnione sg warunki
nosnosci i sztywnosci konstrukcji. W ogo6lnym przypadku warunek stanu granicznego znisz-
czenia zapisa¢ mozna w postaci [4]

g(Qd~d,yd,Jn)>0 4
gdzie g(Qd,od,yd,yn)=Rd -Sd- Sd jest warto$cig obliczeniowg momentu lub sity prze-

krojowej. Rd jest no$noscig obliczeniowg elementu.
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Przez Yj oznaczono wspoétczynniki uwzgledniajgce niepewnosci modelu, inne niz te, ktére
wzieto w rachube przy specyfikowaniu wspotczynnikéw ys i Jj , natomiast yn oznacza

wspotczynnik konsekwencji zniszczenia [1, 6].

Jak wida¢, w metodzie tej zaktada sie, ze parametry nalezg do nastepujacych przedziatow

00e g =[o(/,°°), QeQ =[0,Qj] ®)

Parametry projektowe x nalezg do nastepujgcego zbioru:

(x:Vo£ 0,VQe Q,Vxe X, g(x,0,Q,yd,yn) >0} (6)
W praktyce rzadko okres$la sie caty zbidr (6). Zwykle sprawdza sie tylko, czy parametry

projektowanej konstrukcji spetniajg relacje (4). Dlatego bardziej istotne jest okre$lenie naste-

pujacego przedziatu

g :{y:y = g(X101 Q’yElly")Yxe X,Oe OVQe Q} (7)

Jesli

0 <inf| (8)
wtedy projektowana konstrukcja jest bezpieczna. Jak wida¢, aby sprawdzi¢ warunek

0<inf g ,nie trzeba wyznacza¢ catego przedziatu g . Wystarczy obliczy¢ jedynie
g~ =inf g . Poniewaz w stosowanych obecnie normach projektowaniazaleznos¢
y=9(x,0,Q,yrf,y,) jest monotoniczna, dlatego wyznaczenie wielkosci g~ jest bardzo pro-

ste. Wielko$¢ g~ otrzymujemy przyjmujac w obliczeniach Q = Qd, o = od, tzn.
9~ Q(<o0a-Yi/.yn) 9)

3. Wykorzystanie metody potprobablistycznej do identyfikacji parametrow
przedziatowych

Zatozymy, ze Srednia warto$¢ obcigzenia projektowanej konstrukcji wynosi Q . Na skutek
wystepowania niepewnosci, do projektowania przyjmujemy wartosci obliczeniowe (projek-
towe) Qj okreslone wzorem (3). Wielko$¢ Qd stanowi g6rne ograniczenie wartosci sity Q.

W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ dolne ograniczenie. Ostatecznie otrzymujemy prze-

dziat, do ktérego moga naleze¢ wartosci sity Q.

Q =[Q~,Q+]=[Q-AQ,Q +A0], gdzie AQ=Qd-Q (10

Analogicznie okreslamy przedziat zmiennosci wytrzymatosci materiatu o

g=[c~,g+t]=[0-Ao,c +Ag], gdzie Ag=g- gl (11)
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W przypadku braku danych doswiadczalnych jako warto$ci Q ,a mozna przyja¢ odpowiednie
wartosci charakterystyczne okre$lone przez projektanta. Podobng metodologie mozna zasto-
sowa¢ w przypadku parametréw geometrycznych. Szczeg6towe metody obliczania wartosci
charakterystycznych i obliczeniowych podane sg w odpowiednich normach budowlanych.

Nalezy podkresli¢, ze zwykle praktyczne znaczenie ma tylko jeden koniec przedziatu. W
przypadku obcigzenn decydujgce znaczenie ma obcigzenie maksymalne P+. W przypadku

wytrzymatosci materiatdw zwykle korzysta sie z warto$ci minimalnej Gq . Wyznaczanie liczh

P~,Gq zwykle nie jest konieczne.

Jak zostato pokazane w poprzednim punkcie, tradycyjne metody projektowania do okre-
$lenia bezpieczenstwa konstrukcji wykorzystujg koncepcje parametréw przedziatowych, dla-
tego wyniki otrzymane przy wykorzystaniu normowych metod projektowania pokrywaja sie z
wynikami obliczen przy wykorzystaniu metody przedziatowej.

Nalezy podkres$li¢, ze metoda obliczania wielkosci charakterystycznych i obliczeniowych
nie musi mie¢ interpretacji probabilistycznej. Dlatego parametry przedzialowe mogg zosta¢
wykorzystane do opisu niepewnosci, ktore nie majg charakteru losowego. W konstrukcjach
budowlanych bardzo czesto mamy do czynienia z wyrobami o charakterze jednostkowym i
nie mozna w takim przypadku wykona¢ wymaganej liczby pomiaréw, aby obliczy¢ odpo-
wiednie losowe charakterystyki.

Z podobng sytuacjg mamy do czynienia podczas ekspertyz konstrukcji zabytkowych. W
tym przypadku wykonanie potrzebnych badan jest utrudnione, gdyz mogtyby one doprowa-

dzi¢ do zniszczenia konstrukcji.

4. Zastosowanie metody pétprobablistycznej do modelowania parametréw
w komputerowych algorytmach mechaniki konstrukcji

Wspotczesnie coraz czesciej do obliczania bezpieczenstwa konstrukcji wykorzystuje sie
komputerowe metody mechaniki ciat statych [3]. W metodach tych nie mozna bezposrednio
zastosowac zalecen norm budowlanych dotyczacych bezpieczenstwa konstrukcji. Jednakze,
bazujac na istniejacych przepisach, mozna zidentyfikowac¢ przedziaty, do ktérych nalezg ob-
cigzenia, wytrzymatosci oraz inne parametry konstrukcji. Nastepnie w celu sprawdzenia bez-
pieczenstwa konstrukcji, mozna wykorzysta¢ warunek (8). Jako funkcje graniczng mozna

przyja¢ odpowiednig hipoteze wytezeniowg, np. warunek Hubera-Missesa
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g(h) = Oo(h) --"s(h): s(h) (12)

nosci przy rozcigganiu oraz h jest wektorem parametrow niepewnych. Ponadto

s(h): s(h)= A (h). Zaprezentowana koncepcja bezpieczenstwa konstrukcji jest

stuszna dla wszystkich zagadnien mechaniki, dla ktorych mozna sformutowaé hipotezy wyte-
zeniowe. Przyktadowymi dziatami mechaniki mogtyby by¢ tutaj:

- teoria sprezystosci,

- teoria plastycznosci,

- teoria lepkosprezystosci oraz lepkoplastycznosci,

- mechanika zniszczenia,

- mechanika pekania,

stateczno$¢ konstrukcji.

PodejsScie oparte na parametrach przedziatlowych nie jest w stanie doktadnie opisac¢ nie-
pewnosci o charakterze losowym. Moze to powodowac projektowanie konstrukcji o zbyt kon-
serwatywnych parametrach, cojestjego wada.

Zastosowanie metody parametrow przedziatlowych posiada nastepujgce zalety:

- przy wykorzystaniu przedstawionej w niniejszej pracy metodologii, parametry przedzia-
towe sg bardzo proste do identyfikacji,

do okreslenia parametréw przedziatowych potrzebna jest bardzo mata liczba informacji

(trzeba okresli¢ tylko dwie liczby),

przedziaty liczbowe mogga opisywaé niepewnosci o charakterze nielosowym,

- obliczenia przy wykorzystaniu metody przedziatowej sa znacznie prostsze od obliczen

przeprowadzonych za pomocg analogicznych metod probabilistycznych.

5. Bezpieczenstwo ukitaddéw o parametrach przedziatowych i losowych

Jesli w uktadzie mamy do czynienia zarbwno z parametrami przedziatowymi hj jak i lo-
sowymi Xj,to prawdopodobienstwo zniszczenia uktadu mechanicznego mozna obliczy¢ przy

wykorzystaniu nastepujacej zaleznosci:
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Pf = p(g(X,h)<0,he h)= | fx (x)dx (13)
{x:g(x,h)<0,heh}
gdzie / x (x) jest funkcja gestosci rozktadu prawdopodobiefstwa wektora losowego X.

Rozwazymy dla przyktadu pret rozciggany sitg P o przekroju A i wytrzymatosci 00. Za-

ktadam, ze P =[P~,P+\ oraz g0 jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym scharaktery-

zowanym wartos$ciag $rednig 00 i odchyleniem standardowym sogq .

0 P+
Pf =P({m:<sQ((D)A-P<0,Pe P))= jfz(z)dz = jf,(t)dt =<I>(p+) 14)
gdzie z=0A-P,t=—-, P=— | P+= — — oraz <t*(r) jest dystrybuantg rozktadu
sz sz Aio0

normalnego N(0,1).

W przypadku stosowania metody elementow skonczonych, do obliczenia ekstremalnych
wartosci funkcji granicznej mozna wykorzysta¢ monotoniczng zalezno$¢ rozwigzania od nie-
pewnych parametrow oraz metody analizy wrazliwosci.

Niech funkcja graniczna ma posta¢ okre$long za pomocg wzoru (12). Wrazliwo$¢ funkcji

granicznej mozna okresli¢ nastepujgco:

n =2a ™~ _ 3 ™ :s(h)y_3s(h):r =23 a”™ _ 33s0i);s(h) 15

dhj 3/, 2 dhj 2 Ohi 3n; 3hi
3s(h 3s(h) 3o
(h) _ 3s(h) (16)
3h: 30 3k
30 3 \ 3CB 3q
ai-=3i-(CB’ )=~ r ,,+CBi < 7>
3g 3Q 3K
Przy czym dsfo):s(h)= V :smn(h). C jest macierzg statych materiatowych. q jest
dhi Z, dhi

wektorem przemieszczeh. B jest macierzg pozwalajacg obliczy¢ odksztatcenia na podstawie
znanych przemieszczeA e =B q. K jest macierzg sztywnosci. Q jest wektorem uogolnio-
nych obcigzen przyweztowych. Znaczenie poszczegélnych symboli mozna znalez¢ w pracy

[3]. Ekstremalne warto$ci funkcji granicznej mozna znalezé na podstawie znaku pochodnej

Qraz koncéw nrzedziatu h .
3h:
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\
dg(h)

/1
W uktadach liniowych funkcje wewnetrzne w elemencie pretowym ,e” sg funkcjami prze-

g =g h,sign h, sign

"dg(h)
dh: (19)

mieszczen (, obciazen konstrukcji Q oraz obcigzen Qe elementu ,.e”.

(*)=/£(*.q,Q,Qe) (20)

gdzie Me(x) jest momentem zginajagcym w punkcie x elementu ,,e". Wrazliwos$¢ funkcji

momentéw zginajacych mozna obliczy¢ przy wykorzystaniu nastepujagcego wzoru.

dMe{x) dfM(x, q,Q,Qf)

21
dh, dh, 1)

Na podstawie rownania (18) mozna bezposrednio obliczy¢ wrazliwo$é przemieszczen — o

% oraz & Wykorzystujac dh mozna obliczy¢ obwiednie momentéw zginajacych

w bardzo skomplikowanych uktadach mechanicznych.

) . dMe(x)
x,h,sign 3h x, h, sign h

W analogiczny spos6b mozna obliczy¢ obwiednie pozostatych sit wewnetrznych.

(22)

6. Whnioski

Gtéwnym rezultatem niniejszej pracy jest wykazanie, ze metoda po6tprobablistyczna oraz
metoda parametréw przedziatowych dajg w prostych przypadkach te same rezultaty. Podej-
$cie takie umozliwia wykorzystanie normowych wspétczynnikéw bezpieczenstwa w oblicze-
niach z wykorzystaniem komputerowych metod mechaniki ciat statych. Dzieki przedstawio-
nej w niniejszej pracy metodologii identyfikacja parametréw przedziatowych jest bardzo pro-
sta. W pracy opisano algorytm obliczania obwiedni sit wewnetrznych w uktadach z prze-
dziatowymi parametrami. Obliczona w ten sposdb obwiednia moze uwzglednia¢ niepewnosci
statych materiatowych oraz parametrow geometrycznych. Zastosowania zaprezentowanej

tutaj metodologii zostang zaprezentowane na konferencji.
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Abstract

In this paper was shown, that the interval methods gives the same results as the semi-
probabilistic method. The new method of identification of interval parameters is presented.
The method is based on existing civil engineering codes. Using this method we can apply
safety factors in the finite element method. Upper and lower bounds of limit state function g
can be calculated using sensitivity analysis. This method can be applied when uncertainty of
parameters is sufficiently small. Presented algorithm can be applied to calculate reliability of

structures with interval and random parameters. Simple example of application is presented.



