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UPROSZCZONA  METODA  UWZGLEDNIANIA  ZJAWISK PRZESTRZENNYCH W  ELEMENCIE
SPREZYSTYM W SYNTEZIE UKLADOW STEROWANIA NAPEDOW Z POLACZENIAMI SPREZYSTYMI

Streszczenie. W artykule przedstawiono metode syntezy ukdadu
regulacji napedéw z pokaczeniami sprezystymi. Zastosowano model
Rayleigh’a ukdtadu sprezystego, ktory w sposéb uproszczony uwzglednia
zjawiska przestrzenne w elemencie sprezystym. Dokonano  oceny
doktadnosci odwzorowania przebiegéw przez model Rayleigh’a uk#adu
sprezystego.

A SIMPLIFIED METHOD OF CONSIDERATION OF THE SPATIAL PHENOMENA IN EUSTIC
ELEMENT AT SYNTHESIS OF THE CONTROL SYSTEMS OF THE DRIVES WITH EUSTIC
JOINTS

Summary. A method for synthesis of the control system of the drives
with elastic joints has been presented in the paper. Rayleigh’s model
of the system with elastic joint, which approximates the spatial
phenomena in flexible element, has been applied. The accuracy of the
transients representation by the Rayleigh’s model of elastic system
has been evaluated.
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1. WPROWADZENIE

Charakterystyczng cecha niektérych uktadéw napedowych jest wystepowanie w
ich obwodach mechanicznych elementéw elastycznych, podlegajgacych pod wptywem
wystepujacych sit odksztatceniom sprezystym. Rzeczywiste elementy sprezyste
sa uktadami o parametrach roztozonych, ktérych drgania opisane sg réwnaniem
falowym. W syntezie uktadéw sterowania stosuje sie z reguly modele
uproszczone ukdadu sprezystego, pomijajace catkowicie zjawiska przestrzenne
w elemencie sprezystym [2], [31, [6]. [71. [°®]- Otrzymane na ich podstawie
zaleznosci na dobor parametrow ukdadu sterowania przydatne sg ao
ograniczonej klasy napedéw, w  ktérych moment bezwkadnosci elementu
sprezystego jest maty w pordéwnaniu z momentami bezwkadnosci mas skupionych
na jego koncach. Przydatnos¢ modeli dynamicznych ukdadéw sprezystych
uwzgledniajacych w pedni zjawiska przestrzenne w elemencie sprezystym,
opartych o opis drgan ukdadu za pomoca roéwnania fFfalowego, jest dla celéw
syntezy uktadu sterowania napedu z podgczeniem sprezystym niewielka ze
wzgledu na ztozonos¢ i ucigzliwos¢ obliczen [8]. Powstaje stad zagadnienie
poszukiwania i stosowania modeli, ktére z jednej strony opisywatyby =z
odpowiednia doktadnoscia whasciwosci dynamiczne szerszej klasy uktadow z
elementami sprezystymi, a z drugiej umozliwiaty rozwigzanie okreslonego
problemu. Warunki te spednia tzw. model Rayleigh’a ukfadu sprezystego [2],
[4]., w ktérym uwzglednia sie ciagly rozktad parametrow wzdduz diugosci

elementu sprezystego, lecz z goéry zaktada rozktad odksztatcen.

2. MODEL RAYLEIGH’A UKLADU Z ELEMENTEM SPREZYSTYM

Analizowany uktad skdtada sie ze skupionych mas o momentach bezwkadnosci
wzgledem osi obrotu i potaczonych sprezystym watem o momencie
bezwkadnosci  JQ, wspétczynniku sztywnosci ¢ wspédczynniku  thumienia
wewnetrznego p oraz ddugosci 1 (rys.D).

Przyjmujac zatozenia upraszczajace:

1. element sprezysty jest jednorodny i liniowy (podlega prawu Hooke’a),

2. element sprezysty rozwaza sie jako ukdad jednowymiarowy,

3. parametry ukdtadu mechanicznego sa state w czasie
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oraz zaktadajac liniowy charakter deformacji elementu sprezystego (rys.l.b),

Mo CrSE, i, h
ciM, Jo

b.

<x2a2Mm

Rys.l. Model uktadu z elementem sprezystym (@) i zatozony rozk#ad

odksztatcen (b)

Fig. 1. Model of the system with elastic element (@) and assumed strain

distribution (b)

a@®m-a@®
a(x,t) = cfjit) + —————— JA—— X (1)
gdzie at), (t). a(x,t) oznaczaja przemieszczenia katowe odpowiednio
poczatku i konca watu oraz przekroju watu odlegtego o x od jego poczatku,
otrzymuje sie po przeksztatceniach réwnanie stanu:
x(t) = ANit) + BRu(t) (2)
*(0) =x0 (©)

w ktérym oznaczono:

-
x() = JgGg@® L@ az® n2(®Mj , u®) = ImU)

Vi (t)\]l @
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Dj, Q2 - predkos¢ katowa poczatku i konca waktu.
M, - momenty obcigzenia na poczatku i koncu waku.

Dla skokowej zmiany momentu M(t)=MI(t) oraz M = O przebieg kata skrecenia

+ watu opisany jest réwnaniem:
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*®) =Vt) -az2@® =JL [1 - e"et(COSEett ¢ A - sint™t)]

(12)
w ktérym oznaczono:

- pulsacje drgan nietdumionych modelu Rayleigh’a ukdadu sprezystego:

AL *i) « \ -Avilvv-r) “

- wspétczynnik tdumienia drgan modelu Rayleigh’a ukt#adu sprezystego:

14
23, as
0 J1J2+ 3 @I1+J2+ 4 )

- pulsacje drgan tdumionych modelu Rayleigh’a ukd#adu sprezystego:

a,.= gag - g2 as

3. POROWNANIE MODELU RAYLEIGH’A UKLADU SPREZYSTEGO Z MODELEM OPISANYM
ROWNANIEM FALOWYM 1 MODELEM Z BEZINERCYJNYM ELEMENTEM SPREZYSTYM

Opisujac uktad przedstawiony na rys.1l réwnaniem falowym otrzymuje sie dla
p = 0 i skokowej zmiany momentu M(t) = MI(t) oraz M (t) = O zaleznos¢ dla
sktadowej oscylacyjnej kata skrecenia $ w postaci sumy  rozwigzan

szczego6lnych [5]:

aMm
;Hbk

Q) 1 - cosb® + jilbksinbk 1 - cosOe.t

1 - K

k=1 k=1

gdzie:

1
V  Akfl+ jibk) - t1 - J?bk)sin2bk + 2bkJitl - cos2bk) = an

Wartosci whasne bk drgan watu sg pierwiastkami roéwnania czestosci [5):
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a8

K-ta wartos¢ wkasna b” okresla k-tg pulsacje drgan whkasnych ukdadu
a9

Dla powszechnie stosowanego w analizie i syntezie uktadéw sterowania
napedéw z potaczeniami sprezystymi modelu =z bezinercyjnym elementem
sprezystym (w przypadku dodaczenia momentu bezwkadnosci elementu sprezystego
JQ po potowie do momentéw bezwkadnosci i J ), przebieg kata skrecenia
opisany jest zaleznoscig identyczng jak dla modelu Rayleigh’a, a pulsacja

drgan whkasnych nietdumionych ukd#adu jest roéwna:

(20)

Przyjmujac model uk#adu napedowego =z podaczeniem sprezystym opisany
réwnaniem falowym jako wzorcowy, nalezy przy ocenie dok#adnosci modeli
uproszczonych bra¢ pod uwage nastepujace czynniki:

a. modele uproszczone dla dwéch stopni swobody uwzgledniaja tylko
pierwszg posta¢ drgan whasnych ukdadu; nalezy wiec oceni¢ w jakich
przypadkach pominiecie wyzszych postaci drgan wkasnych  jest
dopuszczalne,

b. jako miare dokkadnosci modeli uproszczonych uk#adu 2z elementem
sprezystym przyjeto bdad amplitudy i pulsacji drgan wkasnych tych
modeli w stosunku do amplitudy i pulsacji pierwszej postaci drgan
wkasnych modelu opisanego réwnaniem falowym.

Jako wielkos¢ charakteryzujaca rozktad masy ukdadu mechanicznego

przyjmujemy parametr j okreslony zaleznoscia:
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(Dla pomijalnie matej wartosci momentu bezwkadnosci elementy sprezystego
parametr J 9, a dla JN"JN0 przyjmuje wartos¢ Jz=1/12)

Oprécz pierwszej postaci drgan whasnych istotny wpdyw na ksztatt
przebiegbw moga wywiera¢ nieparzyste postaci drgan whasnych, lecz ich
amplitudy szybko maleja wraz ze wzrostem numeru postaci drgan whkasnych.
Wzgledne amplitudy trzeciej postaci drgan whasnych odniesione do amplitudy
pierwszej postaci drgan, w zaleznosci od wartosci wzglednego momentu
bezwktadnosci j przedstawiono na rys.2.

Wykresy przedstawione na rys. 3 - rys.5 pozwalaja oceni¢ dokdadnos¢ modelu
Rayleigh’a i modelu 2z bezinercyjnym elementem sprezystym w poréwnaniu z
modelem uk#adu sprezystego opisanym réwnaniem falowym oraz okreslic¢
minimalng wartos¢ parametru j powyzej ktoérej, przy okreslonych wymaganiach

wiernosci odwzorowania przebiegéw, modele te moga by¢ stosowane.

Rys.2. Zalezno$¢ wzglednej amplitudy trzeciej postaci drgan wkasnych ukdadu
sprezystego od parametru Jz

Fig.2. Dependence of relative amplitude of the third free vibration form of
elastic system on parameter j
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Rys.3. Zalezno$¢ wzglednego bdedu pulsacjl oscylacji modelu Rayleigh’a
uktadu sprezystego od parametru j

Fig.3. Dependence of relative error of oscillation frequency for Rayleigh’s
model of elastic system on parameter j

Rys.4. Zalezno$¢ wzglednego biedu pulsacji oscylacji modelu z bezinercyjnym
elementem sprezystym od parametru j

Fig. 4. Dependence of relative error of oscillations frequency for the model
with noninertial elastic element on parameter Jz
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Rys.5. Zalezno$¢ wzglednego btedu amplitudy oscylacji kata skrecenia modeli
uproszczonych uk#adu sprezystego od parametru J

Fig.5. Dependence of relative error of oscillation amplitude of the torsion
angle for the simplified models of elastic system on parameter J

Na wykresach oznaczono:

; = - 122
cne ne nel )

= 23
AA A o @3

pulsacja pierwszej postaci drgan nietdumionych modelu o parametrach

roztozonych,
Aqﬂ’ Aqﬂ - amplituda pierwszej postaci drgan nietdumionych kata skrecenia
modelu o parametrach roztozonych,

AN - amplituda oscylacji kata skrecenia modeli uproszczonych.

Na podstawie analizy wykresow przedstawionych na rys.2 - rys.5 mozna
stwierdzi¢, Ze przy zachowaniu tej samej dokkadnosci odwzorowania przebiegow
zakres stosowania modelu Rayleigh’a uktadu sprezystego obejmuje co najmniej
dwukrotnie szerszy przedziat wartosci parametru J w poréwnaniu z modelem o
bezlnercyjnym elemencie sprezystym. W syntezie uktadéw sterowania napedéw, w

ktérych moment bezwkadnosci elementu sprezystego jest poréwnywalny z
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momentem bezwkadnosci mas skupionych, nalezy wiec stosowa¢ model Rayleigh’a

ukdadu sprezystego.

4. ZASTOSOWANIE MODELU RAYLEIGH’A W SYNTEZIE UKLADU STEROWANIA NAPEDU
Z DODATKOWYM SPRZEZENIM ZWROTNYM OD PREDKOSCI MECHANIZMU

W publikacji [2] przedstawiono metode doboru parametréw obwodu regulacji
predkosci napedu z podaczeniem sprezystym, w ktéorym do opisu ukdadu
mechanicznego zastosowano model z bezinercyjnym elementem sprezystym.
Schemat funkcjonalny uktadu napedowego przedstawiony jest na rys.6.

Zaktadajac, ze zamkniety obwéd regulacji momentu silnika opisany jest
transmitancja:

M(s)
6, = (e
M_(S) T2s2 + 20T s + 1
z P P
gdzie: a jest wspotczynnikiem tdumienia oscylacji w zamknietym obwodzie

regulacji momentu,

pomijajac thumienie wewnetrzne elementu sprezystego, przyjmujac jako
wielkosci odniesienia predkos¢ znamionowg silnika 0% moment znamionowy

silnika i kat skrecenia i”“M~/c oraz przyjmujac model Rayleigh’a uk#adu

Rys.6. Schemat funkcjonalny ukd#adu napedowego z potgczeniem sprezystym z
dodatkowym sprzezeniem zwrotnym od predkosci mechanizmu

Fig.6. Functional diagram of the drive with elastic joint and with
additional feedback of the load velocity

sprezystego, otrzymuje sie rownanie stanu otwartego obwodu regulacji

predkosci w wielkosciach wzglednych (oznaczonych matymi literami):
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0 1 0 0 o - 0 0
-1 -20 0 0 0 1 0
T2 T T2
P P P
d
d 1 -1 o . 0 1
dt "1 Tmik Tnkz Tmsk
=]
1 -1
W2 0 0 T 0 T “2 0 0
c c
T—l 0 0 Tl 0 0 T—l
msk m2z m2k 25)

w ktoérym d jest pochodng momentu silnika wzgledem czasu.

Poszczeg6lne mechaniczne stale czasowe sg roéwne:

JIknN + _ J2KDN JskiN
Tmlk m2k ™ msk N .

J1z°N J2zS
‘mlz " Tm2z

26)

a stata czasowa sprezystosci elementu sprezystego:
T.J*L- @
c ch

4.1. Analiza uktadu napedowego z proporcjonalnym regulatorem predkosci

Dla proporcjonalego regulatora predkosci o transmitancji G MtsJ-k»
otrzymuje sie na podstawie roéwnania 25 transmitancje przewodnie

zamknietego obwodu regulacji predkosci:
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6,503 = 9)

w ktérych mianownik MAMs) jest réwny:

M2 ‘és)\ = 35+ 34: s4+ S3+
Tmik-{—/

K1 o
Tmik-{—lz

gdzie: = [€XD)

18V3

(€]
>J2+ - f Jo)

K2A i (€5))
Kj, K2 - wspétczynniki wzmocnienia uktadéw pomiaru predkosci Q , 0N

Zmieniajac w zaleznosciach (28) - (30) skale czasu i podstawiajac:

T=tu>,, »
g f Tmlk Tmlk“o W o (€2))

mianownik M2 (s) mozna przedstawi¢ w postaci:

P = EMaiPFap + JE+ WP+ (€O
gdzie f jest wzglednym wspoédczynnikiem thumienia. Postepujac identycznie,
jak w publikacji [2], otrzymuje sie dla zatozonej wartosci wspotczynnika
ttumienia przebiegéw €, zaleznosci okreslajace parametry obwodu regulacji
predkosci uktadu napedowego =z elementem sprezystym i z proporcjonalnym

regulatorem predkosci:
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ku _ Bl + A2B2 @6)

1 e
” B2 - B1 @D

Bl + A2B2
gdzie

1-2e(2C+1]
Bi= Mogrle 147 /2 -2 (€5))
e
R xr
mik e O 1)
przy czym musi by¢ spednione réwnanie
>2
(25+11 0.725(2e+1)-1 (xA ) -8ue<re(5+l)(V e 1#U2(25+1-u,2)=0 (40)
Wspoétczynnik thumienia g i pulsacja o okreslone sa zaleznosciami:
b= v " [q+°-5)iVe] @D
/[ 1+(Ve) 1%e " 2<r(2e+l) (7 e|“e + [*?+ 2?)(y ]

1 / 2 2
“ = m M y J K "2<rRE+1)M “e + (4e2+ 2¢e) (v*e) - 42
Zaleznosci (40) - (42) sa identyczne, jak przedstawione w pracy [2]

odpowiednie zaleznosci otrzymane dla modelu ukdadu z bezinercyjnym elementem

sprezystym. ldentyczne sa takze przedstawione tam wykresy o=f(<r) oraz

wezf(x e )-

4.2. Analiza uktadu z proporcjonalno-catkujacym regulatorem predkosci

Przeprowadzajac podobnie analize dla napedu z regulatorem predkosci

Pl o transmitancji operatorowej:

typu
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G, M=k, 1+ - (€S}

otrzymuje sie zaleznosci na obliczanie parametréow obwodu regulacji

predkosci :
B4 - B3
k2= A2B4 + B3 (€
A2B4 + B3
1+ k_ a2 ¢ 1 145)
u Br (46)
gdzie:
-
1 - 0,50 6f
B'3 = 4Ctmik. 1+ T i(V N 3j +o<r- (47)
4€t
mik
1+T7T
H * ,ze2- 3) * A—k -« ) (48)
c _ mik 147
5= -2 To(“e+ 127 - 2) - J 49

przy czym musi by¢ spednione réwnanie:

3
5
“e? (v.yr " U e s(v.) * 82V c)
n4 2
‘(Ve) (472+ ~N)+(TpUg) (4~ + A~ 5) - 4€2- 1
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" @2¢ (Ve) @424+ 222+ B+(V e ) H 4+

2 4 4 2 2 2
+ 0.7 59674+ 872+ 4 i2(-96? - 256? ¢+ 8?7 - &4 + 4
€ (V)> PPy b

+UT (Tp“e) (768"6- 16°€4™ 0,sj - ?[TMwe] [57676- 24074+ 1672+ 3/ =0

(€Y

Wspotczynnik tdumienia B i pulsacja u opisane sg réwnaniami:

uexr - 2?] _
1lv] (1)
/! 2 2 -

“ell + (T,"J ] - 8e”(Tple) + (Tp“e) fl2n" 2)

/7 2 2
“efl + (p“e) 1 " 8ue~(TpUe) + (V] @2» - ®2)

Podobnie jak dla proporcjonalnego regulatora, predkosci zaleznosci
(50)-(52) sa identyczne, jak przedstawione w publikacji [2] dla modelu z

bezinercyjnym elementem sprezystym.

5. PODSUMOWANIE

Zastosowanie przedstawionego w artykule modelu Rayleigh’a uktadu z
elementem sprezystym do syntezy uktadéw sterowania napedéw z polgczeniami
sprezystymi, umozliwia zastosowanie otrzymanych wynikéw do szerszej klasy
napedow, obejmujacej uktady o wiekszej wartosci stosunku  momentu
bezwkadnosci elementu sprezystego do momentéw bezwkadnosci mas skupionych,
niz przy zastosowaniu modelu z bezinercyjnym elementem sprezystym.
Przeprowadzone przez autora komputerowe badania symulacyjne, wskazuja na
mozliwos¢ uzyskania w prezentowanej strukturze ukdadu sterowania przebiegéw

o] dowolnym thumieniu oscylacji wywodanych elastycznoscia  wiezéw
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mechanicznych, w tym réwniez przebiegéw bezoscylacyjnych, w napedach o
momencie bezwkadnosci elementu sprezystego tego samego rzedu co momenty
bezwkadnosci mas skupionych na jego koncach.

W przypadku gdy moment bezwkadnosci elementu sprezystego jest maty w
poréwnaniu z momentami bezwkadnosci mas skupionych na jego koncach, mozna w
prezentowanych zaleznosciach przyja¢ Jg=0, lub dotgczy¢ moment bezwkadnosci
elementu sprezystego do momentéw bezwhkadnosci mas skupionych, tak jak w
zaleznosci (20). Otrzymuje sie wéwczas zaleznosci na dobér parametréw ukdadu
sterowania identyczne jak przedstawione w publikacji [2], dla modelu =z
bezinercyjnym elementem sprezystym. Dla zatozonej dok#adnosci odwzorowania
przebiegéw, wyboru modelu przyjetego do obliczeh mozna dokona¢ na podstawie

wykreséw przedstawionych na rys.2 - rys.5.
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Abstract

Existence of elastic joints is a characteristic feature of some electric
drives . Simplified models of the elastic system in synthesis of control
systems of the drives with elastic joints are applied in [21, [3]1, [6]. [71,
[91. The spatial phenomena of elastic element in these models are neglected.
Application of the Rayleigh’s model of the elastic system (Eq.2-10) for
synthesis of control systems of the drives with elastic joints has been
proposed in the paper. It approximates the spatial phenomena in the elastic
element. The accuracy of the Rayleigh’s model of the elastic system for
transients is compared with accuracy of the model described by the wave
equation, and with the model with inertialess elastic joint, and presented
in Fig.2-Fig.5.

Rayleigh’s model has been applied for synthesis of the control system of
the drives with elastic joints. The system contains inner motor torque loop
control and outer loop of the speed control, with motor and load velocity
feedbacks (Fig-6). Formulae (36)-(40) and (44)-(50) enable to calculate the
control system parameters for drive with P and Pl type of speed controller.
Using presented methods it is possible to get any value of the damping
coefficient of the drive oscillations due to elasticity of the mechanical

links.



