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AGREGACJA STATYCZNYCH MODELI MATEMATYCZNYCH DLA
STEROWANIA OPERATYWNEGO DYSKRETNYMI SYSTEMAMI PRODUKCYJNYMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode agregacji modeli matema-
tycznych opisujacych przepkyw materiadow przez ztozone systemy
produkcyjne, skkadajace sie z podsysteméw i1 wezdow bilansowych. Modele
podsystemow  produkcyjnych podaja zaleznosci ilosci materiatow
przepkywajacych w ich strumieniach wejsciowych 1 wyjsSciowych od
biezacych decyzji o zadaniach realizowanych przez podsystemy 1 ich
obcigzeniach. W wyniku agregacji model ztozonego systemu produkcyjnego
przeksztatca sie na model statyczny o strukturze .takiej jak dla kazdego
ze swych podsystemow.

AGGREGATION OF STATIC MATHEMATICAL MODELS FOR OPERATIVE
CONTROL OF DISCRETE EVENTS MANUFACTURING SYSTEMS

Summary. An aggregation method for mathematical models describing
material flows through complex manufacturing systems, consisting of
subsystems and balance nodes, 1is presented in the paper. Production
subsystem models are formulas for working out quantities of material
flowing through their input and output streams when current decisions
about their jobs and loads are given. As a result of the aggregation
the model of a complex production system is transformed to the static
model with the structure similar to the ones for its. subsystems.
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1. Wprowadzenie

Jednym ze sposobéw pokonywania trudnosci w rozwigzywaniu
ztozonych problemédw decyzyjnych jest agregacja danych. Polega ona
na zastgpieniu zbioru danych bedacych do dyspozycji raniej licznym
zbiorem danych zagregowanych. W kazdym takim przypadku zagregowany
opis Tformalny problemu decyzyjnego jest mniej dokdtadny niz opis
przed agregacja, co moze prowadzi¢ do uzyskiwania rozwigzan
gorszych ze wzgledu na przyjete kryterium oceny.

W przypadku operatywnego sterowania produkcja, rozumianego
jako sterowanie przeptywem materiatdédw przez przedsiebiorstwo
przemysdowe [4], agregacji podlegajg zarowno wielkosci zmienne:

- raporty o przeptywie materiatow,

- prognozy dostaw i zbytu,

- prognozy zdolnosci produkcyjnych,

jak i

- modele matematyczne,

za pomoca ktérych oblicza sie planowane ilosci materiatow
przeptywajacych w systernieeprodukcyjnym.

W pracy przedstawiono agregacje tych modeli matematycznych
systeméw produkcyjnych, wykorzystywanych w systemie operatywnego
sterowania produkpja, w ktérych modele podsysteméw produkcyjnych
sg statyczne. Jest to jeden z wielu probleméw szczegétowych roz-
patrywanych w latach 1986-90 w ramach tematu 4.6 “Sterowanie
operatywne dyskretnymi procesami produkcji' [3] programu badaw-
czego RP.1.02 "Teoria sterowania i optymalizacji ciggtych ukdadéw
dynamicznych i1 procesow dyskretnych“. Algorytm agregacji przed-
stawiony w niniejszej pracy Jjest wiec elementem szerszej pracy,
ktérej perspektywicznym celem uzytkowym jest opracowanie uniwer-
salnego systemu komputerowego do operatywnego sterowania produkcja
w przedsiebiorstwach przemystowych.

Z tego powodu trzeba byto uwzgledni¢ szereg narzuconych
wstepnie zatozen, z kftérych najwazniejsze dotyczg struktury modeli
matematycznych przed i1 po agregacji. Przyjety w [31 model matem-
atyczny systemu produkcyjnego przedstawiono w rozdziale 2. W
rozdziale 3 opisano algorytm agregacji opracowany przez autora.

Analogiczny algorytm dla prostszego przypadku szczegolnego
przedstawiono wczesniej w [11. v
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2. Model matematyczny systemu produkcyjnego

Systemem produkcyjnym nazywamy zbidr komérek produkcyjnych i
wezd+o6w bilansowych wzajemnie na siebie oddziatujacych poprzez
zmiany natezen przeptywu i parametrow Jakosci materiatow
przeptywajacych miedzy nimi. Wezekt bilansowy jJest takim elementem
systemu produkcyjnego, w Kktorym moga sie +gczy¢ strumienie tego
samego materiatu, w ktorym dany materiat moze by¢é magazynowany i z
ktérego moze odptywa¢ do roéznych komérek produkcyjnych. Komérka
produkcyjna jest albo systemem produkcyjnym nizszego poziomu albo
agregatem produkcyjnym, grupujacym  jednostki produkcyjne o]
wspélnie sterowanym obcigzeni u.Komérki produkcyjne rozpatrywane
jako elementy systemdow produkcyjnych sa nazywane podsystemami
produkcyjnymi .

Aby formalnie opisa¢ strukture systemu produkcyjnego okresla
sie nastepujace zbiory indekséw (rys. 1):

N -dla podsysteméw produkcyjnych,

£ -dla weztow bilansowych miedzy podsystemami,

7 -dla strumieni materiatéw doptywajacych do systemu,
P -dla strumieni materiatéw odptywajacych z systemu,
dn—dla strumieni wejsciowych n-tego podsystemu, nejV,
23"-dla strumieni wyjsciowych n-tego podsystemu, nEjV.
Zbiory te sa podzbiorami zbioru liczb naturalnych.

Strukture powigzan materiatowych w kazdym systemie produkcyj-
nym mozna jednoznacznie opisac podajac zrodta strumieni
wejsciowych wszystkich podsysteméw oraz punkty przeznaczenia
wszystkich strumieni odptywajacych z podsysteméw. Informacje te
koduje sie za pomocag nastepujacych wielkosci:

jesli  i-ty strumien wejsciowy n-tego
podsvstemu dopdywa z wezda bilansowego igsi
jesli i-ty strumien wejsSciowy .n-tego
podsystemu doptywa =z wejscia systemu
produkcyjnego

jesli i-ty strumien wyjsciowy n-tego
podsystemu odptywa do wezda bilansowego
jesli i-ty strumien wyjsciowy n-tego
podsystemu odptywa do wyjsScia systemu
produkcyjnego

-neJt'
n

.ne/
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Rys.1. Struktura systemu produkcyjnego
Fig.Ll The manufacturinng system structure

wezta bilansowego, ad¥ k ..=1
¢ _. = indeks s - ni
ni wejscia systemu produkcyjnego
9dy *nit T 0

z ktérego doptywa i-ty strumien wejsciowy n-tego
podsystemu (i<w¢ ,n&/I0

"wezta bilansowego, qdy @, = 1
a,; = Indeks ® yyjscia systemu .produkcyjnego,
ﬂd)ﬁ o. =0
ni

do ktorego odptywa i-ty strumien wyjsciowy n-tego

podsystemu (ieS™-nejf).
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W systemie operatywnego sterowania produkcjg”™opisanym w 131"
korzysta sie ze statycznych modeli matematycznych podsystemow
produkcyjnych. W modelach tych natezenia przeptywu w strumieniach
wejsciowych i wyjsciowych sa wyrazone jako kombinacje [liniowe
wielkosci wiodacych:

B(X XCr>iqu Anntjq dla 1 n<sk 2-1

ae/Knje,?nmeeQ

eeQ

nm.)

maje nmjg 5 dla leS,,,ne/ @-2)

Uni,yni~ oblic2Dne za pomocg modelu statycznego natezenia przepdywu
w i-tym strumieniu wejsciowym, i&".csraz w i-tym
strumieniu wyjsciowym, *NT* n-~ tego agregatu
produkcyjnego, ns/,

- wielkosci wiodace n-teao agregatu, qunirij:’ .Jej*nm, niejln, ns/,

Cnifn)'q"an'mj'a_ ilasci materiatéw (w p<rzypadku proceséw dyskretnych

liczba detali lub podzespotéw) z i-tego m strumienia
wejsciowego, i<™n ,,0oraz "z i-tego strumienia wyjsciowego,
ieS”, n-tego agregatu, nejf, przypadajgce orzecietnie na
jedna sztuke ze strumienia wiodacego okreslonego indeksami
m.J.q.aeQ o jeif, . me, .

Przy tym meA. - indeks wariantéw produkcyjnych n-tego

podsystemu produkcyjnego, rézniacych sie asortymentem materiatow

wejsciowych lub wyjsciowych, jej™ - indeks strumieni wiodgcych
n-tego podsystemu okreslonych dla m-tego wariantu, qeQ”_ - indeks
podwariantéw orodukcyjnych tej sekcji n-tego podsystemu, ktoérej

Y nnfjo
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obcigzenie w m-tym wariancie nadgza za natezeniem przeptywu w

J-tym " strumieniu wiodgcym. Réznica miedzy wariantami i
podwariantami produkcyjnymi polega na tym. ze w przypadku
wariantow koszt 1 czas przezbrajania jest niepcuni jatny, a

przetaczenia miedzy podwariantami nie wymagaja czasu i cnarakte-
ryzuja sie pomijalnym kosztem.

Znajomosc struktury systemu produkcyjnego umozliwia
sformutowanie nastepujacycn zaleznosci miedzy natezeniami
przeptywu w jego strumieniach materiatowych trys.l):

__I I dla 1 (2-3)

IgJS
-0
D2 _
£D2—I—
- dla le5> 2-4
I Voo @9
TiNJf 2eS
6 IO
cr . -J
ni
V ll I dla lez? (2-5)
re :e3n -—r+g ji -
0) -
s2__,
Opp =T é;
orzv czym upg: .Y -hatezenia przep+¥wu w strumieniach weisciowvch

i wyjsciowych n—tego podsystemu, ne/; r”~.p~- natezenia przeptywu
w wejsciowych 1 wyjsciowych strumieniach materiatowych systemu,
VvV ; - zapasy w wewnetrznych weztach bilansowych.

3. Agregacja modeli matematycznych systeméw produkcyjnych

Kazdy system produkcyjny danego przedsiebiorstwa posiada
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wejsciowe 1 wyjsciowe strumienie materiatowe r~ le€?,- p», le?5
(rys. 1, ktorymi poprzez wezky bilansowe zewnetrzne jJest
powigzany z innymi systemami produkcyjnymi tego samego poziomu
organizacyjnego. Przy zatozeniu, ze dany system produkcyjny jest
N-tym podsystemem systemu wyzszego poziomu (na ktérym wszystkie
wielkosci sa oznaczone gwiazdka), zachodzag zwigzki:

X=j i: (3-1)
P - (3-2)
r I:H*I ,dlaleB (3-3)
PE=y*t. dlale? (3-4)

Zadanie agregacji modelu matematycznego systemu produkcyjnego
(2-1)..(2-5) polega na jego przeksztatceniu do postaci;

[ Z 2 Z _CN 1o Vnwao dla Ly G-5)

Me. Je} QeQ

NHJ

y’;\‘I = > > N G”:“MJQ W"‘NHJQ , dla IeB’E (3-6)

H *
MSIME Je f QeQy,

przy czym N,M,J,Q sa indeksami wielkosci wiodgcych N-tego
pﬂ,gsystemu w systemie produkcyjnym wyzszego poziomu, a M: , }*
“ zbiorami tych indeksoéw.

Przystepujac do rozwigzania problemu najpierw zerujemy zapasy
v w roéwnaniu (2-5), a nastepnie podstawiamy zaleznosci (2-1)
(2-2) do rownan (2-3). .(2-5). Otrzymujemy w ten spos6éb uktad
réwnan:

_2 Z B w . ,dla leB @G-7)
- inb jq najq
neA”™ eV je}
n n jd nt@al

N M

HnJ
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_I I I I w ,dla [iP (3-8)
nnJq nnJq

n€>v me>fi JE<E£ q”Q
n nm

nnJ
Vv \ \Y \ D o w =0 . dla leie (3-9)
Z_ Inmjqg nmjq
n uiGMn J€5nn qunmJ
w Ktorym
— " FP=YAY -
Blnnjq = y Cnltnjq , dla IeS-qunnJ,,Je o *MEM ne.M (3-10)
k4
K =
ey
ni
—_ N —_
HInnjq y nimja dla le .a;eOnmj ,J nm,meXn,ne>V (3-11)
1<E
=0
" ter
nil
=V 6 'Y c. ., (3-12)
Inmja / nimja / nimja
1€® i€ji
o 1" k=17
a' =1 e '=1
ni ni

dla Ie£,qunnj ,je£m0 ,u6i(n ,he//

Biorac pod uwage roéwnosci (3-1).. (3-4) nasuwa sie rozwigzania
polegajace na redukcji rownan (3-9) potaczonej z eliminacja czesci

wielkosci wiodacych w Pozostate potej operacji wielkosci

nmJq
wiodace lokalne Wnnjq stajg sie wielkoSciami wio/dqcymi globalnymi
* A H M ’ -
Ut g0 > & przeksztatcone wspotczynniki Blnqu , Hlnqu sa pos>zuk|

wanymi wspoéczynnikami zagregowanego modelu matematycznego CN1KJO-
G*
HIHJO

Wybor wielkosci wiodacych globalnych, a méwigc 1inaczej -
wybor wielkosci lokalnych do eliminacji, trudno jest zalgorytmi-
zowa¢ 1 dlatego pozostawia sie go uzytkownikowi. Program kompute-
rowy™ realizujacy przedstawiony algorytm agregacji®™ jest 2z tego
powodu programem konwersacy jnym. Wybér globalnych wielkosci
wiodacych mozna formalnie zakodowa¢ za pomocg wskaznika
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1 , jesli wielkos¢ wiodgca lokalna wnqu

aMJQnqu Jest wielkoscig wiodaca globalna WNHJQ-
0 , w przypadku przeciwnym

dla geQnnJdg- H,,j , " Q < kj-J<h.
Postugujac sie powyzszym wskaznikiem procedure agregacji
mozna w skrocie opisa¢ zaleznosSciami:

WiMSe = Wanjq 2 (MMdpn@ 850005 71 G-13)

dla QeQ’;;HJ, JSj: > Me"d*K

, (n,m,§,9):a =1, (3-14)

=B
N1HJO 1nn Jq 23S 25 MJQnnJdgq

dla leil*. QeQ* , JeE* . M<m*
N KHJ N K H

(n,m,J,g):a = 1, (3-15)

G = H , .
H1MJO 1nnJq HJQnoiJq

dla IeSﬁ. QeQ/T]hj R Je,}ﬁm. Me*ﬁ

Model matematyczny systemu produkcyjnego wchodzi w sktad ogra-
niczen optymalizacji operatywnego sterowania produkcjga. Dlatego
agregacja powinna gwarantowacC istnienie dopuszczalnej dezagregacji
[2]1- Najprostszym sposobem zapewnienia istnienia rozwigzan dopusz-
czalnych problemu zdezagregowanego jest unikanie relaksacji ogra-
niczen przy agregacji. Zmiany ograniczen moga ewentualnie polegac

na ich =zaostrzeniu, co tylko zaweza pierwotny zbiér rozwigzan

dopuszczalnych, a w zadnym przypadku nie umozliwia otrzymania



34 Abdul-Rahman Hussian

rozwigzania nie nalezacego do tego zbioru. Oczywistg restrykcja
ograniczen towarzyszgacg agregacji jest wyzerowanie pochodnych
zapasow w rownaniu (2-5), co odpowiada rezygnacji z mozliwosci
akumulacyjnych wewnetrznych magazynéw buforowych systemu produk-

cyjnego .

4. Wnioski

W pracy przedstawiono metode agregacji modeli matematycznych
ztozonych systeméw produkcyjnych”polegajacg na eliminacji z roéwnan
modelu, matematycznego tylu lokalnych wielkosci wiodacych, ile jest
wewnetrznych wez#éw bilansowych. Pozostate wielkosci wiodace
podsystemow produkcyjnych staja sie woéwczas globalnymi
wielkosciami wiodgcymi systemu zagregowanego. Wyboru globalnych
wielkosci wiodacych  dokonuje uzytkownik algorytmu, co dla
uzytkownika zorientowanego w strukturze systemu produkcyjnego jest
dos¢ oczywiste. Potwierdzity to préby przeprowadzone dla 14 syste-
méw produkcyjnych przyktadowej Tabryki samochodow.

Dla algorytmu agregacji przedstawionego w punkcie 3 opracowano
program komputerowy w jezyku Turbo Pascal na komputer IBM PC.
Program testowano na 14 przyktadowych systemach produkcyjnych, dla
ktérych liczba lokalnych wielkosci wiodacych nie przekraczata 186,
a liczba wewnetrznych wezdéw bilansowych przed agregacja nie byta

wieksza od 162.
Czas trwania obliczenh w zaleznosci od przyktadu i stosowanego
komputera wynosi+ od Kkilku minut do Kkilku godzin. Jest to czas
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wystarczajaco maty, jesli wzia¢ pod uwage, ze modele matematyczne
sag albo wyznaczane jednorazowo, albo modyfikowane z dos¢ duzym
okresem statosci, nie krotszym niz okresy planowania i kontroli w
systemach sterowania produkcja, np. doba, miesiac, kwartat. W
przypadku model i o wiekszej liczbie réwnan i zmiennych
niezaleznych mozna sie spodziewa¢ wzrostu czasu obliczeh, lecz z
drugiej strony trzeba wzigé¢ pod uwage, ze program byt testowany w
pierwszej wersji”® dziatajacej zgodnie z zadanym algorytmem, a moc
obliczeniowa wykorzystywanych. mikrokomputeréw nie byta zbyt
wielka.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢ praktyczng przydatnos¢ opraco-
wanej metody agregacji w systemach sterowania produkcjg. Dalsze
prace nad jej ulepszeniem powinny koncentrowa¢ sie na algorytmi-
zacji wyboru globalnych wielkosci wiodacych dla réznych spotyka-

nych w praktyce struktur systeméw produkcyjnych.
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