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OPIS W PRZESTRZENI STANU DLA REGULATORA TYPU GPC*

Streszczenie. W pracy przedstawione Jjest wyprowadzenie wzoréw
regulatora typu GPC dla obiektu opisanego za pomoca réwnan stanu. Daje
to mozliwosci analizy wlkasnosci  dynamicznych regulatora, jego
zachowania w stanach przejsciowych.

STATE-SPACE DESCRIPTION FOR GPC-TYPE CONTROLLER

Summary: In the paper derivation of the formulae for the GPC control-
les for plants described by state-space equations is presented. This
enables analysis of transient states and dynami¢ properties of the
controller.
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1. Wstep
W ostatnich latach popularnym algorytmem stosowanym w uk#adach
samonastrajajacych jest tak zwany Uogdlniony Regulator Predykcyjny

( Generalized Predictive Controller ). Wyprowadzenie regulatora GPC znajduje
sie w pracy [4]"natomiastpewne aspekty analizy i zastosowann mozna znalezc¢
w pracach [3], [5], Autorzypodkreslaja, jako zalete regulatora GPC, mozliwos¢
zastosowania do nastepujacych, trudnych do sterowania, typéw obiektow :

- obiekty nierainimalnofazowe,

- obiekty niestabilne.

- obiekty z nieznanym lub zmiennym opdéznieniem w torze sterowania,

- obiekty o nieznanym rzedzie dynamiki.

Réwnoczesnie wskazuja na trudnosci zwigzane z wyprowadzeniem 1 stosowaniem
regulatora o podobnych wkasnosciach, bazujacego na opisie obiektu w przestrzeni
stanu. W tej pracy pokazuje sie, ze dla obiektu opisanego za pomocag roéwnan
stanu mozliwe jest wyprowadzenie praw sterowania w sposob analogiczny jak dla
regulatora GPC. Uzyskuje sie przy tym zaleznosci, ktére umozliwiajag tatwiejsza
analize wdasnosci dynamicznych algorytmu, podobnie jak byto to robione
w pracach [1], [61,

2. Opis problemu

ZA. Model obiektu

Rozwazany jest dyskretny w czasie, liniowy obiekt o jednym wyjsSciu - vy,
jednym wejsciu sterujacym - u oraz jednym wejsSciu zakddécajacym - v. Zaktada

sie, Ze obiekt opisany jest réownaniem wejsSciowo - wyjSciowym takim jak w pracy

4

A(z ) Vi = B(z 'Iui_i t C(z 1)—1 i Vv [O)

z-1 - operator przesuniecia o jeden krok w tyk,
~ ¥ -1
A, B, C - wielomiany zmiennej z ,
1

gdzie :

- indeks zwigzany z czasem.
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&)
oraz podstawiajac :
ACz"1) = A(z-1) (1-2z"1) (©)
BCz-1) = z”1 BCz”1) (4)
mozna przeksztakcic¢ réwnanie CI) do postaci :
ACz"1) y( = B(z-1) Ai™ + CCz"1) v (©)

Mnozac (5) obustronnie przez z w odpowiedniej potedze mozna otrzymac¢ réwnanie

opisujace obiekt za pomoca operatora przesuniecia w przéd :
ACz) yt = BCz) Aut + CCz) v (6)

Zaleznosci miedzy wspoétczynnikami wielomianéw A(z), BCz), C(z) oraz ACz"1),

BCz 1), CCz J) sa oczywiste.

Wzory (@, &), () przedstawiajg w roéznej Tormie to samo roéwnanie
obiektu. Wzér (1) wykorzystywany jest w pracy [4], w ktdrej po raz pierwszy
przedstawiono regulator GPC, natomiast wzér (6), z ktérego korzystano
w pracach [1], 6] stanowi baze dla rozwazan przeprowadzanych w tej
publikacji. Nalezy zauwazy¢, ze roéwnanie (6) opisuje szersza klase obiektéw

niz réwnanie ()" mjesli nie bra¢ pod uwage zaleznosci () 1 (4).

Opis obiektu za pomoca réwnan stanu ma postac

xi+i=Ax<+bu|+g>v @)

y+=dei + Vv (8)

gdzie : x( - stan obiektu ( wektor o n sk#adowych ),
A - macierz Cn x n ),

b, g ,d - wektory o n skkadowych.

Wymiar wektora stanu zwigzany Jest z rzedem wielomianéw w rdéwnaniu (6)-
Zaleznosci miedzy opisem w przestrzeni stanu i opisem wejsciowo - wyjSciowym

dane sa wzorami :
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gy AT €Z1-ADTD C)

A(Z):dT\(/ZI—Az*g+1

@

A(z) = detl zi - R )

Wyprowadzenie wzoréw (9) - (11) mozZna znale2C w pracy [6]-

2.2. Wskaznik Jakosci

Zadanie sterowania postawione Jest w sposéb nastepujacy : wyznaczy¢ ciag

sterowan minimalizujacych wskaznik jakosci :

iooze{ oz [(ylHItl- wi*jtd 8+ x( Aui*) )1} (12)
gdzie Wl+j+i oznacza sygnat odniesienia ( wartosci zadanej ). Z wyznaczonego
ciggu sterowan wybiera sie i stosuje w obiekcie tylko pierwsze sterowanie Au(,
nie wykorzystuje sie wszystkich nastepnych Aul[+i. Au #n Proce
minimalizacji przeprowadza sie w ka2dej chwili i. Takie podejsScie nazywa sie
w literaturze sterowaniem w petli otwartej ze sprzezeniem ( Open Loop
Feedback ). Wskaznik J jest w istocie wskaznikiem chwilowym - obowigzujacy?,
tylko w danej chwili i - jednak swym zasiegiem obejmuje zmienne w horyzoncie

N. Dlatego bywa nazywany wskaznikem z N-krokowym przesuwnym horyzontem.

Wska2nik jakosci opisany wzorem (12) byt wykorzystany w pracy [4] do
wyprowadzenia regulatora GPC, aczkolwiek przy postawieniu problemu podano

nieco og6lniejszy wskaznik jakosci postaci :

N -

1€5))

i.-E{ ~ [ , - . z: )21}

N jest tu przewidywanym opd2nieniem w torze sterowania. Wzor (13!

przeksztatca sie w (12) jesli przyjmie sie
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N =1, N=N2-1, =X2= ... An = A s
2

Stuzy to uproszczeniu wywodu™ a nie zmienia istoty uzyskiwanych wynikéw.

Réwniez w tej pracy rozparywany bedzie wskaznik (12).

3. Rozwigzanie problemu w przestrzeni stanu

3.1. Iteracje réwnania Riccatiego

Klasyczny spos6b rozwigzania problemu minimalizacji wskaznika jakosci
(12) przy ograniczeniu w postaci réwnania stanu (7), (@) polega na
zastosowaniu metody programowania dynamicznego. Wyprowadzenia dla przypadku

w”~ 0 mozna znalezé w pracy (6). Sterowanie jest wéwczas dane wzorem
AUl = - (bTSQb + A )“IbTSo J( A - gdT ) +gyt] (5)
gdzie [ oznacza oceng stanu, natomiast SO jest rozwigzaniem roéwnania

Riccatiego postaci :

S =ddT + AT] S - S bbTS fbTS b tA "1 A 16
J L >+1 J+1 I +i J ]

Sn = ddT an

Jesli opdéznienie w torze sterowania roéwne jest k ( k>l ) , to dla j £€N-k

zachodzi :
bTSj+ib = O, (8)

co uniemozliwia stosowanie algorytmu z wartoscig A=0 .

Uwzglednienie we wskazniku jakosci roéznej od zera wartosci odniesienia
powoduje pewng komplikacje wzoréw. Mianowicie”™ nalezy dodac do prawej strony
wzoru (15) sk#adnik bedacy liniowg funkcja wszystkich wartosci odniesienia.

Ten przypadek nie bedzie dalej analizowany.

3.2. Predykcje sygnatu wyjSciowego

Inny sposéb rozwigzania problemu minimalizacji wskaznika (12) przy

ograniczeniach (7), (8) polega na zastosowaniu podejscia analogicznego do
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przedstawionego w [4], Oblicza sie oceny ( predykcje ) sygnatéw wyjsSciowych :

A+ Y i+ 2 Ni+n+i
na podstawie informacji dostepnych w chwili i. Nastepnie oceny te wstawia sie
do wskaznika Jakosci. Na podstawie réwnah (7), (8) nietrudno jest pokazaé¢, ze
wyjscie z obiektu wchwili i+m ( gdzie m=1,2, ___,N+l ) moznawyrazi¢ za pomocg
sygnatow dostepnych w chwili iw nastepujgcy sposob :

yi+m =dv Xi * %—-_gi dv- J?+{JA-LJI *
+ A_ZldTAm'Jg v1+j—| + V44 +dV?" lg vq 19

1=2

Na podstawie réwnania (19) mozna wyznaczy¢ m-krokowg predykcje wyjscia y]|

( ocene y_er przy informacji dostepnej w chwili i ). Wyraza sie ona wzorem :
I

yl+m/i = dTAm Xl +TZ dV “Jb Au 11 + dTAm"kg Vl (20)
gdzie :© vy -predykcja sygnatu y( do chwili i+m. Ze wzgledu na
zatozone whasnosci zakdoécenia ( bialy szura gaussowski ) oceny przyszdych
zakt6cen sg rowne zeru. Natomiast ocene zakkdcenia v  mozna wyznaczyc

korzystajac ze wzoru (8) :

%I/I = yi = dT)(Ai-i- \i/A stad : Oi =M —dT Ql &ij

Ocena y jest roéwna wartosci wyjscia y(, gdyz wartoS¢ ta  jest znana

w chwili 1i.Ostatecznie :

y = dTAm"1 (A - gdT ) X(+ ZZ dTAB“Jb Au + dTAm “g y (22)

J=1
Zmieniajac w rownaniu (22) wartoS¢ m od m=1 do raaN+l otrzymuje sie predykcje
kolejnych wyjsc z obiektu od chwili i+l do chwili i+N+1. Mozna to zapisa¢ za

pomoca jednego roéwnania :
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Au i Au 141 - Au o 1T (25)
dTb =} o

G = dTAb  dTb J (26)
dVb dTAH“Ib < dTb
dT dTg
dTA (A - gdT ) x(+ dTA g @n
dTAN dAg

Stosujac oznaczenia (24) - (27) oraz oznaczajac dodatkowo :

Y1 = f¥_'i||y1+z -- Y 1+H+1 JlT (@8
= N n Ny N A i (29)
= t A/l +1 1+2 i +N+1 wektor bk(doéw predykcji

Wl = I’V\{ 1+1W1+2 T W 1+N+1 fIIT (30)

mozna wskaznik jakosci (12) przeksztatci¢ do postaci
J> = (Y w, H)TCYL-W1) } @D

J. cEL (L+Y, -w )T ievi-we )eal v «
=e{ (i,-wt )T(it-w) u }ee {5|Yt } =
=E{ [(GV Ft) -WI]T[(&V F, ) - +XUU } +E{y]Y } &)

Minimalizacja (32) wzgledem U prowadzi do wzoru na sterowanie optymalne :
Ul = (GTG + Al )_1GT(W1 - Ft) @33)

Z wyznaczonego w ten sposob wektora U[ wykorzystuje sie pierwszy element :

AUl = "EL) )
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?T oznacza tu pierwszy wiersz macierzy : (GTG + Al )_1G . Zwraca uwage
podobienstwo wzoréw (33) i (34) do wzordéw uzyskanych w pracy [4], w ktérej
regulator GPC byt po raz pierwszy przedstawiony i wyprowadzony. Nale2y jednak
pamietac. Ze w tej pracy stosowany jest opis w przestrzeni stanuj a wiec pod

poszczegblnymi oznaczeniami kryjg sie inne wielkosci niz w pracy [l

W szczeg6lnosci, wektor F opisany wzorem (27), mozna przeksztaktcié do
postaci :
F =4 J3y(A -9gdT ) xi +gVyili (€3)
gdzie :
$ = dTA 36)
dTAN

Dokonujac odpowiednich podstawien we wzorze (34) otrzymuje sie prawo
sterowania dla regulatora GPC, w ktérym explicite pokazana jest zalezno$¢ od

stanu uktadu :

Au.=u. -u. . =yW. yT4 (A -gdT) X(+gy @n;
i i i-i i n]

Wzor (@7) Jjest w swej strukturze analogiczny do wzoréw uzyskiwanych we

wczesniejszych pracach, zajmujgcych sie opisem w przestrzeni stanu dla

prostszych regulatoréw minimalno-wariancyjnych ( [11, (6) ). Przy zatozeniu

zerowego sygnatu odniesienia uzyskiwano tam zale2noSci, ktdére ogdlnie mozna

zapisa¢ w postaci

\ A
u - M[( gd ) *, + «ys €5

przy czym wektor M zaleZny jest od typu zastosowanego regulatora. Podobienstwo
wzorOw (37), (38) sugeruje mozliwos¢ zastosowania takiego samego aparatu

«do badania stanéw przejsciowych dla regulatora GPC jak w pracach [1], [6],
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4. Ocena stanu

4.1. Ocena optymalna

Dla kompletnosci rozwazan nalezy Jeszcze podaC wzory pozwalajace na
wyznaczenie oceny stanu wystepujacej we wzorze (37). Wyznaczenie oceny stanu

wymaga tu niewielkiej modyfikacji réwnan Ffiltru Kalmana. Szczegéty mozna

znalez6 w pracy [6], Ostatecznie otrzymuje sie :
V, = @A - sdT )*, + bu! + sy, + ki1l+1[yi+l- dT(A - gdT - dThUi - dTgy(

(€9

gdzie k(@ oznacza zmienny w czasie wektor wzmocnien filtru,ktéry moze byc

wyznaczony z rekurencyjnych zaleznosci :

kui =@ “ gdT)P,(A " gdDTJ]o + dT(A - gdT jP~A - gdT )Td J d (40)
PUL =@ - gdT)PI (A - gdT )T - kikidT (A -gdT )Pi (A - gdT )T (41)
z warunkiempoczgtkowym Pq , przy czym Pqoznacza macierzkowariancji btedu

oceny stanu poczatkowego :

Po =E {(Xo - *0o )( Xo - *0 )T } 42)
Jak wida¢, algorytm wyznaczania oceny stanu, a w konsekwencji caty algorytm

sterowania, ma charakter niestacjonarny wskutek zmiennosci w czasie

wzmocnienia Filtru.

4.2. Ocena asymptotyczna
Przedstawiony filtr Kalmana jest zbiezny do filtru stacjonarnego.

Jesli moduty wartosci whasnych macierzy (A-gdT) sa mniejsze od jednosci, to

zachodzi

link =0 “3)
1

Dowdd mozna znalezé w pracy [2). Wynika stad, 2ze po zaniknieciu stanu
nieustalonego zwigzanego z uruchomieniem TFiltru ocena stanu dana jest

wzorem

*j*i = (A " gdT )*i + bui + 8yi ca4)
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Ocena taka bedzie nazywana oceng asymptotyczng, gdy?, jest to ocena, do ktorej
asymptotycznie dazy optymalna ocena stanu; gdy i-o . Nalezy podkresli¢, ze
w pracach uzywajacych opisu wejsciowo - wyjsSciowego obiektu rozpatruje sie
jedynie problem stacjonarnego prawa sterowania, co oznacza de facto
korzystanie z asymptotycznej oceny stanu. Sformudowanie problemu w przestrzeni

stanu pozwala zauwazy¢ stany nieustalone zwigzane z zakaczeniem regulatora
i ewentualnie bada¢ ich wpdyw na jakoSC regulacji. W szczegélnosci mozna
poréwnac¢ stany przejsciowe w przypadku zastosowania asymptotycznej oceny stanu
( co odpowiada algorytmowi wyprowadzonemu na bazie opisu wejSciowo -

wyjsciowego ) z przypadkiem zastosowania optymalnej oceny stanu.

5. Zatozenie o zerowych sterowaniach w przysztosci

Wyznaczenie sterowania danego wzorem (34) lub (37) wymaga odwrécenia
macierzy (GIG+Al) ;jest to macierz o wymiarze (N+Dx(N+1). W przypadku gdy
przyjmie sie dtugi horyzont N we wskazniku jakosci (12) odwrécenie macierzy
moze byC trudne i czasochdonne. Dlatego tez przy wyprowadzeniu regulatora GPC
autorzy proponuja pewne dodatkowe ograniczenie, ktére powoduje zmniejszenie
wymiaru odwracanej macierzy. Ustala sie mianowicie pewien horyzont dla
sterowania - N i zaktada sie, ze poza tym horyzontem sterowania maja wartoSC
zero. Mozna toU interpretowa¢ w ten spos6b, ze dazy sie do ustalenia sterowania
w ciagu Nu krokow ( Au“J:O dla j>NIJ )- Ograniczenie to moze byC w datwy
spos6b zastosowane takze przy wyprowadzeniu regulatora GPC w przestrzeni
stanu. Aby to pokazaCj nalezy rozwazy¢ wzor (22) definiujacy m-krokowag
predykcje wyjscia z obiektu. Wzér ten ulegnie zmianie dla m>Nu i bedzie miat
postac¢ :

£ =dV _1(A-gdl)x + dV"dhAu L +dV _1gy P @)

Podobnie jak poprzednio, roéwnania predykcji wyjscia dla m=1, 2, ..., N+l
mozna potaczyc w jedno réwnanie wektorowe :
c
Y =GU +F (46)

gdzie Y. , Fi sa zdefiniowane wzorami (24) i (35)) natomiast G oraz Ui sa

zdefiniowane nastepujaco :
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dTb 0
G = dTAb dTb
N-N
dTAHb dTA ub

17 “8)

U1=EAu1 Au AUI+NUJ

1+1

H wyniku minimalizacji wskaznika jakosci (12) otrzymuje sie wzdér na sterowanie

optymalne analogiczny do wzoru (37) :

Au(:Uj—ui_i:rTWi—r1«1|Z(A—ng)x(+gy(tJ “9)

y o0znacza tu pierwszy wiersz macierzy : %G:I—G + Al 5_16 R

Jak wida¢ wymiar odwracanej macierzy wynosi (N +1) x (N +1).
) u U

6. Zakonczenie

W pracy przedstawiono wyprowadzenie wzoréw regulatora GPC dla obiektu
opisanego za pomoca roéwnan stanu. Otrzymuje sie wyrazenia bardzo podobne jak
przy oryginalnym wyprowadzeniu tego regulatora dla obiektu opisanego =za
pomoca réwnan wejsciowo - wyjsciowych. W ten sposéb omija sie problem
iteracyjnego rozwigzywania réwnania Riccatiego, sygnalizowany w pracy [4]-
Zamiast tego pojawia sie problem odwracania macierzy o duzym wymiarze. W celu
zmniejszenia wymiaru odwracanej macierzy wprowadza sie dodatkowe ograniczenie,
zaktadajac zerowe wartosci sterowan poza ustalonym horyzontem Nu . Praca
pokazuje. Ze podejscie bazujgce na réwnaniach stanu oraz podejscie bazujace na
opisie wejsciowo - wyjsSciowym sg réwnowazne i moga by¢ stosowane wymiennie.
Stosowanie opisu w przestrzeni stanu umozliwidto zauwazenie stanow
nieustalonych zwigzanych 2z zakaczeniem regulatora i ulatwia ich analize.
Dodatkowo, mozna poréwnywac efekty zastosowania optymalnego i asymptotycznego

filtru Kalmana.
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Abstract
In the paper the formulae of GPC regulator for plants described by

state-space equations are derived. Equations which are obtained are very
similar to those which are obtained when GPC regulator is derived in the
input-output domain. In this way the problem of iterative solution of Riccati
eguation is ommited. Instead there appears the problem of inverse for a large
matrix. This problem is partially reduces by additonal assumption that there
is no control changes beyond the fixed horizion in the future. The paper
proves the equivalence of state-space and input-output approach. Moreover,
the state-space approach enables observation and analysis of transient
properties which appear afer switching on the controller. In addition, two

methods of state filtering can be compared.



