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PRZEBIEGI W STANACH PRZEJSCIOWYCH
DLA ROZNYCH TYPOW REGULATOROW MINIMALNO-WARIANCYJNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawione sg przyktadowe przebiegi warian-
cji wyjscia i sterowania dla pewnych proceséw regulacji minimalno-wa-
riancyjnej. Na tej podstawie prébuje sie wyciggna¢ wnioski odnosnie do
wpdywu poszczegbélnych parametréw obiektu oraz wpdywu parametréw regula-
tora na jakosS¢ regulacji. Porownuje sie zwkaszcza efekty zastosowa-
nia algorytmu bazujacego na optymalnej filtracji Kalmana z algorytmem
wykorzystujacym filtr asymptotyczny.

TRANSIENT STATES PROCESSES FOR DIFFERENT TYPRES
OF MINIMUM - VARIANCE CONTROLLERS

Summary. In the paper some examples of output and control variances
for certain processes of minimum - variance control are presented. On
this basis one tries to make conclusions about the influence of the
particular parameters of the plant and of the regulator on the
performance of the control. Particularly the effects of applying the
algorithm based on the optimal Kalman filtering and the algorithm using
the asymptotic filter are compared.

NEPEXOHHbIE nPOUECCbl flma PA3HbIX THNOB
MHHHMAHbHO-BAPMAHI THOHHb1 X PErYJISTOPOB

Pe3»ue

B padoTe npefICTaBneHM npm-iepHbie npoueccti rapHanunn Buxona n
ynpaBneHHs uns onpeneneHHbix nponeccoa
MHHHManbHO-BapaaHUHOHHoro perynHpoBanHS. Ha bto$S ocHose
cnenaHM nontiTKH nonyMHTb bmbohm othoch Tentho bjihshhs orpentHsix
napatieTpoB 0S-beKTa n bhhshhs napat-ieTpoB perynaropa Ha XxanecTBO
perynHpoBaHHa. npe*pe Bcero cpaBHHBaoTcx acpxexlot npnMeHeHHs
anropHTMa ocHOBaHHoro Ha onTH«am>Holi <j>HnbrpauHH KanbMaua c
anropHTMOM Hcnonb3yx>wnM achiinTOTH4eckkk <f>nnbTp.

Praca wykonana w ramach programu resortowego RP. 1,02 : Teoria sterowania

i optymalizacja ciagtych uktadéw dynamicznych i procesé6w dyskretnych



74 A. Ordys

1. Wprowadzenie

Wzory, wyprowadzone w pracach [Z], [3], [4], umozliwiaja przeprowadzenie
w Jdatwy sposéb analizy zmian w czasie wariancji wyjscia i sterowania
w ukdadach regulacji mlnimalno - wariancyjnej. Uzyskuje sie ta droga informa-
cja o stanach przejsciowych procesow. Dla zadanego obiektu mozna poréwnac
przebiegi dla réznych algorytmow. W pracy tej przeprowadza sie takie
porownanie dla dwoch obiektdw. Prébuje sie takze na tej podstawie sformutowac
ogolniejsze wnioski. Obiekty zostaly wybrane w ten sposob, by jak najlepiej
mozna bydo zademonstrowa¢ pewne efekty. W zwigzku z tym sg to obiekty trudne
do regulacji, bliskie granicy stabilnosci. Uzyskano to poprzez odpowiedni
dobdr pierwiastkow wielomiandw A(Z), B(2), C(@), wystepujacych w zaleznosci

wejsclowo-wyjsciowej opisujacej obiekt :

y A@ =B@ u +C@ v (1)

Na zamieszczonych w pracy rysunkach przedstawione sa wartosci wyjscia
i sterowania w dyskretnych chwilach i=0,1,... ,80. Przyjety zakres czasu i
wystarcza do rejestracji stanéw nieustalonych. Chwila i=0 jest na wykresach
przesunieta w lewo. Pozwala to na zaznaczenie stanu, jaki wystepowat
w obiekcie*przed rozpoczeciem sterowania. W wigkszosci 2z przedstawionych
ponizej przykkadow przyjeto, ze obiekt niesterovany, lecz z dziakajacym
zakkoceniem, istniat dostatecznie dhugo przed chwilg i1=0. Macierz kowariancji
stanu mozna dla takiego obiektu obliczy¢ z rekurencyjnej zaleznosci

X =AX AT+agggTl (2)

Wariancja wyjscia wyraza sie wzorem :

©)

W przeprowadzonych obliczeniach przyjeto, jako okres ustalania sie para-
metréw stochastycznych obiektu niesterowvanego, 100 dyskretnych chwil czasu. Ze
wzoru () dla j=100 otrzymuje sie macierz kowariancji stanu poczgtkowego
bedaca warunkiem startowym dla filtru Kalmana, zastosowanego do oceny stanu
obiektu. Na rysunkach zaznaczono 20+k wartosci wariancji wyjscia dla obiektu
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niesterovanego, poprzedzajacych chwila 0 , w ktdérej zaczat dziata¢ algorytm
sterowania. Mozna takze przyja¢, ze zakdocenie zaczeto dziata¢ - podobnie jak
sterowanie - w chwili 1=0 , natomiast macierz kowariancji stanu poczgtkowego
jest zadana. Wowczas, liczac od chwili O, wystepuje k wariancji wyjs¢ dla o-
blektu niesterowanego (k jest opdznieniem w torze sterowania).

2. Pierwszy obiekt

Ola pierwszego obiektu przyjeto nastepujgce postaci wielomianow :

A(@) = zk(z0.91)(z+0.9) @
B(@) = (z-0.92-j-0.33)(z-0.92+j-0. R) =
g r
= (2-0.98-e )(z-0.98-e %) ®
C(2) = zk(z-0. 96) (z-0.956) (6)

gdzie k jest wielkosciag opéznienia w torze sterowania.

Dla wykorzystania wzordow zawartych w pracach [Z], (), [4] konieczne jest
podanie opisu obiektu za pomocg rdwnan stanu. Zastosowano tak zwang fazowg
posta¢ réwnan stanu [8], Dla opoznienia k=1 otrzymuje sie nastepujace

réwnania stanu:

0.01 1.0 0.0 " =1.0 -1.91
X = 0.82 0.0 1.0 x, + » 8 ug 174 @D
0.0 0.0 0.0 0-96 0.0
y1= 1.0 0.0 oo v, ®

Dla wiekszych wartosci opéznienia k wymiar wektora stanu zwieksza sie ale
wspokczynniki macierzy A oraz wektoréw b, g, d pozostajg niezmienione. Na
przyklad dla k=4 otrzymuje sie :

*0.03 1.0 0.0 0.0 0.0 =0.0 191"
0.82 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 174

A= 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 b= 10 g= 0.0 ©
0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.8 0.0

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.9 0.0
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Rys.l. Przebiegi wariancji wyjscia dla pierwszego obiektu dla wskaznika
jJakosci bez kosztéw sterowania
Fig-1l Output variance for the first plant, with the performance index not
including control cost
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Wariancja sterowania : alyorytw optytnalny
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Rys.2. Przebiegi wariancji sterowania dla pierwszego obiektu dla wskaznika
Jakosci bez kosztow sterowan
Fig.2. Control variance fot the first plant, with the performance index not
including control cost
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1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 (10)

1

Przyjeto wariancje zakkocenia v <=l. Badano zachowanie sie tego obiektu dla
réznych wartosci opoéznienia k oraz roéznych algorytméw sterowania minimalno-
wariancyjnego. Niektore, wybrane przebiegi zostaly pokazane na rysunkach
1-9. Rysunki 1, 2 dotycza algorytmu sterowania odpowiadajgcego algorytmowi
Istroma. Rysunek 1 przedstawia przebiegi wariancji wyjscia dla asymptotycznej
i optymalnej wersji algorytmu. Mozna zauwazy¢ wyrazny, dbugi stan nieustalony
dla algorytmu asymptotycznego, natomiast algorytm optymalny pozwala osiggnac
stan ustalony natychmiast. W tym przypadku stany nieustalone wariancji wyjscia
zwigzane sa z szybkoscig zanikania do zera macierzy kowariancji biedu filtra-
cji. Dla algorytmu optymalnego jest to okresSlone przez rekurencyjne réwnanie
Riccatiego, ktorego korzystne whkasnosci zbieznosci sg znane. Natomiast dla
algorytmu asymptotycznego macierz kowariancji bledu Filtracji jest okreslona
rekurencyjnym réwnaniem Lapunowa i zbieznosS¢ jest zdeterminowana przez pier-
wiastki wielomianu C(z). Dla algorytmu JstrOma o przebiegach w stanach
przejsciowych decyduja pierwiastki wielomianéw B(z) i1 C(2). Wpkyw pierwiastkow
wielomianu B(z) ujawnia sie w przebiegach wariancji sterowania pokazanych na
rysunku 2. Przebieg wariancji sterowania dla algorytmu asymptotycznego przed-
stawia rysunek 2a. Wystepuja bardzo silne oscylacje i wartos¢ maksymalna
wariancji sterowania jest bardzo duza. Podstawowg czestotliwosS¢ oscylacji
mozna wyliczy¢ teoretycznie pamietajac, ze pierwiastki wielomianu B(2)
Wynosza:

= 0.98-e di)

4
bl,2

Wynika stad, ze przebieg sterowania posiada skkadowg :
uj = a(i)-sin(-i + @ (12)

Po podniesieniu do kwadratu daje to okres podstawowy n=9. Taka whkasnie
wartos¢ mozna zaobserwowa¢ na rysunku 2a. Zanikanie oscylacji zwigzane Jest
z modudem pierwiastkow wielomianu B(z) oraz z rekurencyjnym réwnaniem Lapuno-
wa, okreslajacym macierz kowariancji® bledu Filtracji. Dla algorytmu optymal-
nego, poniewaz macierz kowariancji bledu filtracji (okreslona réwnaniem
Riccatiego) =zanika znacznie szybciej, wariancja sterowania przyjmuje znacznie
mniejsze wartosci, co wida¢ na rysunku 2b. Rysunek 2c przedstawia przebieg
wariancji sterowania w innej skali, dzieki czemu mozna sprawdzi¢, ze wystepuja
tu takze oscylacje zwigzane z pierwiastkami wielomianu B(2).
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Wariancja wyjscia : alyoryt-H optywalny
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wartos¢ waksynalna : 28.1430
wartosc ustalona : 1.0824

Rys.3. Przebiegi wariancji wyjscia dla pierwszego obiektu dla wskaznika
jJakosci z wagg przy kosztach sterowania X = 0, 1
Fig.3. Output variance fot the first plant, with the performance index inclu-
ding control cost with factor X = 0,1
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Wariancja sterowania : alyorytw asynptotyczny
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Wariancja sterowania : alyorytn optywalny
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Wariancja sterowania : alyorytw optywalny
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Rys.4. Przebiegi wariancji sterowania dla pierwszego obiektu dla wskaznika
jakosci z waga przy kosztach sterowania X = 0,1
Fig- 4. Control variance for the first plant, with the performance index
including control cost with factor X -0,1
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wartos¢ naksynalna : 20.1430

wartos¢ ustalona : 10.6134

81

Rys.5. Przebiegi wariancji wyjscia dla pierwszego obiektu dla wskaznika

Jakosci z waga przy kosztach sterowania X = 20
Fig.5. Output variance for the first plant, with the performance
including control cost with factor A = 20

index
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Rys.6. Przebiegi wariancji sterowania dla pierwszego obiektu dla wskaznika
jJakosci z waga przy kosztach sterowania A = 20
Fig.6.Control variance for the first plant,with the performance index inclu-
ding control cost with factor A = 20
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Rys.7. Przebiegi wariancji wyjscia dla pierwszego obiektu dla wskaznika

Jakosci z 200-krokowym przesuwnym horyzontem z wagg przy kosztach
sterowania A = 0,1

Fig.7.0utput variance for the first plant, the performance index with

200-steps moving horizon including control cost with factor A = 0,1
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sterowania dla pierwszego obiektu dla wskaznika

Jakosci z 200-krokowyra przesuwnym horyzontem z wagg przy kosztach

Fig.8. Control variance
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for the Tfirst plant, the performance

index with

200-steps moving horizon including control cost with factor A = 0,1
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Rys.9. Przebiegi wariancji wyjscia dla obiektu z opéznieniem réwnym 4 okresom

probkowania dla wskaznika jakosci z waga przy kosztach sterowania X = 0.1

Fig.9.0utput variance for the plant,with delay of 4 steps., the performance
index including control cost with factor X = 0,1

Rysunki 3 - 9 prezentujg przebiegi wariancji wyjscia i1 sterowania dla

Wspbolnag cechg wszystkich tych rysunkéow jest

innych wersji wskaznika jakosci.
wynikajaca

znacznie szybsza zbieznos¢ przebiegow dla algorytméw optymalnych,
z korzystnych wkasnosci rownania Riccatiego w poréwnaniu z réwnaniem Lapuno-
va. Na rysunkach 3 1 4 przedstawiony jest przypadek wprowadzenia do wskaznika
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Jakosci kosztow sterowania z niewielkg waga ( A=0.1 ). Na rysunku 3 pokazano
przebiegi wariancji wyjscia dla asymptotycznej i optymalnej wersji algorytmu.
W przypadku algorytmu asymptotycznego na ksztaft przebiegéw nieustalonych
wphywaja, podobnie jak poprzednio, pierwiastki wielomianu C(z). Poza tym poja-
wia sie wpdyw drugiego czynnika rdownania charakterystycznego, ktory dla tego
przypadku dany jest wzorem :

AA®@ + zkbB@j =0 (€K))

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje sie pierwiastki

+id
Z1 2 = °*794% 114)

gdzie ¢ - Nastgpido wiec, w porownaniu z poprzednim przypadkiem, zmniejsze-
nie modubu a faza pozostata praktycznie niezmieniona. Wpkyw tego czynnika ma
przebiegi wariancji wyjscia jest jednak niewielki ze wzgledu na maka wartosc
A. Nieco mniejsze wartosci wariancji wyjscia w stanach przejsciowych okupione
zostaty wiekszg wartoscig w stanie ustalonym ( dla A=0 wynosida ona 1, dla
A=0. 1 wynosi 1.082 ). Rysunek 4 przedstawia przebieg wariancji sterowania dla
tego przypadku. Wartos¢ maksymalna jest ponad dwukrotnie mniejsza niz dla AQ.
Rowniez wartos¢ ustalona jest znacznie mniejsza. Dla algorytmu asymptotycznego
wystepuje +*aczny wpbyw pierwiastkow wielomianu C(z) oraz pierwiastkéow danych
wzorem (14). Dla algorytmu optymalnego pierwiastki dane wzorem (14) wwoluja
przeregulowania, co widoczne jest po powiekszeniu wykresu.

Wpdyw zwiekszania wagi A pokazany jest na rysunkach 5 i 6 ( A=20 ). Dla
tego przypadku otrzymuje sie pierwiastki

zy = 0.907 , z, = -0.81 (¢5))

Przebieg wariancji wyjscia ( rysunek 5 ) jest prawie identyczny dla algorytmu
asymptotycznego i optymalnego. Krotki stan nieustalony jest zwigzany z bardzo
duzg wartoscig w stanie ustalonym. Przebieg wariancji sterowania dla algorytmu
asymptotycznego (rysunek 6a) obrazuje wpbyw ujemnego pierwiastka 2
z rownania (15). Zwracajg uwage bardzo male, w poréwnaniu z poprzednimi przy-
padkami, wartosci wariancji sterowania (zwigzane z duzga wagg A)- Rysunki 7
i 8 przedstawiaja zachowanie sie ukdadu dla przypadku, gdy wskaznik jakosci,
zawiera sume wariancji wyjscia 1 sterowania liczong w horyzoncie N krokéw od
chwili biezacej (wskaznik z N-krokowym przesuwnym horyzontem [5], [6])-
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Przyjecie N=200 oznacza, ze w praktyce rozpatruje sie sterowanie z horyzontem
nieskoriczonym. Niewielka wartos¢ A=0.1 ma zapewni¢ malg wartos¢ wariancji
wyjscia w stanie ustalonym. Jak wida¢, poprawa wkasnosci algorytmu asympto-
tycznego w stosunku do przypadkéw rozpatrywanych poprzednio jest niewielka,
natomiast algorytm optymalny jest wyraznie lepszy od asymptotycznego. Wresz-
cie rysunek 9 pokazuje wpkyw opdznienia w torze sterowania na jakosc¢
przebiegbw. Dla przypadku tego przyjeto k=4, A=0.1, N=0. Jak wida¢, stany
przejsciowe sg podobne do wystepujacych na rysunku 3, natomiast wartos¢ usta-
lona jest znacznie wigksza, gdyz zakdocenia pojawiajace sie w przedziale czasu

rownym opoznieniu nie mogg zosta¢ skompensowane.
3. Drugi obiekt

Dla drugiego obiektu przyjeto nastepujace postaci wielomianéw :

A(@) =z (z0.91)(z+0.9) 6
BZ) = (z-0.96)(z-0.96) an
C@) = z (2-0.92-j-0.33)(z-0.92+j-0.33) =
r g
= ZX(@z-0.98-e )(z-0.98 ) Ier))

Dla k=l odpowiada temu réwnanie stanu :

r0.01 1.0 0.0 * 1.0 - -1.83"
X4 = 0.8200 1.0 x + -1.92 ug+ o LT7 9

0.0 0.0 0.0 0.92 0.0

il.o 0.0 0.0 v (20)

Yy, = i
Przyjeto wariancje zak#dcenia V( <=l. Badano zachowanie sie tego obiektu dla
roznych wartosci opoéznienia Kk oraz dla réoznych algorytmow sterowania mini-
malno-wariancyjnego. Niektére wybrane przebiegi wariancji wyjscia i sterowania
zostaly pokazane na rysunkach 10 - 17. Poniewaz pierwiastki wielomianu C(z) sa
zespolone, wiec dla dowolnego z algorytméw asymptotycznych wystepuja oscyla-
cje. Wynika to z warunkéw stabilnosci dla algorytméw asymptotycznych wyprowa-
dzonych w pracy [7], Jednym z czynnikdéw rownania charakterystycznego jest zaw-
sze wielomian C(z). Natomiast dla algorytmow optymalnych oscylacje nie
wystepuja, gdyz w tym przypadku macierz kowariancji bledu oceny stanu zmienia
sie zgodnie z rekurencyjnym rownaniem Riccatiego.
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Rys. 10. Przebiegi wariancji wyjscia dla drugiego obiektu dla wskaznika
Jakosci bez kosztéw sterowania
Fig.10. Output variance for the second plant with the performance index not
including control cost
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Wariancja sterowania : alyorytn optynalny
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Rys. 11. Przebiegi wariancji sterowania dla drugiego obiektu dla wskaznika
jakosci bez kosztow sterowania
Fig-11. Control variance for the second plant with the performance index not
including control cost



90 A. Ordys

wartosc naksyhialna : 19.7089
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Rys.12. Przebiegi wariancji wyjscia dla drugiego obiektu dla wskaznika
jJakosci z wagg przy kosztach sterowania A = 0,3
Fig.12. Output variance for the seeond plant with the performance index
including control cost with factor A = 0,3



Przebiegi w stanach przejsciowych.

Wariancja sterowania : alyorytn optynalny
100.

wartosé naksYnalna
wartod¢ ustalona

Wariancja sterowania : alyorytn optynalny

wartosé Maks¥walna
wartosé ustalona

~u1

10.5433
2.7160

Rys,13. Przebiegi wariancji sterowania dla drugiego obiektu dla wskaznika

jakosci z waga przy kosztach sterowania x = 0,3
fig-13. Control variance for the second plant with the performance
including control cost with factor x = 0,3

index
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3 Wariancja wyjscia < alyoryt-M optynalny
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Rys.14. Przebiegi wariancji wyjscia dla drugiego obiektu dla wskaznika
Jakosci z 1-krokowym przesuwnym horyzontem z waga przy kosztach
sterowania A = 0,3
Fig.14. Output variance for the second plant the performance index with
200-steps moving horizon including control cost with factor = A = 0,1
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[iunawjllunm >m m utfihnm gnnm #jim m u jhunn<hi!
wartos¢ naksyHalna : 7.5870
wartosc¢ ustalona 1.6485

Rys.15. Przebiegi wariancji sterowania dla drugiego obiektu dla  wskaznika
Jakosci z 1-krokowym przesuwnym horyzontem z wagg przy kosztach
sterowania A = 0,3
Fig- 15. Control variance for the second plant, the performance index with
200-steps moving horizon including control cost with factor A = 0, 1
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Wariancja wyjscia : algoryt« asauptotyczny
Frrrrvizitizrrrrtrreitnl
10.
wartbsc Maksynalna : 2Q.
wartos¢ ustalona : 883%%

Wariancja wyjscia : alyorytM optynalny
ERRCARED Hn
10.

[

wartosc naksyhtalna : 19. 9
wartosc ustaylona 4 8%8%4

Rys.16. Przebiegi wariancji wyjscia dla obiektu z op6znieniem réwnym 4
okresom probkowania dla wskaznika jakosci bez kosztéw sterowania
Fig.16. Output varaince for the plant with delay of 4 steps, the performance
index not including control cost
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Rys. 17. Przebiegi wariancji sterowania dla obiektu z oproéznieniem réwnym 4
okresom probkowania dla wskaznika jakosci bez kosztow sterowania
fig. 17. Control variance for the plant with delay of 4 steps, the performance
index not including control cost
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Na rysunkach 10 1 11 przedstawiono przebiegi wariancji wyjscia i sterowa-
nia dla przypadku, gdy wskaznik jakosci zawiera tylko wariancjg wyjscia ( al-
gorytm Astroma ) a opdéznienie w obiekcie wynosi k=l. Jak wida¢, algorytm op-
tymalny daje znacznie korzystniejsze przebiegi w stanach przejsciowych zaréwno
wariancji wyjscia, jak i sterowania. O przebiegach wariancji wyjscia decyduje
posta¢ rownania rekurencyjnego wyznaczania oceny stanu. Natomiast na przebiegi
wariancji sterowania wplywaja oprocz tego pierwiastki wielomianu B(2). Wpkyw
ten jest zwhaszcza widoczny na rysunku lic, ktéry przedstawia w powigkszenlu
przebieg wariancji sterowania dla algorytmu optymalnego. Wprowadzenie do
wskaznika jakosci kosztéw sterowania ( nawet z niewielkga wagg : A=0.3 ) powo-
duje wyrazne zmniejszenie oscylacji dla algorytmu asymptotycznego. Zwieksza
sie natomiast warto$¢ wariancji wyjscia w stanie ustalonym - dla A=0 wynosi
ona 1.0, natomiast dla A=0.3 : 1.247. Przebiegi wariancji wyjscia dla tego
przypadku sa przedstawione na rysunku 12. Rysunek 13 pokazuje przebiegi wa-
riancji sterowania. Jak wida¢, wartosci wariancji sterowania sg znacznie
mniejsze niz dla A=0 (w stanie ustalonym ponad 10 razy ). Dla tego przypad-
ku w réwnaniu charakterystycznym wystepuje czynnik opisany wzorem (13).Po pod-
stawieniu danych liczbowych uzyskuje sie pierwiastki

z, =0.904 z =0.575 @

Te pierwiastki determinujg przebieg wariancji sterowania dla algorytmu opty-
malnego ( rysunekl3c ). Natomiast dla algorytmu asymptotycznego decydujace
znaczenie maja pierwiastki  wielomianu C(2). Dalsza redukcje stanow

przejsciowych mozna uzyskaC przyjmujac wskaznik jakosci z N-krokowym przesuw-
nym horyzontem. Obrazujg to rysunki 14 i 15, dla ktorych we wskazniku przyjeto
N=l. Wartos¢ A pozostata nie zmieniona (A0.3). Jak wida¢, w stosunku do

poprzednio rozpatrywanych przypadkéw, nastgpido znaczne zmniejszenie wariancji
sterowania i ograniczenie oscylacji wariancji wyjscia przy niewielkim wzroscie
wariancji  wyjscia w stanie ustalonym. Rysunki 16 1 17 pokazuja wphyw
opOznienia w torze sterowania na jakosS¢ regulacji. Przyjeto algorytm sterowa-
nia odpowiadajgcy wskaznikowi bez kosztéw sterowania - algorytm Astroma oraz
opdznienie w torze sterowania k=4. Uzyskuje sie bardzo duze wartosci wyjscia
i sterowania w stanie ustalonym. Dla algorytmu asymptotycznego bardzo silne 53
takze stany przejsciowe. Natomiast dla algorytmu optymalnego wariancja wyjscia
osigga stan ustalony w kilku krokach. Cechg wspdlng wszystkich przedstawionych
wykresow, dotyczacych drugiego obiektu, jest bardzo szybkie ustalanie sie wa-
riancji wyjscia dla algorytmu optymalnego. Swiadczy to o wyzszosci optymalnego
filtru Kalmana nad asymptotycznym dla tego przypadku.
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4. Inne przykdady

W celu zademonstrowania pewnych dodatkowych efektow wprowadzono trzeci
obiekt, dla ktorego wielomiany A(2)’ B(), C(2) majg postacC :

A(@) = z(z-0.95)(z+0.9D) (¢2)
B(2) = (z-0.96-j-0.26)(z-0.96+j-0.26) =
n u
= (2-0.99-e9 'y (z-0.99-¢ V1 @)
C(@ = z(z-0.71-j-0.24)(z-0.71+j-0.24) =
J— -J°—
= z(z-0.75-e 10)(z-0.75-e 10) @

Obiekt ten mozna opisa¢ nastepujacym réownaniem stanu

*0.04 1.0 0.0 * "1.0 " "_1.46"
Xgq= 0800 10 X+ -1.92 u;+ 1.8 @)

0.0 0.0 0.0 _ 0.9 0.0

1.0 0.0 00 v/ ©6)

yi = 1
Przyjeto, ze obiekt jest od chwili O sterowany za pomoca algorytmu, ktoéry
minimalizuje wskaznik jakosci

Ji=E iI Pﬁ+% +30—u%}] @n

Nastepnie, w 44 kroku algorytm zostat zmieniony. Nowy algorytm minimalizowat
wskaznik jakosci

J. = (€:3))

; °E

{
Przebieg wariancji wyjscia pokazany jest na rysunku 18. Jak wida¢, po zmianie
algorytmu wariancja wyjscia osigga skokowo wartos¢ ustalong, ktora jest réwna
1 Wystepuje to zardwno dla algorytmu asymptotycznego, jak i optymalnego. Wy-
Jasnienia tego zjawiska dostarcza analiza wzoru na wariancje wyjscia, ktory
obowigzuje dla wskaznika jakosci (28). Wzor zaczerpnieto z pracy [Z]
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E | yak | = dTAk 1( A-gdT )PF( A-gdT d+

+il+e2+ ... +ep, der (€))

Wariancja wyjscia skkada sie w tyra przypadku z czesci stalej, ktorg opisuje
druga linijka wzoru (29) oraz czesci zmiennej zaleznej od macierzy kowariancji
btedu oceny stanu - P.. Wczesniejsze dziakanie Filtru (przez 44 kroki) do-
prowadzito do wyzerowania tej macierzy zarowno dla algorytmu optymalnego, jak
i asymptotycznego. Stad skkadnik zmienny nie wystepuje. Rysunek 19 przedstawia
przebieg wariancji sterowania dla tego przypadku. Dla algorytmu
minimalizujgcego wskaznik jakosci (25) wariancja sterowania jest niewielka ze
wzgledu na duzg wartos¢ wagi ( A=30 ). Poniewaz ukfad jest stabilny, wiec po
zmianie algorytmu wariancja sterowania osiagnie nowg wartos¢ ustalona,
znacznie wiekszg niz poprzednio. Dochodzenie do tej nowej wartosci ustalonej
odbywa sie w sposOb oscylacyjny, czestotliwos¢ oscylacji zwigzana jest
z wartosciami pierwiastkow wielomianu B(2)-

Uzyskiwanie przez wariancje wyjscia wartosci ustalonej w  sposob skokowy
ma miejsce tylko wtedy, gdy dokonuje sie zmiany na algorytm sterowania odpo-
wiadajacy wskaznikowi  jakosci bez kosztow sterowania (algorytm Astroma).
Tylko wtedy bowiem obowigzuje wzéor (). Dla innych algorytméw musza wystapic
stany przejsciowe. Ponadto warunkiem skokowego osiggniecia wartosci ustalonej
przez wariancje wyjscia jest zanikniecie do zera macierzy kowariancji bledu
oceny stanu. Na rysunku 20 przedstawiono przebiegi wariancji wyjscia dla dru-
giego obiektu. Poczgtkowo sterowanie minimalizowato wskaznik jakosci postaci

(€Y)

gdzie A=20. W 44 kroku zmieniono wartos¢ A na A=0. Na podstawie rysunku
20 mozna by przypuszcza¢, ze do 44 kroku osiggnieto juz stan ustalony. Jed-
nakze okazuje sie, ze dla algorytmu asymptotycznego macierz kowariancji bledu
oceny stanu nie byka jeszcze rdowna zeru, co wywolalo gasngce oscylacje po
zmianie algorytmu. Dla algorytmu optymalnego filtr oceny stanu zbiega sie
znacznie szybciej.

Ostatni przedstawiony w tej pracy rysunek poréwnuje zachowanie dwéch o-
biektow, ktoére sa rownowazne w stanie ustalonym w sensie twierdzenia o repre-
zentacji. Twierdzenie o reprezentacji obowigzuje dla przypadku, gdy zakkécenie
dziatato dostatecznie dbugo w przeszbosci - wphkyw zakdoécenia na obiekt
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Wariancja wyjscia : alyorytM asynptotyczny
10.
wartos¢ naksynalna : 13.0388
wartos¢ ustalona : 1.0000
Wariancja wyjscia : algorytM optywalny
10.
wartos¢ waksyMalna 13.
Wartogg ustalona %888%

Rys.18. Przebiegi wariancji wyjscia dla trzeciego obiektu w przypadku zmiany
algorytmu w czasie trwania procesu. Agorytm wynikajacy ze wskaznika
uwzgledniajacego koszty sterowania zostat zmieniony na algorytm "Astroma
Fig.18. Output variance for the third plant when the performance index has
been changed during the process
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N Wariancja sterowania : alyorytM asyMptotuczny

Wari/Zancja sterowania : algoratn optawalna

10.

0
wartos¢ waksyMalna : 34.3761

Rys.19. Przebiegi wariancji sterowania dla trzeciego obiektu .w przypadku
zmiany algorytmu w czasie trwania procesu. Algorytm wynikajacy ze
wskaznika uwzgledniajgcego koszty sterowania zostatk zmieniony na

algorytm Astroma

Fig.19. Control variance for the third plant when the performance index hes

been changed during the process
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osiggnal stan ustalony przed zalaczeniem sterowania. Jesli jednak zatozy sie,
2z zakdocenie 1 sterowanie zaczynaja dziata¢ rdwnoczesnie, wéwczas w stanach
przejsciownych ukdady odpowiadajace dwu roznym reprezentacjom obiektu bedg miec¢
raze wariancje wyjscia i sterowania. Wybrano obiekt z nastepujacymi wielomia-
remi A(2), B(@), C(@)

A(@) = z(z-0.9)(z-0.9 GD
B@ = z(z-0.9) (€2
Ci®@ = z(z-0.2)(z-0.2 a=1 (€9))

Rownowazng, w stanie ustalonym reprezentacje mozna uzyska¢ przyjmujac inny wie-
Ianian C(2)

C2 @ = z(z-5)(z-5) < = 0.0014 (€]

Przyjeto, Ze sterowanie i zakldcenie zaczynajg dziataé rownoczesnie, przy czym

da jest macierz kowariancji stanu poczatkowego :

15 00
0 00 ()
0 00

Odpowiada temu nastepujgca macierz kowariancji warunku poczatkowego w opisie
wejsciowo-wyjsciowym :

1 0 ~0.81
R= 1 22 -0.81 13 gdzie 0 .2 @)
o .64

0.8l -0.81-0 0.6561

Przyjeto wskaznik jakosci z wartoscig A=5.0 1 z zerowg wartoscig N.
Porowmywano przebiegi dla algorytméw optymalnych, poniewaz dla obiektu z wie-
lanianem C(z) danym wzorem (34) algorytm asymptotyczny nie istnieje. Przebiegi
wariancji wyjscia przedstawiono na rysunku 21. Rysunek 2la dotyczy przypadku,
gl C(2) dane jest wzorem (33), natomiast 21b przypadku, gdy C(z) dane jest
wzorem  (34).Ksztakt przebiegébw jest podobny, natomiast widac roznice
wwartosciachmaksymalnych. Dla obydwu przebiegéw uzyskuje sie te samg wartos¢
wstalog, cojest zgodne z twierdzeniem o reprezentacji. W stanach
Przejscionych roznice siegaja 10/..
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Rys. 20. Przebiegi wariancji wyjscia dla drugiego obiektu w przypadku zmiay
algorytmu w czasie trwania procesu. Algorytm wynikajacy ze
wskaznika uwzgledniajacego koszty sterowania zostal zmieniony na

algorytm XstrSma

Fig.20. Output variance for the second plant when the performance index hes

been changed during the process
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wartos¢ ustalona 45.3162

Wariancja wyjscia algopytn optynalny

n
1 50. M

wartos¢ ttaksynalna 79.9
wartos¢ ustalona 45.2

Rys. 21. Porownanie przebiegéw wariancji wyjscia w stanach nieustalonych dla
dwoéch obiektéow, ktére sg réwnowazne w stanie ustalonym w sensie
twierdzenia o reprezentacji
Fig-21l. Comparison of output variances in transient states for two plants
which are equivalent iIn state in the sense of the representation theorem
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5. Podsumowanie

W pracy tej przedstawiono przykkady przebiegéw wariancji wyjscia i stero-
wania dla algorytméw asymptotycznych i optymalnych. Analizowano, jak wpkywaja
poszczeg6lne parametry opisu obiektu na ksztakt przebiegow, w tym zwkaszcza na
oscylacje. Okazuje sie, ze oscylacje wywokane zespolonymi pierwiastkami wielo-
mianu C(z) moga by¢ wyeliminowane poprzez zastosowanie algorytmu optymalnego.
Jesli pierwiastki zespolone wystepuja w innych wielomianach, to algorytm opty-
malny moze ograniczy¢ oscylacje dzieki szybszemu osiggnieciu stanu ustalonego.

Pokazano stan nieustalony wywolamy zmiang parametrow regulatora w trakcie
trwania procesu. Jesli obiekt znajduje sie w stanie ustalonym, to przelaczenie
na regulator Astroma powoduje skokowe osiagniecie wartosci ustalonej wariancji

wyjscia. Dzieje sie to kosztem duzych zmian wariancji sterowania w stanie
przejsciowym.

Pokazano roéznice przebiegéw dla dwéch obiektéw, wywokang niespelnieniem
przez ich warunki poczatkowe zakozen koniecznych do stosowania twierdzenia
0 reprezentacji.

W wiekszosci z przedstawionych przyktadow obserwuje sie znacznie korzyst-
niejsze zachowanie algorytméw optymalnych w poréwnaniu z asymptotycznymi. Sta-
ny nieustSlone sg krotsze, oscylacje - silnie wythumione. W niektoérych
przyk#adach wkasnosci obu algorytméw sg podobne. Natomiast nie udato sie zna-
lez¢ przykkadu, dla ktorego algorytm asymptotyczny bytby lepszy od optymal-
nego-
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Abstract

In the paper certain examples of transient states for minimum-
varlance control processes are presented. The transient states are expressed
as changes in the time of plant input and output variances. Two kinds of con-
trol algorithms are considered. The first based on the Kalman optimal filte-
ring theory involves a time varying algorithm. The second, which is equivalent
to the common input-output approach, is a stationary asymptotic version of the
first algorithm obtained when time tends to infinity. On many Tfigures, the
influence of plant parameters and regulator parameters on transient states is
shown for both optimal and asymptotic algorithms. Certain conclusions are pre-
sented among which the most general is that optimal algorithms are less sensi-
tive In transient states than asymptotic algorithms.



