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SYNTEZA PRAWA STEROWANIA W WARUNKACH NIEPEWNOSCI
OGRANICZONEJ PRZYPADEK NIECENTROWANEGO ZBIORU t

Streszczenie. W pracy przedstawiono synteze praw sterowania w wa-
runkach niepewnosci dla skoriczonego horyzontu H= {1,...,N}, linio-
wych réwnan stanu i wyjscia, kwadratowego wskaznika jakosci (przypa-
dek LQ) oraz niepewnosci o modelu ograniczonym. W modelu tym mo-
zliwe warunki poczatkowe oraz ciagi zak#d6cen w réwnaniu stanu i cig-
gi btedéw pomiarowych w réwnaniu wyjscia okresla #gcznie dany ogra-
niczony zbidr T spedniajacy dodatkowe warunki symetrii upraszczajace
posta¢ rozwigzania. Poszukiwane prawo sterowania jest z zatozenia
funkcjg informacji pomiarowej o strukturze "nested” i1 minimalizuje
sume wazong drugich momentéw centralnych zbioru bedacego obrazem
zbioru T w przestrzeni zmiennych xh un u. Wprowadzajac

pojecie zbioréw informacyjnych i wykorzystujac ich wzajemnie _jedno-
znaczne odwzorowania sprowadzono sformutowane zadanie syntezy do
schematu programowania dynamicznego z rozwigzywanymi na poszczegol-
nych etapach zadaniami minimalizacji parametrycznej. Otrzymane w wy-
niku optymalne prawo sterowania jest dla kazdej chwili przyjetego
horyzontu sterowania liniowg funkcja unormowanej calki wektora stanu
w tej chwili po odpowiednim warunkowym zbiorze informacyjnym. Poka-
zuje sie, ze jezeli warunkowy zbidér informacyjny posiada symetrie
Srodkowg to unormowang catke wektora stanu po tym zbiorze mozna
zastgpi¢ unormowang calka wektora stanu po warunkowym zbiorze standw
mozliwych w rozpatrywanej chwili, czyli Srodkiem ciezkosci tego zbio-
ru. Zbiér ten jest rzutem ortogonalnym warunkowego zbioru informacyj-
nego na podprzestrzen zmiennych stanu.

CGONTROL STRATEGIES DESING IN THE PRESENCE OF BOUNDED UNCERTAINTY.
WE CASE OF CENTERED SET T <

Summary. In the paper the control strategies desing in the prese-
nce of uncertainty for finite horizon H = {1,..., N>, linear state and
output equations, quadratic performance index (LQ case) and unknown
but bounded disturbances is presented. The optimal control strategies
received is in each stage of the control horizon a linear function of
the normed integral over the given conditional information set. If the
conditional information set possesses a central symmetry then the nor-
mal integral of the state vector over this set can be substituted by
the normal integral of the state vector over the conditional set of
feasible states.



216 K. Wojciechowski

CHHTE3 3AKOHA YHPABJIEHH5 B yCnOBH3X OFPAHH4EHHOSI

HEONPEfIE/TEHHOCTH. CJiyWAfl IiEHTPHPOBAHHOrO MHO)KECTBA TT

Pe3ioMe

B pa6oTe npencTaBnea cHHTea aaicoHoa ynpaBneHHH b ycnoBHSXx
HeonpepeneHHOCTH ana KOHeiHoro ropHaoHTa [H = <1 , N>,
nHHeftHMX ypaBHeHHfl coctoshha h Btixona, icBanpaTHoro noKaaaTens
KanecTea h HeonpeaeneHHOCTB C orpaHHieHHo0S Monenfo. OnTHManbHLIB
3axoH ynpaBneHHa ana Kasinoro MoneHTa npHHHToro ropaaoHTa
ynpaBneHHH aBnseTcs nHHedAHofi (JjyHKmieft HOpMHpoBaHHoro HHTerpana
BeKTopa coctohhhh hjih sToro MOMeHTa BpeneHH Ha cootbeTCTByiomeM
ycnoBHOM HHc|x5pKauHOHHOM MHO*ecTBe. floKa3HBaerca, hto ecnH
ycnOBHoe HHt*pMauHOHHoe MHOncecTBO «neeT wueHTpanbHyio CHMMeTpmo,
TO BMeCTO HOpMHpOBaHHOPO HHTerpana BeKTopa COCTOHHHH Ha OTOM
MHostecTBe hoikho HcnonbaoBaTfa HopMHpoBaHHM® HHTerpan BeKTopa
COCTOHHHH Ha yCHOBHOM KHOaeCTBe COCTOHHHTt BO3MOXHHX B

paccMOTpHBaeMwft MOMeHT BpeneHH.

1. Wprowadzenie

Wyniki uzyskane dotychczas w problemie syntezy prawa sterowania w
warunkach niepewnosci dotycza g#béwnie problemu liniowo-kwadratowego (@Q)
przy niepewnosci o modelu losowym.

W sformutowaniu klasycznego liniowo-kwadratowego problemu sterowania
stochastycznie optymalnego zakltada sie, ze warunek poczgtkowy X oraz
addytywne zak#ocenia w», sa dla k=1,...,N wzajemnie niezaleznymi zmien-
nymi losowymi i dodatkowo warto$¢ Srednia w* wynosi zero dla k=l,.._,N.
Przyjmuje sie réwniez, ze dopuszczalne prawa sterowania posiadaja strukture
informacyjna typu 'nested. Przy powyzszych zatozeniach optymalne prawo
sterowania w chwili k jest liniowg funkcja oceny wektora stanu wyznaczonej
na podstawie informacji pomiarowej dostepnej w danej chwili k.

W ogélniejszych wersjach problemu LQ [1,9,10], dopuszcza sie dowlne
charakterystyki probabilistyczne zmiennych losowych x , w , v , k=l,..-,N
uzyskujac prawo sterowania w postaci liniowej funkcji oceny wektora stau
uzupednionej o skkadnik zwigzany z predykcja zakdéceh w réwnaniu stanu.

W pracy przyjeto tzw. ograniczony model niepewnosci [2-8,11,12]. W
modelu tym, dany w odpowiednio wymiarowej przestrzeni rzeczywistej, ograni-
czony zbidér ¥ okresla dgcznie mozliwe wartosci zmiennych x1°W
k=1,...,N. W przypadkach szczegélnych (zbiory elipsoidalne, wieloscienne)
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zbior | moze by¢ parametryzowany. W pracy odno$nie zbioru T oprécz natural-
nego zatozenia o jego catkowalnosci w sensie Lebesguea zaktada sie dodatko-
wo, ze spednia on pewne warunki symetrii pjrzy ktérych wyrazenia okreslajace
posta¢  sterowania optymalnego upraszczaja sie w sposéb istotny. W
w.tym kontekscie w pracy [8] niejawnie obowigzuje zalozenie, ze zbior
zbidr T jest iloczynem kartezjanskim zbioréw K , W, V k=1 N z ktérych
kazdy okresla mozliwe realizacje X1-Hk>vk-

Zaleta podejscia przyjetego w pracy Jjest jawne uwzglednienie
istniejacych ograniczen na realizacje oraz wyeliminowanie funkcji gestosci,
@ pozwolido na uzyskanie bardziej szczegétowych wynikéw.

Modelowi niepewnosci ograniczonej mozna przyporzadkowa¢ réwnowazne
aocele niepewnosci losowej. Najprostszy jest rozkdad réwnomierny na zbio-
rze T. Mozliwe sg rowniez inne rozktady spedniajace odpowiednie warunki sy-
metrii. Z tego wzgledu do rozwazan przedstawionych w pracy wprowadzono
liczbore czynniki normalizujace, co pozwala na odnoszenie uzyskanych wyni-
kov do rezultatéw problemu sterowania stochastycznie optymalnego.

W pracy do rozwigzania sformutowanego w p.2 problemu syntezy prawa
steronania, zastosowano oryginalng metode zbioréw informacyjnych. Wybrane
definicje i wkasnosci tych zbiordéw przedstawiono w Dodatku A. Podstawowy
wynik zawiera twierdzenie 1 zamieszczone w p.3 wraz z interpretacjg. Dowdd
tep twierdzenia przeniesiono do dodatku B.

Ogoélnie w Swietle Twierdzenia 1-postugiwanie sie technika przestrzeni
staru nie "jest efektywne, wymaga bowiem operowania wysokowymiarowym warunko-
wm zbiorem informacyjnym lub funkcjg wagowg. Twierdzenia 2 1 3 2z p.4
wyrézniaja przypadek szczegélny, w ktérym do okreslenia oceny stanu wystar-
czy warunkowy zbiér standw. Przypadek taki nazywa sie przypadkiem efektywnym
1ma miejsce jezeli rzut ortogonalny Srodka ciezkosci zbioru na wybrang
podprzestrzen jest réwny Srodkowi ciezkosci rzutu ortogonalnego zbioru na
& podprzestrzen. Przykdadowo wkasnos¢ taka zachodzi dla zbioréw elipsoidal-

rych.

2 Problem syntezy praw sterowania
21 Okre$lenia wstepne
Niech A oznacza zbiér Lliczb naturalnych. Jego ustalony podzbior

NI,...,N} nazywamy horyzontem sterowania. Cigg c:H->Rq oznaczamy

N ! N ! !
c=lc ,...,c ), tym samym symbolem c oznaczamy réwniez wektor [c ,...,c ]-
A, s

Podobnie oznaczamy c:(ci,...,c,k) oraz c :(vai""’CN) gdzie w obu

Przypadkach k s N.
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Ciggami wyréznionymi w rozpatrywanym problemie s3: stan poczatkowy
x:{1}Rn, trajektoria stanu x:!HU{N+I} Rn, pomiary z:H Rp, sterowania
uzH R*.

2.2. Sformutowanie problemu

Zaktadamy,ze:

i) dyskretny, stacjonarny ukdad dynamiczny podlegajacy sterowaniu w

horyzoncie H ma postac:

X =Ax +Bu +w
1 k k k

k+ (1)
z, =Cx &V,
gdzie keH=(l N}, X,y eRn, u keRl', Z -V SRp, AeRnxn, BeR1*” CeRpxn

oraz istnieje A ,

ii) wartosci zmiennych x , w , v dla k e Hnie sg znane, wiadomo jedynie,
Ze naleza do danego w przéstréenikzmiennych t=(x ,WN ,vN) ograniczonego i
mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru TcRd, gdzie d=n+nN+pN, oraz dla

kazdego kelH zachodzi

w drOk =0 (&)
X
ok
X M W, drOk =0 (©)
ok Zé(

gdzie (patrz dodatek Adef.A. 1) R ™ Jest obrazem zbioru T poprzez wzajemnie
jednoznaczne liniowe przeksztakcenie P, > zas Rok 1]ﬂ(}( (patrz dodatek A) jest
"'przekrojem- zbioru ROk ustalong wartoscia zg<. Macierz MeRT* w warunku
(1.3) jest dowolna, indeks "o informuje, ze zapis dotyczy ukdadu dynamicz-
nego, w ktoéorym dla kelH u a 0.
iii) struktura informacyjna jest typu “nested. Najprostszymi dopuszczal-
nymi prawami sterowania dla tej struktury s3:

w = ut (&%), keH (O]
iv) kryterium optymalnoscl ma postac:
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L ™ Xt Pl X1 ™ YU % Y ®
] I'dt O

X
Qk > 0, ®
PKH * 0, ©

V) zadanie syntezy polega na znalezieniudopuszczalnych prawsterowania
- *
uf(zk), keH,takich, Ze odpowiadajaca Im  wartosckryterium g jest

minimalna.

3. Synteza praw sterowania
3.1. Metoda syntezy

W pracy do rozwigzania problemu zastosowano oryginalng metoda zbioréw
informacyjnych. Polega ona na przeksztatceniu dla kazdego keH zbioru T
danego w przestrzeni zmiennych (*,wH,vN) w zbiér R> dany dla keH odpowie-
dnio w przestrzeniach zmiennych X ,w ,v ,z ). W wyniku zadanie minimali-
zacjl wzgladem funkcji u (zk), keH moze by¢ sprowadzone do zadania minima-
lizacjl wzgladem Wartoéc‘% tych funkcji, przy ustalonej wartosci zt, keH.
Dodatkowo przy spednieniu odpowiednich warunkéw symetrii zbioru R przy
ustalonej wartosci z informacja wystarczajaca dla sterowaniazawiera zbiér
badacy Jego rzutem na podprzestrzen zmiennych xtt

Ustalonej wartosci zk odpowiada warunkowy zbiér informacyjny RJizk.
Niezaleznos¢ "ksztaktu" tego zbioru od sterowan u - (patrz dodatek A )
jest podstawowg whasnoscig umozliwiajaca otrzymanie prawa sterowania w

postaci liniowej funkcji 'oceny" stanu.

3.2. Optymalne prawo sterowania
Podstawowy rezultat uzyskany przy zastosowaniu metody zbioréw informa-

cyjnych przedstawia nastgpujace
Twierdzenie 1. Jezeli spednione sg zatozenia 1)-Vv), tooptymalne prawo

sterowania dla kazdego keH okreslone jest zaleznosciami:
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K =P @
N*1 N»l
Dodatkowo
k-1-1
= - 14
X, o= X, Z B (14)
ok - Xok drok / dr (15)

Dowéd tw. 1 jest w swej strukturze podobny do dowodu twierdzenia o
sterowaniu stochastycznie optymalnym. W dowodzie tym wykorzystuje sie w
sposob istotny przeksztakcenia i whasnosci zbioréw informacyjnych, zamiesz-
czone w dodatku A. Wynik przedstawiony w twierdzeniu 1 jest ogdélny w tym
sensie, ze oprécz zaktozen wymienionych w ii) nie zaktada sie zadnych

ograniczen na zbiér T. W rezultacie wyznaczenie oceny X wymaga operowania
d

wysokowymlarowym zbiorem warunkowym R ]z cR , d =n+nN+p(N-k)  lub wprowa-
dzenia funkcji Wagowej 8k(z -x k) pojawiajacej sie po przeksztadceniu

wyrazenia na X

4. Efektywnos¢ techniki przestrzeni stanu
Pojecie efektywnosci techniki przestrzeni stanéw w syntezie prawa
sterowania wprowadzono w pracy [12). Méwimy, Ze technika taka Jest efektyw-

na jezeli zachodzi:

ok xokdrOk / drok = X, dxOk / dxok 16)

Roll 120 Rl X,

mOznacza to, ze w przypadku ogdlnym do wyznaczenia oceny X potrzebna

jest znajomos¢ pednego zbioru warunkowego R k|z podczas gdy w przypadku

efektywnym wystarczy znajomo$¢ zbioru bedacego rzutem ortogonalnym
zbioru R k]zk na podprzestrzen zmiennych X

Inaczej przypadek nazywa sie przypadkiem efektywnym jezeli rzut ortogo-

nalny Srodka ciezkosci zbioru R |z na podprzestrzeh zmiennych x jest

rowny  Srodkowi ciezkosci rzutu ortogonalnego =zbioru R |z na te
podprzestrzen. Przykkadowo, whasnos¢ taka zachodzi dla zbioréw elipsoidal-
nych.

Ustalenie warunkéw, przy ktérych zachodzi (16), jest przedmiotem dal-

szych rozwazan.
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4.1. Problem pomocniczy

Niech bedzie dany zbidér A={ (X, y): (X, y)eRn+l) oraz zdefiniujmy:1) zbioér
Vix = {y:(x,y)eA> bedacy przekrojem zbioru A ustalong wartoscig Xx, ii)
zbior X = "(A) = <x:(X,y)eA) bedacy rzutem ortogonalnym zbioru A na przes-
trzen zmiennych x.

Na podstawie twierdzenia o cakce iterowanej mamy:

J x dxdy=J x (J dy) dx =J xg(x) dx
A X VIx X

" dxdy= J (J dy)'dx =J g(x) dx
A X X[x X

gdzie g = dy jest interpretowana jako funkcja wagowa.

Vjx
Lemat 1. Jezeli S$rodkiem symetrii zbioru X jest punkt x i réwnoczesnie
dla kazdego xeX, g(x):g(ZxS -x) to

JxgxX) dx /7 J g dx =J xdx /J dx = x_

X X X X
Dovdd. Wprowadzajac zmienne Z=X-X_ umieszczamy poczatek nowego ukdadu

wsp6drzednych w punkcie x . Mamy:

J x g dx=j(z+x_)g(z+xs)dz=jzg(z+xs)dz+xsj g(z+xs)dz @
X z z z
J g dx =J g(z + x) dz ®
X z

gdzie zbidr Z jest symetryczny -wzgledem poczatku ukdadu 1 dla zezZ,
g(z+x )=g(-z+x ). Na tej podstawie:

| z g(z +xs) dz 20 (c)

Dzielac wyrazenie (@ przez () przy uwzglednieniu warunku (C) otrzy-

mujemy X . ROwnoczesnie z warunku symetrii zbioru X wzgledem punktu x ,

J xdx /J dx = xg, co konczy dowdd.

X X
Lemat 1 okresla jakie warunki spelnia¢ muszg zbiér X i funkcja
wagowa g(x)- Interesujace jest okreslenie wystarczajacych warunkéw dla

Zbioru A. Dotyczy tego

symetrii zbioru X jest punkt x oraz dla kazdego xeX, g()=g(2x -X).
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Dowéd. Pierwsza czes¢ lematu wynika bezposrednio z definicji symetrii
Srodkowej i rzutu ortogonalnego zbioru fi na podprzestrzen zmiennych x. Dla
uzasadnienia drugiej czesci lematu wystarczy zauwazyC, ze ze wzgledu na
symetrie zbioru A miary zbioréw Y|x, Y|(2xs—x) sa rowne.

Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze jezeli zbidér fi posiada symetrie
Srodkowg, to przy wyznaczaniu Srodka ciezkosci jego rzutu X na podprze-

strzen zmiennych X, funkcja wagowa g(x) moze by¢ pominieta.

4.2. Warunki efektywnos$ci techniki przestrzeni stanu

Obecnie mozemy sformutowa¢ warunki, przy ktérych zachodzi zalezno$é
(16). Precyzuje je
Twierdzenie 2. Niech dla kazdego keH bedzie okreslone x jak w tw. 1 oraz

funkcja

dqu VN

i K >
Ox- 20 _Xobz

k
ok Zo 'Xok

Jezeli:
i) dla kazdego z*gP =N k(Rol) i kazdego xokeX0k=nkaG?0kllz*0) istnieje

- . k k
ustalone X, takie, ze: 9, (z0 X ):gk (z0 22X =X k),

S o]

Do =T g /X,

X X
ok ok

to X
ok

Dowdd. BezposSrednie zastosowanie lematu 1

Twierdzenie 3. Jezeli dla kazdego zcl)<ePk=nk(R0k) zbior warunkowy R0k1|4.<

posiada symetrie Srodkowg wzgledem punktu [x w ,v ], to réwniez zbidr
kMoK (Roszg) posiada symetrie S$Srodkowg wzgledem punktu X, > @ funkcja
9, (z0 ,xok) spednia warunek 1) z twierdzenia 1

Dow6d. Zastosowanie lematu 2.

Warunki efektywnosci techniki przestrzeni stanu przedstawione w tw.3
sg silne. Przykkadowo, warunki te sg speknione jezeli zbidér T jest zbiorem
elipsoidalnym. Wtedy bowiem zbiory Rok, RokJZO< sa rowniez elipsoidalne i

ie
dla zbioru -Rok Iz0 spednione sa warunki symetrii. Kontynuujac przyktad
zauwazmy, ze jezeli zbior T jest wielosSclanem o symetrii Srodkowej (p-
kostka), to symetrie Srodkowg posiada réwniez zbiér R, jednak nie posia-

da Jej Juz zbiér warunkowy R Jz .
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5. Podsumowanie

Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy prawa sterowania w
warunkach  niepewnosci ograniczonej oparta na przeksztakceniach i
wkasnosciach zbioréw informacyjnych pozwala na uzyskanie wynikéw pojeciowo
réownowaznych uzyskanych w teorii sterowania stochastycznie optymalnego
1, 101,

Przedstawiona metoda z uwzglednieniem dodatkéw A, B, jest kompletna,
definicje i wkasnosci zbioréw informacyjnych 4acznie z twierdzeniami 1-3 i
ich dowodami tworzg calosS€. Jednoczesnie posta¢ uzyskanych wynikéw jest
prosta, co pozwala na ich bezposrednig implementacje numeryczng.

Wyniki przedstawione w pracy uporzadkowane sa hierarchicznie. Najbar-
dziej ogélny jest wynik przedstawiony w twierdzeniu 1. Wymaga sie w nim
jedynie by zbiér 7 charakteryzujacy mozliwe wartosci zmiennych niepewnych
byt mierzalny w sensie Lebesgue’a. W twierdzeniach 2. 3 podaje sie
posrednio warunki, jakie powinien spednia¢ zbidér T, aby problem wyznaczania
Srodka ciezkosci zbioru ROk -IZ(I)( mozna by#o zredukowa¢ do problemu wyznacza-

nia Srodka ciezkosci warunkowego zbioru stanéw.

LITERATURA

[11 Akashi H., Nose K. : On certainty equivalence in stochastic optimal
control. Int. J. Control, 21(1975), pp- 875-863.

[21 Barinish B.R. , Sankaran J. : The propagation of parametric uncertainty
via polytopes, IEEE Trans. Automatic Control, AC-25(1979), pp- 346-349.

[3] Bertsekas D.P.: Control of uncertain systems with a set-membership
description of the uncertainty, Ph.D. dissertation. Dept. Elec. Eng.,
MiT, Cambridge, 1971.

(41 Clement T., CGentil S.: Reformulation of parameter identyfication with
unknown-but-bounded errors, Mathematics and Computers in Simulation,
30(1988), pp. 257-270.

[5 Fogel E., Huang Y.F.: On the value of information in system
identification-bounded noise case, Automatica, 18(1982), pp- 229-238.
[6J Glover J.D., Schweppe F.C.: Control of linear dynamic systems with set

constrained disturbances. IEEE Trans. Automatic Control, AC-16(1971),
pp. 411-423.
[71 Kurzhanskii A.B.: “Control and Observation under Conditions of

Uncertainty', Hauka, Moskow, 1977.



224 K. Wojciechowski

(] Schweppe F.C.: "Uk#ady dynamiczne w warunkach losowych™, WNT, Warszawa
1978.

[®(1 Tse E., Bar-Shalom Y. : Generalized certainty equivalence and dual
effect in stochastic control, IEEE Trans.Automatic Control,AC-20(1975),
pp. 817-S19.

[10] Uchida K., Shimemura E. : Optimal control of linear stochastic system
with quadratic criterion under classical information structure - On
certainty equivalence -, Trans. SCiE. 12(1976), pp- 89-95.

[11] Uojciechowski K.W.: Recursive measurement data Tfiltration with
uncertainty described by convex polyhedra, Syst. Anal. Model. Simul.
4(1987), pp. 557-560.

[12] Wojciechowski fCW.: Efektywnos¢ syntezy praua sterowania technika
przestrzeni stanu dla zbiorowego modelu niepewnosci, Konf. RP. 1.02,

Kazimierz Rolny 1988.
Recenzent: Doc..dr hab.inz. Wojciech Mitkowski
Wptyneto do Redakcji 20.01.1991r.
DODATEK A

A. 1. Odv/zorowanif\ i zbiory informacyjne

Niech bedzie dany ukd#ad dynamiczny w postaci:
/

xk+1 :A)$<+Buk+wk;xl 1
. (A- -i)

z =Cx +vVv

k k k
gdziez x weR . ueR , z~.~sR”, peR™ . BeR . CeR" oraz istrieje
A 1. W przypadku szczegélnym dla u™ a 0, kelH stosujemy zapis:

Ko = PG T WX (A 2)

z =Cx +v

ok ok k

Definicja A. 1.0kreslone dla kazdego kelH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
Py przeksztakcajace dany zbidér TcRd w zbidr

Rok L ™ = {(rok ’Z(I)():(rok ’Zé():pok (Sk -V )I(Sk -MK)GI>cRd
nazywamy swobodnym odwzorowaniem informacyjnym.
Twierdzenie A. 1.Jezeli uk#ad dynamiczny ma posta¢ (A-2) to dla kazdego kelH
odwzorowanie Pac jest _liniowe i ma postac:



Synteza prawa sterowania. 225

* n r
L ~ s v Gp 0 S
= PlSieV - K
ZOk Hp 1 . \
gazie r, = (xd(,w Vo), S = (xl,w 7 )
rf, ?12
G ~ 1 = P .-
Pc 1 Hp 41 Po
Pll =A™l P12 = Ak-° ... 1 0 ... O
k-macierzy 13k macierz
» 0 0-
'C
P = P =
i1 -k i 42
CA
1’2 ...C O ... O
k kolumn N-k kolumn

macierzowych macierzowych

Dowdd. Prawdziwos¢ twierdzenia wynika z zaleznosci:
k-1
X :AW&_+QAELM
o* i L 1

2. =CCA ACAJLIWD <, Al

zapisanych w postaci macierzowej.
Twierdzenie A.2. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (A.2), to dla kazdego kelH

zachodzi :
|det 3 j = |det A
Pov
gdzie
"ok *k
! a Kk
Nk =9 “ok v
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Dowdd. Macierz Jacobiego odwzorowania p N jest tozsama z macierzg (Tw.A.D
okreslajaca to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest réwny wyznaczni-

kowi macierzy P11 = Ak "

Definicja A.2. Niech dla kazdago kelH bedzie dany zbiér Rdk o elementach
(rOk ,z(l)<). Dla ustalonego z(l)< zbior Rokizoc{(rOk ): (rOk ,zé<)eR0k} nazywamy

zbiorem  warunkowym zbioru 3Ok nrzy  warunku z - Zbioér POk =
= 1= - H
N ok _—{(zé<)_(rOk ,z(l)<)sROk } nazywamy rzutem prostopaddym zbioru ROk na

A i 16 “~ = - ~ ?
przestrzen zmiennych z(l)( Zbior 20klz {zok,_(zok,,z )e.ok,> nazywamy

warunkowym zbiorem obserwacji Z, dla danego ciagu obserwacji z

Definicja A. 3. Niech dla kazdego kelH bedzie dany zbiér warunkowy Rok]zo °

elementach rokz(xOk ,WNL,V"AK). Zbidr
i_k N N N\k ii_k
i'Z k (Rokllzo ):<(Xo I'rok_('<ok WV 3 EROK JZo}

nazywamy warunkowym zbiorem stanéw.

Definicja A.4. Okreslone dla kazdego kelH wzajemnie jednoznaczne i zalezne
od praw sterowania u”~zl), i=l,...,k-1 odwzorowanie przeksztatcajace dany

zbiér TcRd w zbidér

R Rt(m = |1(rk,,zk):, (rk,,zk) = Pk(SQ-’Vk)I(SQ’Vk)EfK

k

nazywamy wymuszonym odwzorowaniem informacyjnym

Twierdzenie A.3. Jezeli ukdad dynamiczny mg posta¢ (A.1) i dane sag prawa
sterowania u,(zl), i=I k-1 to dla kazdego keW odwzorowanie p~ okreslone

jest niejawnie postacig:

r . [ @D

k =
k z z
z [¢] P4

gdzie: (rOk _zg<) =P, (sk ,VK)

Pz )=) A Bur(z ]

PP @ )= P Czk1), 0..... 0
Nn+(N-p)p
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CBu (z1)

Dowdd. Wykorzystujac zaleznosé:

k-1
X :xd(+y A*l'Bui(zl

oraz zaleznosé:

J-i
2=z +CY AL! 1Bu (z!
J »L Y_- 1( )
dla j=2 k otrzymujemy po uporzadkowaniu do blokowego zapisu wektorowego

teza twierdzenia.

Uvaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania p, wymaga rozwikkania
zaleznosci z tw.A.3 wzgladem z*.

Twierdzenie A.4. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ CA. 1) to dla kazdego keH

i dowolnych funkcji u~z1l), i=I k-1 zachodzi:
|[det J | = |det J | = |det A*"1]
Hk ok
gdzie
/d jest macierzg Jacobiego odwzorowania p .
\' ma
Dowdd. Wprowadzajac pomocnicze odwzorowania mozna macierz Jacobiego
J przedstawi¢ w postaci J = J gdzie:
pk K ko M
/a la

Odwzorowanie u, okreslone jest niejawnie (por.tw. A.3) postacia:

k



228 K. Wojciechowski

S, "1 0r- S, ‘0

k Kk
K . 1 K PAGE )

Macierz Hp i funkcja wektorowa p4 (z ) sa okreslone jak w tw.A.1, tw.A.3.
-H 149p (z*-1)/3zk
Jlop, @1

Dla zatozonej struktury informacyjnej praw sterowania u”(z ),

1=1.... k-1 mamy:

3p4 (zr''1)/azk

Stad det JP—i =det J_ =1

K Py
Odwzorowanie okreslone jest niejawnie (por.-tw.A.3) postacia:
M B op [} es . PI z )
k k
z 0 1 z 0

Macierz GP jest okreslona w Tw.A. 1, funkcja wektorowa p1 @z )H)w Tw.A.3.

G 3 /3.
@

det JK = det Gp: det P11: det A

Ostatecznie det J = det J. det J = det A“! co konczy dowdd.
pk K> \
Pomijajac w Def.A. 2-A. 3 indeks "0 otrzymujemy definicje zbiorow R |z ,

Pk, Zk 1Iz“"l. KklZ\
Twierdzenie A.5. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢c (A.1), (A.2i to
D Rk =p, GkD R, Ik
if) 27Jzk = PjCzIrl) + Ik'zk

ok' o

PO i -1 _ Tkl * i k-1
iy % 1Zk = Py @) Loklzko
gdzie zé<=zk—p4 (zk 1), Tfunkcje wektorowe P, (zk D). P, (zk 1) sa okreslone jak

w Tw.A.3 za$
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k-i
P4k(zk 1) = C At Bui(2l)

1=1
Dowdd. Dla wykazania wkasnosci i) przypomnijmy, ze dla kazdego keH odwzoro-

wanie (Def.A.4) okreslone jest niejawnie postacia:
"k Yo P @)
+
k f_k-1k
2K % pa @ P

Zbiér warunkowy RJizk mozna wyznaczy¢ ustalajac wartosc¢ 2’ Jjuz w powyzszym
wyrazeniu. Poniewaz przy ustalonym zk réwniez ustalone jest 2z*'1 to
p"zk'1 D). P’\izk'l) sga wektorami liczbowymi, co prowadzi do shusznosci tezy.
Zauwazmy, ze W opisany powyzej sposOb nie mozna wyznaczy¢ zbioru Rk 1!sz
gdzie 1 £ 1 s k przy niezmienionej definicji zbioru R™ i funkcji wektoro-
wych P, (zk 1), P, (@K ). Wynika stad, ze przy ustalonym zkM dla Isl<k
nie jest ustalone z

Prawdziwos¢ ii) wynika z i) ki defEnicji zbioréw *ﬁkl'zf );E1|Zk jako
rzutéw ortogonalnych zbioréw RMNJz~N.Rjz na przestrzenie zmiennych x ,
X\, Rzutem wektora pi(zk’l)jest wektor pi(zk 1) (patrz tw.A. 3).

Dla uzasadnienia 1iii) zawazmy, ze dla kazdego kelH przy ustalonym
zk_l, p (zk_l) je_st wektorem liczbowym i bezposSrednio z réwnania obserwa-

. _ k-1
I 2720 Py @ -

DODATEK B

Dow6éd tw.1 jest w swej strukturze podobny do dowodu twierdzenia o
sterowaniu stochastycznie optymalnym w problemie LQ tj.:
i) pierwotny problem minimalizacji wzgledem funkcji (praw sterowania) prze-
ksztatca sie do problemu optymalizacji parametrycznej wzgledem wartosci
tych funkcji,
i) znajduje sie rozwigzanie jJednoetapowego problemu optymalizacji przy
zatozonej funkcyjnej postaci kryterium ,
iil) pokazuje sie prawdziwos¢ zatozonej postaci funkcyjnej réwniez dla
g 1 oraz niezalezno$¢ ''reszty” od wczesSniejszych wartosci sterowan.
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B.l. Przeksztatcenie do problemu optymalizacji parametrycznej
Przyjete kryterium optymalnosci zgodnie ze sformutowaniem ma postac:

N

| VA /\m 1k (Xk*J Y Jdt

W kazdej z caltek bedacych skkadnikami powyzszej sumy dokonujemy odpowied-
niej zmiany zmiennych polaczonej z odwzorowaniem zbioru T w zbiér @ - Na

podstawie t.A.4 =z ddatku A mamy:

- L
lk(xk+1.uk)arkdz (S )

gdzie a = JdetA *#1 m -
Dalej, korzystajac z twierdzenia o cakce iterowanej mozemy przeksztakcicé

B. 1) do postaci:
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1N (xNM Uy )drNdzN .- .dzl B-2
ZI ﬁ 1z"1 RN 1z
Ma podstawie @B.2) minimalizacja kryterium g wzgledem funkcji (z*),

keiH sprowadza sie do rekurencyjnoj minimalizacji wzgledem wartosci tych
funkcji odpowiednich sum czesciowych wystepujacych w prawej stronie

wyrazenia (B.2). Mamy:

= a}l min 1,
u
Ui z
7 1
~1 1
+\ ml:n b Ky 1 AN+
zix Kk 1
+agl min LGy v a9z dzp e dzj 6.3
Y N
N-1 N z
Z z k

Wyrazenie (B.3) konczy pierwszg faze dowodu poswiecong przeksztatceniu

problemu optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.

B.2. Jednoetapowy problem minimalizacji

Zakkadamy, ze wyrazenie:
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at min 1

,uddr dz ., dz
N NS+ 7N NN

G D
podlegajace w (B.3) minimalizacji wzgladem VI, przy uwzgiadnieniu, ze
1.(x i€> dodatnio okreslonymi formami kwadratowymi zmiennych

(X J>u » moze by¢ przedstawione w postaci

A = Ot + URAMAIN + 8 ®.5

gdzie e jest niezaleznge od u , oraz K 0.

ki

tatwo sprawdzi¢, zedla k=N jest to shuszne i w tym przypadku
KK+1 :lnjw >0 oraz &= 0 jest niezalezne od uN. Zatem dla indukcyjnego
dowodu shusznosci (B.5) dla kazdego keH wystarczy pokaza¢, ze zatozona
posta¢ (B.5) implikuje analogicznag posta¢ gk

Wyrazenie podlega minimalizacji parametrycznej wzgladem u . Forma
kwadratowa zmiennej u otrzymana w wyniku podstawienia za xE; réwnania
stanu jest dodatnio okresSlona, stad wartos¢ u , dla ktérej przyjmuje ona

minimum globalne, znajdujemy przyréwnujac do zera jej gradient wzgladem u -

Mamy kolejno:
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Mozna pokaza¢, ze na podstawie zatozen odnos$nie do zbioru T przyjetych w

sformutowaniu oraz zwigzkéw miedzy zbiorami T, Rk - ROk , zachodzi:

uB*K wdr, =0 (GAY)]

X;A'K w drk =0 @G-8)

Rzeczywiscie, na podstawie tw.A.5 z dodatku A mamy:

Wdrk wdr =0

Ro K IZ(‘)<

Podobnie

xkA Kkﬂwkdrk glA Kk+1 w dr

X" A"K wdr =0
ok k+1 k ok

R
ok

Zerowanie sie w (B.6) skkadnikéw (B.7), (B.8) zachodzace przy spednieniu
zatozen przyjetych w sformubowaniu problemu powoduje uproszczenie rozwazan
i wynikowych wzoréw okreslajacych prawa sterowania.

Obliczajac pochodng prawej strony (B.6) wzgledem u i przyréwnujac ja
do zera otrzymujemy:
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Stad
4 = =~ - - -9
up = ~Q + BK B 1B°K  Ax, G.9
. 10
x dr, G®. 10)
R 1z
= .11
by dr G- 1D
Rklz
- - 12
X =%/ b G. 12)

Podstawiajac (B-9) do (B.6) otrzymujemy:

aA OGA K i X XA K BB BY_IBTK g A +

+ x"(A' Kk+IB(Q+B' Kk+IB)—1B.Kl&I AXk+WI-(Kk+|Wk)drk+ek @B 13)
co konczy fazg dowodu nazwana Jednoetapowym problemem optymalizacji.- W
fazie tej wykorzystalismy zatozong posta¢ funkcji co pozwolito na

okreslenie optymalnego prawa sterowania uX(zk) (B-9) oraz odpowiadajacej

mu postaci (B-13).

B. 3. Wyznaczenie postaci funkcyjnej dla g

Odpowiednio do struktury wyrazenia (B.3) mamy:
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a9z, (B.19)

Poniewaz 1/~ (deutl) jest z zatozenia formg kwadratowg zmiennych xk>ukl -
to gtéwnym zadaniem jest przeksztakcenie drugiego sktadnika sumy do takiej

samej postaci jaka ma skfadnik pierwszy.
W tym celu podstawiamy w (B.13):
e ™ %™ X T X
Mk = A'Kk+1B(Q + B'Kk+1B)'VICk+1A
Mamy kolejno:
a3y - XA Ky = 2O PIMX
IRkiz IRkIz

R RO MGk R T WK AN e =

C2N% 2098 D™MX *+ Xk + -
Rk Iz

2048 IME + I MGE D WK gw dn +

Mg dn * KX M X dn +
Rk Iz Ry 1z

Wl'<Kk+1Wkdrk + ek

R, Iz

il

Oznaczajac
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xTATK  BQBTK  B)"BTK . AXdr

k k k+1

Q(Iz

otrzymujemy:
ad, kakxkdr + e,
Rk Iz
Lo = ATKg — K BQ FBTKBY TV, DA

Obecnie nalezy wykona¢ odpowiednio do (B.14) calkowanie pierwszej

wyrazenia @B. 16) wzgledem z* po zbiorze ZJzk7l
ﬂkdzk =a, kakxkdr
Zk Iz Z 1zl R, Iz*
_ o, -
+ a edz, =a’ kakxkdrk_I
Z)z Ry 1z
+ a e dz
vV 2
Oznaczajac
AP B &9z,
vV 2

otrzymujemy ostatecznie

K. Wojciechowski

G- 15

(B.16)

strony

(B.17)

(8.13)
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czyli

K = A" (K

K =P

N+I N+I

237

= Ke1BQ + B0 B) BBK 1 DA + Py

Otrzymana posta¢ (B.19) posiada takg samg strukturg jak (B.5).

Na zakonczenie tej fazy dowodu pokazemy,

k-1
zadnego ze sterowann u .

uwzglednieniem

Mamy =

W tym celu powréémy do wyrazenia

ze reszta e nie zalezyod

(B.15) z

(B-18), analizujac kolejno skkadniki sumy okreslajacej e

D ekdz’ skkadnik ten na podstawie tw.A.5 dod.A moze by¢ przeksztakcony

V oz
do postaci ekdzok, w ktérej zbiodr 2ok |zEJ nie zalezy od ukA, zas
Zok Izo
eM nie zalezy od u z zalozenia,
2) drugi ze skladnikéw przeksztalcamy nastepujaco
WkKk+IW dr dz 1det A1 WkKk+1Wkdrk 1
k1 k
Zk z Rk Iz Rk_1 Iz
= detA WkKk+1Wkdr acl
Ro k-1 Izo
co pozwala na stwierdzenie jego niezaleznosci od u ,
. . e s T T , N2
3 w ostatnim skdadniku réznica X hie zalezy od u” , stad na
podstawie tw.A.5 z dodatku A
kakxkdr dzk = xokkaokdr dz =
4 <
k-1 k k1
z z ki = ok 2K
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- x;k |1<XokdrOk dz

stad caty skladnik nie zalezy od uk_1

Czynniki & , a~ ™ maja wartosci liczbowe i nie zalezg od u
_ _ . k-1 . _
Ostatecznie nie zalezy od u ~, co kohczy ostatnig faze dowodu.

Dla dowodu zaleznosci

= Xy Y gl gy, 1(2-5’

Ok ok

ok "o ok Izo

wystarczy wykorzysta¢ okreslenie

a nastepnie na podstawie tw.A.5 z dodatku A podstawic

Rk |zk = P, (zk_1) + R0 |z(l)<

_ k=12
e = Xk Y By G5

gdzie
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Abstract

In the paper the control strategies deslng in the presence of uncertain-
ty for finite horizon H = linaer state and output equations, qua-
dratic performance index (LQ case) and unknown but bounded disturbances is
presented. In the model possible initial conditions and sequences of dist-
urbances in state equations and sequences of measurment noises in the out-
put equation defines jointly given bounded set | staisfying additional sym-
metry conditions simplifying the form of equation. The searched control
strategy 1is under assumtions a function of measurement information and
minimizes a weighted sum of central moments of the set being an image of
set T in he space of varibles Xy = Xegpr Up-- Uy By introduction of the
notion of information sets and by the use of their surjections the desing
problem is driven to the dynamical programming scheme with problems of pa-
rametric minimization solved in the particular stages. The optimal control
strategies received is iIn each stage of the control horizon a linear
function of the normed intergal of the state vector - in this stage with
respect to the given conditional information set. There has been proved
that 1f the condition information set possesses a central symmetry then
the normal integral of the state vector over this set can be substituted
by the normal integral of the state vector over the conditional set of
feasible states iIn the considerad moment thus the center of gravity of
this set. The set is an orthogonal projection of the conditional informa-

tion set onto the subspace of the state variable.



