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SYNTEZA STEROWANIA MINIMAX0WEG0 W WARUNKACH NIEPEWNOŚCI 

OGRANICZONEJ- ZBIORY INFORMACYJNE TYPU S

Streszczenie. W pracy przedstawiono efektywne rozwiązanie pewnego 
problemu syntezy minimaxowych praw sterowania w warunkach niepewności 
ograniczonej na podstawie modelu danego w konwencji zmiennych stanu. 
Pokazano, źe dla modelu liniowego, praw sterowania tworzących z nim 
zawierającą się strukturę informacyjną oraz wskaźnika jakości będą
cego maksymalną względem możliwych warunków początkowch agregatą
drugich momentów obrazu zbioru T|xi w przestrzeni ciągów sterowań i
stanów, optymalne prawo sterowania jest dla każdej chwili rozpatrywa
nego horyzontu sterowania liniową funkcją środka ciężkości warunkowe
go zbioru odpowiadającego optymalnej wartości Wyznaczenie
tej wartości wymaga rozwiązania pomocniczego zadania maksymalizacji 
parametrycznej.

MIN-MAX CONTROL STRATEGIES DESING IN THE PRESENCE OF ROUNDED 
UNCERTAINTY. INFORMATION SETS OF S-TYPE

Summary. In the paper has been proved that for control strategies 
creating with the model a nested information structure and the 
performance index being a maximal with respect to possible initial 
state Xj aggregate of second moments of the image of the T|^ the
optimal control law is in each moment of the considered control 
horizon a linear function of the center of gravity for »the condi
tional set S|xj which coincides with the optimal value x .
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1. Wprowadzenie

Model niepewności ograniczonej jest intuicyjnie najbardziej naturalny. W 

przypadku skalarnym oznacza on, że możliwe realizacje zmiennej niepewnej o 

takim właścnie modelu należą do danego zbioru. Struktura tego zboiru może 

być dowolna.

Piewrsze próby wykorzystania modelu niepewności ograniczonej można zna

leźć w pracach [3], [7], [15,16] dotyczących teorii sterowania. Stosuje się 

w nich określenia "unknown but bounded errors", "bounded noise", "set of 

possible states". W pracach [1], [2] również z zakresu teorii sterowania

wprowadzono nazwę "set-membership description of uncertainty". Model niepew

ności ograniczonej wykorzystywany był również wpracach [19-26],

W modelu niepewności ograniczonej przyjętym w pracy, dany w odpowiednio- 

wymiarowej przestrzeni rzeczywistej, ograniczony i całkowalny u sensie Le- 

besuge’a zbiór T określa łącznie możliwe wartości warunku początkowego oraz 

ciągów zakłóceń w równaniu stanu i równaniu pomiaru.

Do rozwiązania sformułowanego problemu syntezy sterowania minimaxowego 

zastosowano orginalną metodę zbiorów informacyjnych typu S, w powiązaniu z

własnością minimaxu, będącą konsekwencją istnienia punktu siodłowego.
N NDo celów pracy zbiór T dany w przestrzeni zmiennych (x^.w ,v ) przekształ

ca się w zbiór Ŝ , dany dla ke!H odpowiednio w przestrzeniach zmiennych 

(Xj,wN,v^^.z^). Podobnie zbiorowi warunkowemu T|x1 o elemetach (wN,vN) od

powiada dla kelH zbiór Sk |Xj o elementach (wN, vN\k, zk).

W pracy pokazano, że dla modelu liniowego, praw sterowania tworzących z 

nim zawierającą się strukturę informacyjną oraz wskaźnika jakości będącego 

maksymalną względem możliwych warunków początkowych x̂  agregatą drugich 

momentów obrazu zbioru T|xj w przestrzeni ciągów sterowań i stanów, 

optymalne prawo sterowania jest dla każdej chwili rozpatrywanego horyzontu 

sterowania liniową funkcją środka ciężkości warunkowego zbioru S|x j przy
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optymalnej wartości Xj. Wyznaczenie tej wartości wymaga rozwiązania pomo- 

niczego problemu syntezy praw sterowania przy ustalonej wartości x,, a 

następnie problemu maksymalizacji parametrycznej względem tej wartości.

W punkcie 2 zamieszczono sformułowanie rozpatrywanego w pracy problemu 

syntezy prawa sterowania.

.Lemat 1 zamieszczony wraz z dowodem w punkcie 3 określa postać optymal

nego prawa sterowania będącego rozwiązaniem problemu pomocniczego oraz 

odpowiadający mu optymalny wskaźnik jakości. Twoerdzenie 1 określa rozwią

zanie problemu sformułowanego w pracy i jest bezpośrednią konsekwencją 

lematu 1 i istnienia punktu sidołowego rozpatrywanego problemu głównego.

Zbiory informazyjne Ŝ , S|Xj dla keiH oraz związane z nimi odwzorowania 

informacyjnie przedstawione są w dodatku A. Podaje się w nim definicje i 

podstawowe własności tych zbiorów. Jedną z nich jest słuszna w przypadku mo

delu liniowego inwariantność miary Lebesgue“a wymianionych zbiorów względem 

praw sterowania i parametrów modelu.

Podstawowe informacje z zakresu mininaxu przedstawiono w dodatku B.

2. Problem syntezy praw sterowania

Niech J oznacza zbiór liczb naturalnych. Jego ustalony podzbiór
H={1.....N> nazywamy horyzontem sterowania. Ciąg c: H->Rq oznaczamy
N Uc =(c ,...c‘), tym samym symbolem, c oznaczamy również wektor [c’,...c'l.I N  ^ I N

Podobnie oznaczany ck - (c’,. .., c’), oraz c^* = (c‘  c ). gdzie w
1 k k.1 s &

obu przypadkach k s N.

Ciągami wyróżnionymi w rozpatrywanym problemie są: stan początkowy

x : {1}---tftn, trajektoria stanu x:Hu{n+l}— *Rn, pomiary z:H— »Rp, sterowa

nia u: H— »R”.

Obecnie określić można następujący 

Problem syntezy praw sterowania
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Zakładamy, że:

1) dyskretny, stacjonarny układ dynamiczny podlegający sterowaniu w
horyzoncie ¡H ma postać:

f x k * r A v B v w k 'x ,

1 zk -Cxk+vk

gdzie keH={l,...,N>, x, w eRn, z, v eRp, AeRn5<n> BeRnv"’ CeRpxn orazk k k k
istnieje A \

ii) wartości zmiennych x , w ,v dla k 6 H nie są znane, wiadaomo jedynie,1 k k
że należą do danego w przestrzeni zmiennych t=(x , wN, vH) ograniczonego i

mierzalnego w sensie Lebesugue’a zbioru ¥£Rd, gdzie d = n + nN + pN,

iii) struktura informacyjna jest zawierająca się, najprostszymi prawami 
sterowania tworzącymi taką strukturę z modelem i) są:

u = u (z*), kelH,k k

iy) kryterium optymalności ma postać:
k = N

g(uN ) - max Y  J  (u' ufc+ u'yfc> d(t\x )
(IT) m ^  Tlx 

1 > 1

A. . Vk , N N,gdzie t\x - (w ,v )

m° = J d(t\xt) 
TT I x.

dla kelH, Q > 0, yk:Rd— >Rm jest daną funckją zmiennych niepewnych t, zaś

IT (II) jest rzutem ortogonalnym zbioru T na przestrzeń zmiennych x , 
x i

* kv) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania u^iz ), kelH, ta- 

kich, że odpowiadająca im wartość kryterium q jest minimalna.
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q* = min g(uN ) = min max f(xi,uN ) 
n n x ■eTl (TT)u u * *±

Odpowiednio do zapisu z punktu v) problem A syntezy praw sterowania 
jest problemem minimaxowym.

Idea dlaszych rozważań polega na wprowadzeniu problemu

max min f (x ,uN ) 
x en (Tr) n ** u

« »¡Ji pokazaniu, że para (x^ u ) stanowiąca jego rozwiązanie jest również 
rozwiązaniem problemu oryginalnego (dodatek B).

Funckje

u* = pf (x , z ) k<dHk k l o

stanowiące rozwiązanie problemu 

min f(x ,uN )
Nu

nazywamy dalej pomocnlcznymi prawami sterowania, zaś funkcją 

h(x^) - f(Xl,p>N)

pomocniczym wskaźnikiem jakości.

3. Synteza pomocniczych praw sterowania

Odpowiednio do sformułowanego w p. 2 problemu A określić można następujący 

Problem B syntezy pomocniczych praw sterowania 

Zakładamy, że spełnione są punkty i)—i i) z problemu A,

iii) struktura informacyjna jest zawierająca się, pomocniczymi prawami ste

rowania tworzącymi taką struktruę z modelem 1) są:

uk " pk (xi'zk)- keiH'
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iv) kryterium optymalności ma postać: 

k = N
f(xi.uN ) - y  ;  ( <  o, uk+ u;Yk) d(t\xj

m *— » — ,m kTi TT I x

gdzie m , 0̂ , ŷ  są określone jak w problemie A,

v) zadanie syntezy polega na znalezieniu pomocniczych praw sterowania
•p^(xi, z ), ke!H takich, że

h* (xi) = min f (xi,uN ) 
wu

Lemat 1. Optymalne (pomocnicze prawo sterownia, będące rozwiązaniem proble
mu B, określone jest dla każdego keH zależnością:

Pk (xi,zk)= 2  0,. 1 s yk (sk)d(sk\xi)/ s d(sk\Xi)
s klxi'z s k K - 2k

pok(xi'zk)“"i- °k 1 s  S  d(W  d-a)
S o k K - Zo S oklXl'Zo

ii) minimalna wartość pomocniczego wskaźnika jakości wyraża się wzorem:
k = N

h (x.K )=- i y X ( / y CS )d(s \x )/ S d(3k\x ) ) Q"
1 *  L - . _  . k* <r- l„

k " ‘  S o k K  S o k l Xl ' Z o  S o k l Xl ' Z o

( S y (s ) d (s. \x ) / / d(sk\x4) d(sk\xi) dz*
i W

S  lx z s  , |x ,zok> i' o okl 1 o |

(2)

Dowód: Dokonując odpowiedniej zmiany zmiennych (patrz dodatek A) w każdej 

z całek będących składnikiem sumy określającej q możemy zapisać problem 

minimalizacji w postaci:
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h(xi)= S min ( / + u'y±)d (s ^ x j  + . .
P ^ x ^ z 1) S | x  .z1

+ S min ( J- (Uk°kUk + Ukyk)d(skNxi)+
^kl2 “ ' 1 Pk^ ' 2 " 5 M * * ' 2*

+ x min ( J- (u;a|uN+u;yN )d(sN\xi)dzN ...)dZjc...)dzi v3)

PN <x i ' z” > S J V 2”

Zakładamy, źe k-ty problem optymalizacji ma postać:

min ( s + u;yk>d(SkXXi)+ V

Pk(xi'zk) S klXi'Z>C

(4)

gdzie ê  nie zależy od u( k-1.

Rozwiązanie k-tego problemu minimalizacji ma postać:

Pk*(v2k) - - !  x  ykCsk)d(skxxi)/ s  d(skNxJ  <5 >
s J x**z s k(xi-zk

i odpowiada mu składnik

= - ~ * ( * y, (s )d(s, \x )/ S d(s \x ) Q"1k-l 4 , k k k 1 , k l k
Z  Iz1“  S I X , Zk S  Ix , zkkl k 1 1 k 1 1,

( x yfc(sk)d(sfc\x1)/ s d c s ^ x j  s d(3k\xi)dzk+ x ekdzk

s k K - zk sklxl'zk s k K ' zk ^kl2“'1

(6)

wchodzący addytywnie dok-l-go problemu minimalizacji. Składnik ten może być 

również zapisany w postaci:
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V i ” - 7  \  s  J  s  LW d < W '  s  d < W  C
2 J Z 1 SJ X*-Z s J xi-z S k K - z

( x ykísk^d ŝk^x* ^  S d(sk^xi) )d(sk\xl)dz)c+ s ekdzk
M V * “ (6)

Rozpatrywany składnik nie zależy od żadnego p , l=l,...tk-l, ponieważ

na podstawie tw.A.11 S I (x ,zk)=S I (x ,zk) zbiór S I (x ,zk) z definicji
r  o k 1 1 o ok1 1 O ok1 1 o

nie zależy od p^ i=l k-1. W konsekwencji wyrażenie podlegające całko

waniu wzglądem ẑ  jest funkcją z Podobnie na podstawie tw. A. 12 uwzglę

dniając, źe e zależy z można ostatecznie wyrażenie (7) przepisać w k ok
postaci:

e. 7  S s ( s y (s )d(s \x )/ s d(s \x ) Q_1
L- u k k k i  k l k

Zo k l Zo " ł  S o k l X i ' Zo  S o k K ' Zo  S o k l X l ' Zo

( r yJc(sJe)d(sk\xi)/ X d(sk\xi))d(sJc\xi)dzok+ x 
S  Ix .z S lX ,zk 2 Iz1'"1ok 1 1 o  ok  1 1 o  ok1 o

(7)

Uwzględniając, że zbiór Z |zk 'nie zależy od u , i=l,...,k-l, równieżok * o I
cały składnik nie zależy od u , i=l k-1.

Ponieważ dla k+N, 6^=0 i tym samym nie zależy od ujt 1=1,...,N-l, to po- 

stać (0)

p*(xi,zk) - - | ^ yk(sk)d(sk\xi)/ / d i s ^ )
sk K ' z s klxx'z

jest słuszna dla każdego keH .

Wykorzystując ponownie tw. A. 11 z dodatku A, wyrażenie na optymalne 

prawo sterowania można przekszatłcić do postaci:
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p * (xi.zk)=-i 0 ^  s yk (s^)d(sk\xt)/ S d(sk\xi)
S oklXi 'Z0 S 0 k K - Z O (1 0 )

Składnik o numerze k-tyra sumy określającej q ma postać:

2 , ( '  , '  d < W  ^
2  I z 1 S  I x , z S I x , z S |x ,zo k ■ o o k 1 i o ok ' i o ok * 1 o

( s y (s )d(s \x )/ s d(s \x ) d(s \x Idz 
ie k  k i  k l  k l k

S , , K < Z S . |x , Zo k 1 1 o o k 1 i o

- i X ( y W dV  *  dsk > o,;1
S  |x S |x ,zk S  |x ,z*'ok 1 1 o k ' 1 o ok 1 i o

C x yk(sk)dCsk\xi)/ x d(sk\xt) d((sk\xt).zk) (11J
S oklxi'zo S oklx i ’Zo

Stąd
k = N

h(xi)—  ^  S  ( S  yu (su)d(su\xii)/ S  d(su\xj ) Q 1k k  k l  k l  k
k^i S  |x s .|x , z S  |x , zok 1 1 ok 1 i o ok 1 l o

( f  yk(sk)d(sk\xi)/ x  d(sk\xi)) d(sk\xt) dz(k (1 '2)
s . IX  , Z k s IX  , zkok 1 1 o ok 1 1 o

co kończy dowód lematu 1.

Wniosek 1. Jeżeli spełnione są załózenia i)-v) ze sformułowania problemu i   t
dodatkowo dla każdego kelH yk(sk)=*-ksk> to optymalne pomocnicze prawo stero

wania dla każdego kelH jest liniową funkcją środka ciężkości b_S i  kok X ,Z 1 1 o

zbioru S |x , zk ok i o

Pok(W -  i-0, Lk bs , zk (13)
ok 1 l ' o

a odpowiadająca mu minimalna wartość wskaźnika jakości wyraża się wzorem:



272 K. Wojciechowski

k=N

h ( V ~ j £  ' bi l x , z < bS  (14)f— ' i o k 1 1 o ok 1 i ok=lS Xok I i

Dowód. Podstawiając yk(sk) = l-ksk w wyrażeniu na optymalne prawo sterowa
nia z lematu 1 otrzymujemy:

eIk(V zo>- - t  °k'ł Lk bs J x  ,zkok 1 i o

Podobnie podstawiając y (s ) = L s w wyrażeniu na minimalną wartość: k k k k
wskaźnika Jakości z tego samego lematu 1. otrzymujemy: 

k = N

•>(*,>-- j y .  *  j x .z- ,z-
k = i s  i x ok 1 ° ok 1 °o k 1 i

Lemat 2. Wiech

X*” max h(x ) 
1 x « n  (TT)1 X i

Para (x , u N) stanowi punkt siodłowy funkcji f(x ,uR) na zbiorze T (TxU).1 !

Dowód. Bezpośrednio z określenia pomocniczego prawa sterowania zachodzi dla

każdego xeX i każdego pMeP

f(X1,p*N )Sf(xi.pN )

a w szczególności

f(*4 .u )^f(x4 ,u )

W powyższych zapisach zastosowano oznaczenia



Synteza sterowania mlnimaxowego. 273

p =( p (X ,Z ).......p (X .Z ))1 1  N I
/ */ »i * , N, .

P “ ( PL ( \ - Z ^....... PN (Xl’Z )}
u*(zk)=p*(X*, Zk) ke£H k k 1
N  z , i, ■, N . Nu = ( (z ) uN (z ) )
* N  , *, 1 , *  , N . NU  -  ( U  (Z ) , . . . U  (Z  ) )1 N

Uwzględniając, że dla każdego ueU zachodzi

*  “N\f(xi,u )if(xi,u )

otrzymujemy ostatecznie:

f (X .u*N )Sf(x* u*N )Sf(x*,UN ) 
1  i  1

* *NZatem odpowiednio do Def. B. 2. (dodatek B) para (xj,u ) stanowi punkt

siodłowy funkcji f(x , uN) na zbiorze (TxU). Zauważmy, że istnienie
* i

punktu xj wobec faktu wypukłości funkcji h(xj) jest konsekwencją ograni

czoności, zawartości i domkniętości zbioru T (T) będącego rzutem ortogo-
xi

nalnym zbioru T na podprzestrzeń zmiewnnych x . Natomiast dla istnienia 
* N * Nfunkcji p = (pt (z^z )) nie wymaga się ograniczności i domkniętości

zbioru dopuszczalnych funkcji a jedynie Jego zawartość.

4. Optymalne prawa sterowania

Twierdzenie 1. Optymalne prawo steęowania., będące rozwiązaniem problemu A, 

określone jest dla każdego kelH zależnością:

v u* (zk)=p l (v z > 4  ^  ‘ '  ' ,d(W
S  IX* , -Z S  ) X* , z

k l  i '  k l  1 U )
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lub

V Uo k ( Z 0 ) ' P o k ( X1 ' z 0 ) ” 7  ° lc  1 s  W d ( W /  s  d ( s  \ X  )
«  I  *  *  -  *  t ,  k  1

s « i * X  ci.

gdzie:
k - i

2o k ”  C  £  A"'1-  B  u.

x4- max h(x )
xi * n* (lr) 1 1

h(xi)
- i ik = 1 S  J *ok 1 i

|x ,Zk °k bS jx ,Z k d ( ( S o k N V ' Z o )1 1 o ok 1 i o

Dowód. Tw.1 jest bezpośrednią konsekwencją lematów 1,2.

4. Podsumowanie

Przedstawione rozwiązanie problemu syntezy praw sterowania w warunkach 

niepewności ograniczonej, liniowego modelu zapisanego w przestrzeni stanu 

oraz wskaźnika jakości bądącego agregatą drugich momentów obrazu zbioru T 

w przestrzeni zmiennych uN, xNłl zorientowane jest na przypadek, w którym 

zbiór T nie spełnia warunków symetrii umożliwiających operowanie warunko

wymi zbiorami stanów [24], [25]. Sterowanie optymalne jest w takim przy

padku funkcją środką ciężkości arunkowego zbioru informacyjnego typu S.
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DODATEK A

ALI. D e f i n i c j e  i p o d sa tw o w e  w ła s n o ś c i  zb io r ó w  i n fo r m a c y j n y c h  ty p u  |

Jako modele w przestrzeni stanu wyróżnia się niesterowany (swobodny)

układ dynamiczny o postaci: 

x =Ax + w ; x
o, k+1 o, k k 1 r a \(A. 1)
z , =Cx + v.o,k o,k k

oraz sterowany (wymuszony) układ dynamiczny o postaci:
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gdzie w obydwu przypadkach dla keiH

x , x , w eRn, u eR", z  , z , v eRp,
o , k + l  k k k o , k  k k

, _ n x n  _  n nxra ^ p x n  , , . . - 1AeR , B eR , C eR oraz istnieje A ,

Definicja A. 1. Określone dla każdego kelH wzajemnie jednoznaczne odwzorowa-
t

nie (p ̂  |xt): R ->R , d=nN+pN, przyporządkowujące każdemu punktowi

(s \x , vk)eRd punkt (s \x ,zk)eRJ gdzie s \x = (wN,v>1/k), nazywamy swobodnym 
k l  k 1 k 1

odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie p k|xi przekształca dany zbiór 

T|x cRd w zbiór

So J V (fIoJxi)(Tlxi)“
={ (s \x , zk): (s \x , zk)=(p lx ) (s \x , vk) I (s \x , vk)ellx }cRd

k i o  k i o  o k ' 1 k l  ' k l  ' l

Zbiór s klxj nazywamy zbiorem informacyjnym odpowiadającym zbiorowi ¥|xj 

zgodnie z odwzorowaniem P4k|x •

Twierdzenie A.1. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.1) to dla każdego.

keH:

1 ) odwzorowanie ^ k|xj jest liniowe i ma postać:

s \xk i
= < ^ J x i)(skNV vK) =

--
--

--
--

-1

►-* o s \xk i
H 1p

k
V

gdzie

. M N\k,
S  \ X  =  ( W  ,  V  J  k 1

zaś macierz H określona jest następującop

H =p P P41 42

gdzie

P =41
CA

k wierszy macierzowych
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P =4?.

■ 0 0 0 0 '
C 0

CAk ' 2 ... C 0 . . .  0

k kolumn N-k kolumn
macierzowych macierzowych

1 1 ) odzworowanie odwrotne fi | x^ma postać:

s \x k 1
= (m'‘|x )(s \x .zk)o k 1 1 ok 1 o

' 1 0 ' s \xk 1

H 1 kZr O

gdzie H =-H .r p

Dowód. Prawdziwość twierdzenia wynika z zależności: 
J-i

z = C oj AJ- \  + £ + v , J J=1 k

zapisanych w postaci macierzowej. Te same zależności rozwikłane wzglądem
Jęzmiennych v przy ustalonej wartości x̂  dają postać odwzorowania odwrotne

go-

Twierdzenie A. 2. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 1) to dla każdego kelH

zachodzi:

IdetJ j | - 1  
ok' 1

gdzie

\  |x=ao k 1 1

S \x k 1 /a
S \x k 1

jest macierzą Jacobiego odwzorowania p k|xi-

Dowód. Macierz Jacobiego odwzorowania ¡ i ^ | x; jest tożsama z macierzą 

(Tw.A.1) określającą to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest równy 

jedności.
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Wniosek A. 1. Niech d(s \x ,zk), d(s \x , vk) będą odpowiadającymi sobie— -— ------------- k i o  k 1

zgodnie z odwzorowaniem objętościami elementów różniczkowych zbiorów

Tjxi- Dla każdego kelH zachodzi 

d(s \x , zk) = d(s \x , vk)k i o  k l
Słownie oznacza to, źe objętość elementu różniczkowego (miara) jest

niezmiennikiem odwzorowania u |x .ok1 i
Definicja A. 2. Określone dla każdego ksH wzajemnie jednoznaczne odwzorowa

nie (pJxi):Rd->Rd, d=nN+pN, przyporządkowujące każdemu punktowi

(s \x ,vk)eiTcRd punkt (s \x ,zk)eRd, gdzie s \x =(wM,vNNk) nazywamy wymu- k i k i k i
szonym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie |x] zależy od praw 

sterowania u^z1), i=l,..,k-i i przekształca dany zbiór ¥|xicRd w zbiór

=-( (s \x , 1 k 1 Zk): (s \x , zk) = (*i k 1 k|x )(s \x , vk)I(s \x , vk)e¥|x lcRd1 i  k  i 1 k i 1 11

Twierdzenie A.3. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.2) i dane są prawa

sterowania u^Cz1), i=l k-1 to dla każdego kelH odwzorowanie MjJKj

określone jest niejawnie postacią:

s \xk 1
s \xk 1

p4(z )

gdzie (s \x ^zk) = (ii |x )(s \x ,vk) oraz k i o  ok1 l k l

, k-l *P4(z ) =
CBuj(z )

C ^  Ak_ł’lBui(z*)

Dowód. Niejawną postać odwzorowania otrzymujemy wykorzystując

zależność:
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J-l
z = z t C V  AJ'ł-1Bu (z1) J °J l_ '

Dla j=2,...,k otrzymujemy po uporządkowaniu do blokowego zapisu wektorowego 

tezą twierdzenia.

Uwaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania wymaga rozwikłania

zależności z tw.A.3 wzglądem z , co jest możliwe w pewnych przypadkach. 

Jednego z nich dotyczy następujące

Twierdzenie A.4. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.2) ■ 1 funkcje 

u^u^Cz*1), kelH są liniowe to odwzorowanie |x̂  jest liniowe o postaci:

s \x k 1

L L 
21 22

S \X k 1

gdzie

L = C1—M) H
21 p

L =(1-M) 22

M =

M . . . M 0kl k,k-l
Macierz H określona jest jak w tw.A.1p

Dowód. Przy założeniu liniowych funkcji u(zk), kelH, składnik p (zk l)------  4
przedstawić można kolejno w postaciach:

p (z )
4

CBui(z )

C ̂  A*c_1'lBui (z1)

p4(z ) =

M . . . M 0kl k,k- 1

= M Z

Stąd
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s \x k 1
= (

‘ 1 0 '
)“*

kZ 0 1-M

s \x k 1

' 1 0 s \x k 1

(1-M)_1H (1-M)"1P
kV

Twierdzenie A. 5. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 2) i funkcje 

u =u (zk), kelH są liniowe to zbiór S lx jest wzajemnie jednoznacznymk k k1 1
liniowym odwzorowaniem zbioru S k|Xj- Wszystkie wartości własne tego odwzo

rowania wynoszą 1.

AouoS. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 2) i prawa sterowania są 

liniowe to na podstawie tw.A.3 (patrz również dowód tw.A. 3.) mamy:

s \xk 1
k —

Z 0 (1-M)'1

s \xk 1

gdzie macierz M określona jest jak w tw.A.3. Stąd wszystkie wartości własne 

macierzy powyższego odwzorowania są równe 1.

Twierdzenie A. 6. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 2) to dla każdego kelH 

1 dowolnych funkcji u^z1), i=l,...,k-l zachodzi:

|detJ |X Hd e t J  j |=1
k 1 1 o k 1 1

gdzie

=a
s \x k 1 /a

s \xk 1

jest macierzą Jacobiego odwzorowania Pk|x •

Dowód. Odwzorowanie Pk|xl określone jest niejawnie (por. tw.. A. 3) postacią:

s \x ' i 0  ' s \x ' 0k 1 ~ k 1 +kZ H 1 kV , k-l, 
P. (z )p L 4 J

stąd: ■
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s \x k 1 ' 1 0 ' s \xk 1 ’ 0
kV -HL p 1 kZ L P4(z >

Macierz H i funkcja wektorowa p (z ) są określone jak w tw. A. 1, tw.A.3. 
p 4

' V 1|xk 1 1 -H i+3p (zk_1)/azk4

Dla założonej postaci praw sterowania u , ( 2 )> 1=1,...,k-1 mamy:

3p (zk l)/flzk =4

#0

Stąd

det J -i, =det J , =1u x P xk * 1 k ' 1

co kończy dowód.
k kWniosek A. 2. Niech dts^^.z ), d(sk\xi>v ) będą odpowiadającymi sobie 

według odwzorowania Pk|xj objętośclami elementów różniczkowych zbiorów 

SJ xi' T lxi- Dla każdeS° keH dla dowolnych funkcji u^z1), 1=1 ,..., k- 1

zachodzi

d(s \x ,zk) = d(s \x ,zk) = d(s \x ,vk)k l  ok 1 o k 1

Słownie oznacza to, źe objętość elementu różniczkowego (miara) jest nie

zmiennikiem odwzorowania U |x .k * 1

Definicja A. 3. Niech dla każdego kelH będzie określone jednoznaczne odwzoro-

d=nN+pN, przyporządkowujące punktowiwanie (tj |x ):Rd->Rd,
o k 1 1

(s \x ,z , zk 1)e(S |x )cRd punkt (s \x ,v , zk Ł)e(S |x )cRd. Odwzoro-
k l o k o  o k ' l  k l k o  o,k-1 1 1

wanie tj ̂ |xi przekształca dany zbiór S ̂ |xi w zbiór 

S |x = (n lx )(S Ix ) =
o, k-11 1 o k 1 1 ok' 1

=((s \x , Zk_1): (s \x ,zk_1) = (T) |x )(s \x ,zk)| (s \x , zk) 6 S |x 1I k-1 1 o k-1 l o  o k 1 1 k 1 o 1 k 1 o ok' li

Twierdzenie A. 7. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 1) każdego kelH odwzo

rowanie rj fc|xi jest liniowe i ma postać :
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s \xk 1

V -
k
k-1Z o

pk

s \xk 1

Zok
k-1Zo J

Odwzorowanie odwrotne | ma postać:

s \x k 1 1 s \x *k 1

Z ok
= H 1pk Vk

k-1
Z o 1 k-1Z0

gdzie

Hpk [ P P 0 ] 
41k 42k

F —

41k [ C A*'1 ]

F = [ C Ak 2 .. . C 0 . . .  0 ]
k-1 blokOw N-k-1 blok

Dowód. Wykorzystując równanie wyjścia wyrażamy z przez w i vk przy

ustalonym xt co prowadzi do określenia ił”k|Xj dla przypadku modelu o postaci 

(A.l). Podobnie dla otrzymania postaci odwzorowania |x wyrażamy
k-1przez w i z przy ustalonym x̂ .

Twierdzenie A. 8. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.l) to dla każdego ksH

Zachodzi: 

|detj

gdzie

T} |x o k 1 1
l=i

\  | x = ao k 1 1

s \x s \x
ok-l 1

/ d
ok 1

k-1 kZ Zo o

jest macierzą Jacobiego odwzorowania [x .

Dowód. Macierz Jacobiego odwzorowania i) |x jest równa macierzy reprezen---------  ok 1

tującej to odwzorowanie (Tw.A.7). Jej wyznacznik jest równy 1.
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Wniosek A.3. Pomiędzy objętościami elementów różniczkowych zbiorów 

S |x. S lx odpowiadających sobie według odwzorowania 77 |x zachodziok-l ' 1 o k 1 1 0  o k 1 1

związek:

d(s \x , zk ')=d(s \x ,zk)ok-1 1 o ok 1 o

Podobnie pomiędzy objętościami elementów różniczkowych zbiorów warunkowych 

S I {x , zk 1). S I (x ,zk_1) (punkt A. 2. Def.A.5) zachodzi związek:o, k-l 1 1 o o k 1 1 o

d(s \x )=d(s \x )dzo, k-l ł ok 1 ok

Definicja A. 4. Niech dla każdego ksIH będzie określone wzajemnie jednoznacz

ne odwzorowanie 17 |x :Rd;->Rd, d=nN+DN, zależne od praw sterowania u (z1).k 1 1 1

1=1.... k-1, przyporządkowujące punktowi (s^^, ẑ , zk_1 )eS( |x cRd punkt

(s \x ,v , zk *)eS lx c Rd. Odwzorowanie tj |x przekształca dany zbiór k l k  k - 1 ' 1  k ' l

S |x w zbiór k 1 1

S |x =(t) lx ) (S |x ) =k-l 1 1 k 1 1 k 1 1

= |(st ,'oc,’zk 1): (sv ,\x,.Z11'1)=(1, !X )cs \x,, zk} I (s \x .zk)es |x, 1I k-l 1 k-l 1 k ' l  k l  ‘ k l  k ' l l

Twierdzenie A. 9. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 2) i dane są prawa

sterowania u (z1), i = to dla każdego kelH odwzorowanie tj |x
1 k1 1

określone jest niejawnie postacią

s \x *k 1 1 s \xk I ■ 0

Vk
k-l

= -H 1pk Z Jc
k-l

-r , k-l* 
P4k(2 J

Z 1 Z 0

gdzie macierz H określona Jest jak w tw.A.7, zaś funkcja wektorowa 

p^(zk 1) jak w tw.A. 3.

Dowód. Postać odwzorowania odpowiadająca modelowi (A. 2) wynika z

zależności v =z - Cx w której x wyrażamy przez x traktowane jako ustalonek k k k i
oraz wk l. u^z1), i=l k-l.

Twierdzenie A.10. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 2) to dla każdego

kelH i dla dowolnej funkcji û (z ) zachodzi:
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| cie t J |=|detj ( |=1
k 1 1 o k 1 1

gdzie

=3
s \x s \xk-l 1

/ d
k 1

k-l kZ Z
V x k1 1

jest macierzą Jacobiego odwzorowania T7k-

Dowód. Macierz J_ , ma postać 
\l xi

7) |X = k1 1
-Hp* i -a p /a z4k

0 0 1

stąd jej wyznacznik jest równy 1.

Wniosek A.4. Pomiędzy objętośclami odpowiadających sobie według odwzorowa

nia elementów różniczkowych zbiorów Sk 1|xj, SjJxi zachodzi związek:

d(sk i\xi>zk 1 )=d(sk\xj,zk)

Podobnie pomiędzy objętośclami elementów różniczkowych zbiorów warunkowych 

Sk | (xj> zk '), Sk|(xi>zkl) (p.A.2. def.A.5) zachodzi związek:

d(s \x )=d(s \x , z ) k-l 1 k 1 k
A .2 . Z b io r y  w a ru n k o w e i r z u ty

Definicja A. 5. Niech dla każdego keH będzie dany zbiór S klx o elementach 

(s \x ,zk). Dla ustalonego zk zbiór S |x ,zx={(s \x ):(s \x ,zk)€S lx >ok 1 o 6  o o k 1 t o ok 1 Ok 1 o ok1 1
i Scnazywamy zbiorem warunkowym zbioru S x przy warunku z .o k 1 1 o

Zbiór S |x ,zk można interpretować geometrycznie jako rzut ortogonal

ny na przestrzeń zmiennych solt'°c1 “przekroju" danego zbioru S |x
k khiperpłaszczyzną (w przestrzeni zmiennych (s \x , z )) z =const.ok 1 o o

Definicja A.6. Niech dla każdego kelrl będzie dany zbiór S k|xj ° elementach

(s \x ,zk). Zbiór P |x =n (S |x )={(zk):(s \x ,zk)ęS |x } nazywamyok t o o k 1 1 zk o k 1 1 o ok 1 o o k 1 1 } 1

rzutem ortogonalnym zbioru S lx na przestrzeń zmiennych zk. Zbióro k 1 1 o

Z lzk_1={z : (z ,zk 'leP |x } nazywamy warunkowym zbiorem obserwacji zolr o nk nlr o nlr 1 1 nW
dla danego ciągu obserwacji z
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Pomijając w def.A.5, A.6 indeks “o" otrzymujemy definicje zbiorów:

S |zk, P , Z Iz*'1.k 1 k k 1

Twierdzenie A.11. Jeżeli układ dynamiczny ma postacie (A.1), (A.2) to

pomiędzy zbiorami S I (x ,zk), S I(x ,zk) zachodzi związek:o k 1 1 o k 1 1

S i x , zk=S Ix , zk
k 1 1 o k 1 1 o

k k k*l k—1gdzie z =z -p (z ), a funkcja wektorowa p (z ) jest określone jak w o 4 4

tw. A. 3.

Dowód. Dla każdego kelH odwzorowanie Pk|Xj (Def.A. 2) określone jest niejaw

nie postacią:

s \x k 1 s \x k 1 ■ 0

kZ
kZo

+
f k-l\ pa (z )4

i k kZbiór warunkowy Ŝ J x^, z można wyznaczyć ustalając wartość z już w
k k—1powyższym wyrażeniu. Ponieważ przy ustalonym z również ustalone jest z

k-1to p (z ) Jest wektorem liczbowym, co prowadzi do słuszności tezy. 

Zauważmy, że w opisany sposób nie można wyznaczyć zbioru

Sj (xi>zkV1) gdzie 1 s 1 s k przy niezmienionej definicji zbioru i

funkcji wektorowej p (zk_1). Wynika to stąd, że przy ustalonym zkM dla4
k-i1 5 1 £ k nie Jest ustalone z

Twierdzenie A. 12. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A. 1), (A.2), to

Domiędzy zbiorami Z |zk_1, Z I zk l zachodzi związek: ok' o k1

gdzie
k-l

, k-1» /n V *  . k - l - , UP41ę } = c A B ut(z )
1=1

k—1 k—1Dowód. Dla każdego kelH przy ustalonym z , *>ą^ z  ̂ Jest wektorem
k—1liczbowym 1 bezpośrednio z równania obserwacji zk=z k+ P4k ẑ ) •
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DODATEK B 

W y b ra n e  z a g a d n ie n ia  m ln im a k su

Niech X, V będą danymi, ograniczonymi domkniętymi i zwartymi zbiorami.

Na zbiorze XxV określona jest funkcja f:XxV -> R o wartościach f(x,y), gdzie

(x,y) e XxV.

Definicja B.1. Problem

min max f(x,y)
XsX yeV

nazywamy problemem minimaksowym. Załóżmy źe rozwiązanie rozpatrywanego 

problemu istnieje i oznaczmy go przez (x*,y*) 6 XxY.

Rozwiązanie problemu dekomponuje się na dwa następujące etapy

i) max f(x,y)=f(x,y*(x))=g(x) 
ysV

ii) min g(x) = g(x*) 
xeX

Stąd

y =y (x )

Dla dalszych celów wprowadzamy problem pomocniczy

max min f(x,y) 
yeY xeX

którego rozwiązanie wyznaczamy następująco

i) min f(x,y) = f(x*(y),y)=h(y) 
xeX

ii) max h(y) = h(y**) 
yeY

Stąd.

** * , **■,x = x (y )

Dalej rozpatrywane są warunki przy których zachodzi
• * *< • •(x ,y ) = (x ,y )

tj. rozwiązania problemu minimaksowego i problemu pomocniczego są takie 

same.

Definicja B. 2. [1]. Punkt (x*,y*) e XxY nazywamy punktem siodłowym funkcji f 

na zbiorze XxV Jeżeli dla każdego xeX i każdego yeV zachodzi

f(x*,y) s f(x*,y*) ^ f(x,y*) (a)
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Twierdzenie B.1. [1], Istnienie punktu siodłowego funkcji f na zbiorze XxV

jest równoważne zależności

min max f(x,y) = max min f(x,y) (b)
xeX yeY yeY xeX

Dowód. Zauważmy, że występujące w rozpatrywanej zależności minima i maxima 

funkcji f wynikają z jej ciągłości oraz zwartości i ograniczoności zbiorów 

XIV.

Rozpocznijmy od pokazania, że z istnienia punktu siodłowego funkcji f

(a) wynika zależość

min max f(x,y) = max min f(x,y) 
xeX yeY yeY xeX

Odpowiednio do def.B.1 mamy

max f(x*,y) s min f(x,y*) 
yeV xeX

Stąd

min max f(x,y) max min f(x,y) 
xeX yeY yeY xeX

Ponieważ równocześnie

max min f(x,y) s min max f(x,y) 
yeY xeX xeX yeY

ostatecznie otrzymujemy

min max f(x,y) = max min f(x,y> 
xeX yeY yeY xeX

co kończy pierwszą fazę dowodu.

Przechodząc do fazy drugiej założy, ż zachodzi (b) czyli

min max f(x,y) = max min f(x,y) 
xeX yeV yeY xeX

Oznaczmy

max f(x,y) = f(x, y* (x))=g(x) 
yeY
min f(x,y) = f(x*(y),y)=h(y) 
xeX

Na podstawie Cb) i ciągłości funkcji g(xj, h(x) istnieją punkty x*eX, y*eY

takie, że

min g(x) = g(x ) = max h(y) = h(y ) 
xeX yeY
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Wykorzystując powyższą zależność otrzymujemy

f(x*,y)smax f(x*,y) = g(x*) = h(y*) = min f(x,y*)sf(x*,y*) 
yeV xeK

Podobnie

f(x,y*)£min f(x,y*) = h(x*) = g(y*) = max f(x*. y)Łf(x*.y*} 
xeX yeV

Łącząc powyższe zależności otrzymujemy (a) co kończy całość dowodu.
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Abstract

In the paper an efficient solution to a problem of min - max control 

strategies desing in the presence of unknown but bounded disturbances for 

the plant described by a state space model is given. There has beeen proved 

that for control strategies creating with the model a nested information 

structure and the performance index being a maximal with respect to possib

le intial state x5 aggregate of second moments of the image of the set 

in the space of the controls and states the optimal control law is in each 

moment of the considerd control horizon a linear function of the center of

gravity for the conditional set S|xi which coincides with the optimal value 
*x^ To find this value the auxiliary problem of parametric maximization is 

solved.


