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SYNTEZA STEROWANIA MINIMAXOWEGO W WARUNKACH NIEPEWNOSCI
OGRANICZONEJ- ZBIORY INFORMACYJNE TYPU S

Streszczenie. W pracy przedstawiono efektywne rozwigzanie pewnego
problemu syntezy minimaxowych praw sterowania w warunkach niepewnosci
ograniczonej na podstawie modelu danego w konwencji zmiennych stanu.
Pokazano, Ze dla modelu [liniowego, praw sterowania tworzacych z nim
zawierajaca sie strukture informacyjng oraz wskaznika jakosci beda-
cego maksymalng wzgledem mozliwych warunkéw poczatkowch agregata

drugich momentéw obrazu =zbioru T|xi w przestrzeni ciagéw sterowan i

standw, optymalne prawo sterowania jest dla kazdej chwili rozpatrywa-
nego horyzontu sterowania liniowg funkcja Srodka ciezko$ci warunkowe-
go zbioru odpowiadajacego optymalnej wartosci Wyznaczenie

tej wartosci wymaga rozwigzania pomocniczego zadania maksymalizacji
parametrycznej -

MIN-MAX CONTROL STRATEGIES DESING IN THE PRESENCE OF ROUNDED
UNCERTAINTY. [INFORMATION SETS OF S-TYPE

Summary. In the paper has been proved that for control strategies
creating with the model a nested information structure and the
performance index being a maximal with respect to possible initial
state Xj aggregate of second moments of the image of the T|~ the

optimal control law is iIn each moment of the considered control
horizon a linear function of the center of gravity for »the condi-
tional set S|xj which coincides with the optimal value x
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1. Wprowadzenie

Model niepewnosci ograniczonej jest intuicyjnie najbardziej naturalny. W
przypadku skalarnym oznacza on, ze mozliwe realizacje zmiennej niepewnej o
takim wkascnie modelu naleza do danego zbioru. Struktura tego zboiru moze
by¢ dowolna.

Piewrsze proby wykorzystania modelu niepewnosci ograniczonej mozna zna-
lez¢ w pracach [3], [7], [15,16] dotyczacych teorii sterowania. Stosuje sie
w nich okreslenia "unknown but bounded errors'", "bounded noise", "set of
possible states". W pracach [1], [Z] rowniez z zakresu teorii sterowania
wprowadzono nazwe ‘‘set-membership description of uncertainty'. Model niepew-
nosci ograniczonej wykorzystywany byt réwniez wpracach [19-26],

W modelu niepewno$ci ograniczonej przyjetym w pracy, dany w odpowiednio-
wymiarowej przestrzeni rzeczywistej, ograniczony i calkowalny u sensie Le-
besuge’a zbidér T okresla dacznie mozliwe wartosci warunku poczatkowego oraz
ciggow zaktécen w réwnaniu stanu i réwnaniu pomiaru.

Do rozwigzania sformutowanego problemu syntezy sterowania minimaxowego
zastosowano orginalng metode zbioréw informacyjnych typu S, w powigzaniu z
whasnoscia minimaxu, bedaca konsekwencja istnienia punktu sioddowego.

Do celéw pracy zbidor T dany w przestrzeni zmiennych (x’\.wN ,vN) przeksztat-
ca sie w zbior ®, dany dla kelH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych
(XJ,WN,v ™ _z~)_. Podobnie zbiorowi warunkowemu T|x1 o elemetach (WN,wN) od-
powiada dla kelH zbidér Sk |Xj o elementach (WN,vN\k,zk).

W pracy pokazano, ze dla modelu liniowego, praw sterowania tworzacych z
nim zawierajaca sie strukture informacyjng oraz wskaznika jakosci bedacego
maksymalng wzgledem mozliwych warunkéw poczgtkowych x* agregatg drugich
momentéw obrazu zbioru T|xj w przestrzeni ciggow sterowan i standw,
optymalne prawo sterowania jest dla kazdej chwili rozpatrywanego horyzontu

sterowania liniowg funkcjg $rodka ciezkosci warunkowego zbioru S|x j przy
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optymalnej wartosci Xj. Wyznaczenie tej wartosci wymaga rozwigzania pomo-
niczego problemu syntezy praw sterowania przy ustalonej wartosci x,, a
nastepnie problemu maksymalizacji parametrycznej wzgledem tej wartosci.

W punkcie 2 zamieszczono sformutowanie rozpatrywanego w pracy problemu
syntezy prawa sterowania.

.Lemat 1 zamieszczony wraz z dowodem w punkcie 3 okresla posta¢ optymal-
nego prawa sterowania bedacego rozwigzaniem problemu pomocniczego oraz
odpowiadajacy mu optymalny wskaznik jakosci. Twoerdzenie 1 okresla rozwig-
zanie problemu sformutowanego w pracy 1 jest bezposrednig konsekwencja
lematu 1 i istnienia punktu sidotowego rozpatrywanego problemu giéwnego.

Zbiory informazyjne $°, S|Xj dla keiH oraz zwigzane z nimi odwzorowania
informacyjnie przedstawione sg w dodatku A. Podaje sie w nim definicje i
podstawowe wkasnosci tych zbioréw. Jedng z nich jest stuszna w przypadku mo-
delu liniowego inwariantnos¢ miary Lebesgue‘a wymianionych zbioréw wzgledem
praw sterowania i parametréw modelu.

Podstawowe informacje z zakresu mininaxu przedstawiono w dodatku B.

2. Problem syntezy praw sterowania

Niech J oznacza zbiér liczb naturalnych. Jego ustalony podzbidér

H={1..... N> nazywamy horyzontem sterowania. Cigagc: H->Rq oznaczamy
cN :(cl ,..N.c‘), tym samym symbolem, cUoznaczamy Jowniez wektor [CI’,..N.C'l.
Podobnie oznaczany ck - (Cl’,. ck’), oraz cN* = (c‘z_1 c, )- gdzie w
obu przypadkach k s N.

Ciggami wyréznionymi w rozpatrywanym problemie s3: stan poczgtkowy
x : {1}---tfin, trajektoria stanu x:Hu{n+1}—*Rn, pomiary z:H- »Rp, sterowa-
nia u:H->R’.

Obecnie okresli¢ mozna nastepujacy

Problem syntezy praw sterowania
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Zaktadamy, ze:

1) dyskretny,stacjonarny uk#addynamiczny podlegajacy sterowaniu w

horyzoncie H ma postac:

f Xk*rAv Bv wk "x,

1 zk -Cxk+vk

gdzie keH={l,...,N>, X WkeRn, z

2 vkeRp, AeRrea> BeRnv® CeRp: oraz

K
istnieje A\

ii) wartosci zmiennych X 5 WV, dla k 6 H nie sg znane, wiadaomo jedynie,
ze nalezg do danegow przestrzeni zmiennych t=(x , wN, \H) ograniczonego i
mierzalnego w sensielLebesugue’a zbioru ¥£Rd, gdzied = n + nN + pN,

iiil) struktura informacyjna jest zawierajgca sie, najprostszymi prawami

sterowania tworzacymi taka strukture z modelem 1) s3:

u o =u @), ke,

iy) kryterium optymalnosci ma postac:
N

Kk =
g(uN) - max Y J ufcr u*yfe d(t\x )
N

an m TIx
1 > 1

gdzie ¥x A AR

me = J d(t\xt)
T IX.

dla kelH, Q > 0, yk:Rd->Rm jest dang funckjg zmiennych niepewnych t, zas

IT @D jest rzutem ortogonalnym zbioru T na przestrzen zmiennych x ,
X i

- I - ~__k
V) zadanie syntezy polega na znalezieniu praw sterowania utiz ), kelH, ta-

kich, ze odpowiadajaca im wartos¢ kryterium g jest minimalna.
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g* = min g(uN) = min max f(xi,uN)
n

u o x =l +

Odpowiednio do zapisu z punktu V) problem A syntezy praw sterowania

jest problemem minimaxowym.
Idea dlaszych rozwazan polega na wprowadzeniu problemu

max min f( ,uN)

x,en an un

« o
i pokazaniu, ze para (X" uﬂ) stanowigca jego rozwigzanie jest roéwniez
rozwigzaniem problemu oryginalnego (dodatek B).

Funckje

ut = p|1: (xI ,zo) k<dH

stanowigce rozwigzanie problemu

min f(x ,uN)

N
u

nazywamy dalej pomocnlcznymi prawami sterowania, za$ funkcjag
h(x®) - fX1,p>N)

pomocniczym wskaznikiem jakosci.

3. Synteza pomochiczych praw sterowania

Odpowiednio do sformutowanego w p.2 problemu A okresli¢ mozna nastepujacy
Problem B syntezy pomocniczych praw sterowania
Zaktadamy, ze spednione sg punkty i)-ii) z problemu A,

iil) struktura informacyjna jest zawierajaca sie, pomocniczymi prawami ste-

rowania tworzacymi takg struktrue z modelem 1) sa:

uk " pk xi®zk)- keiH"
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iv) kryterium optymalnosci ma postac:

=N
(< o0, uk+ u;Yk) d(t\xj

< x

F(xi.uN) -
T

T1 TTIx

33

gdzie m , 0%, y* sa okreslone jak w problemie A,

zadanie syntezy polega na znalezieniu pomocniczych praw sterowania

v)
pA(xi, z ), keH takich, ze

h* (xi) = min ¥ &i,uN)

w
u

Lemat 1. Optymalne (pomocnicze prawo sterownia, bedace rozwigzaniem proble-

mu B, okreslone jest dla kazdego keH zaleznoscia:

0, 1 s yk (sk)d(sk\xi)/ S d(sk\Xi)

Pk (xi,zk)= .
skiIxi®z sk K - 2k
pok(xi"zk)“"i- °k 1 s S da(w d-a)
SokIXI"Zo

So kK - Zo

ii) minimalna warto$s¢ pomocniczego wskaznika jakosci wyraza sie wzorem:

k=N
h@ )= 1 y X ( / y CS)d(s \x )/ S d(3k\x ) ) Q"
1 * L _ . k* - I,
k So k K SokIXl"Zo SokIXl"'Zo
( S y (s )d(s.\x ) /  d(sk\x4) d(sk\xi) dz* €))
i W
S okMXi* Zg S ortlX1 -2 I

Dowdd: Dokonujac odpowiedniej zmiany zmiennych (patrz dodatek A) w kazdej

z catek bedacych skdadnikiem sumy okreslajacej q mozemy zapisa¢ problem

minimalizacji w postaci:
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h(xi)= S min C / + u"y+)d (s™"xj +
PAx~z1) SIx .zt
+ S min (¢ J- (Uk°kUk + Ukyk)d(skNxi)+
~Akl2“'1 Pk~ ' 2"5 M ** T 2%
+ X min (¢ J (u;aJuN+u;yN)d(sN\xi)dzN . ..)dZjc...)dzi W)
PN«xi'z”> SJ V 27
Zaktadamy, Ze k-ty problem optymalizacji ma postac:
min  ( s + usyk>d (SKXXi)+ V O
Pk(xi"zk) SKkIXi"zZC
gdzie e® nie zalezy od u( k-1.
Rozwigzanie k-tego problemu minimalizacji ma postac:
Pk*(v2k) - -1 X ykCsk)d(skxxi)/ S d(skNxJ 5>
sJ x**z sk(xi-zk
i odpowiada mu sk#adnik
P Y ” ( ” .y’k (Sk)d(s’k\xl)/ S ,d(i% \E( )anl
Zkllz:r. Skfxl ,Zk Skfxl',zk
(¢ X yfo(sk)d(s®\x1)/ S dcs™xj S d(3K\xi1)dzk+ x ekdzk
sk K - zk skixl*zk sk K * zk k2471
®

wchodzacy addytywnie dok-1-go problemu minimalizacji.

réwniez zapisany w postaci:

Skkadnik ten moze by¢
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Vi” -7 \ s J s W d< W ' S d< W C
2J Z 1S3 X*-Z sJ xi-z SkK-12z
¢ X yk Tsk”d ~skrx* ~ S d(sk™i))d(sk\x1)dz)r S ekdzk
MoVo* ®

Rozpatrywanysktadnik niezalezy od zadnego p , I=I,...tk-I, poniewaz
na Podstame tw.A. 11 Sokl(xl ’?O:Sokll()f ,%k) (z)Ellorl % I(x ,zZk) zdefinicji
nie zalezy od p”™ i=1 k-1. W konsekwencji wyrazenie podlegajace catko-
waniu wzgladem z* jest funkcjag z Podobnie na podstawie tw. A.12 uwzgle-

dniajac, ze e, zalezy z K mozna ostatecznie wyrazenie () przepisa¢ w
Ol

postaci:
e. 7 S L s " ( S yk (sk)d(sk\xi Y/ s d(sk\xI )k Q1
ZoklZo"t SokIXi' Zo So k K 'Zo SokIXl "' Zo
(¢ r yI(sBd(sk\xi)/ X d(sk\xi))d(sX\xi)dzok+ x
Sok fxl 'Zo Sok fxl ’Z!)( zokfzg"l
Q)
Uwzgledniajac, ze zbidr ZokJZé “nie zalezy od u,s i=l, ..., k-1, roéwniez

caty sktadnik nie zalezy od u , i=Il k-1.
Poniewaz dla kN, 6°=0 i tym samym nie zalezy od ujt 1=1,...,N-I, to po-

stac ()

p*(xi,zk) - - | n yk (sk)d(sk\xi)/ / dis?)

skK*® z skIxx"z

jest stuszna dla kazdego keH .

Wykorzystujac ponownie tw. A 11 z dodatku A, wyrazenie na optymalne

prawo sterowania mozna przekszatdci¢ do postaci:
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p*Xi.zk)=-1 0 " s yk (s™)d(sk\xt)/ S d(sk\xi)

SokIXi "Z0 S0k K - Z0 (10)

Sk#adnik o numerze k-tyra sumy okreslajacej q ma postac:

2 , ( ' , ' d< W n
2oknlzo 1 SokP(i ’Zo Sok in ’Zo Sok ’lxl ’Zo

(¢ s yie(sk )d(sk\lx )4 s d(sk\?< )} d(sk\>ﬁ Igz -

SoR:E IS.<ZO SoR:!Xi 'Zo

-1 X ( y w dv * dsk > o,;1

Sok JX:L Sok‘lxl ’Z(I)( Sok in ’Zk(;

C X yk (sk)dCsk\xi)/ X d(sk\xt) d((sk\xt).zk) (113

SoklIxi®zo SoklIx i ’Zo

Stad
k=N

h(xi)- n S (¢ S yu (sud(sp\gin/ S d@siNx D> Q1
k™ Sok Jxl Sok' lxi ’Zo Sok JXI ’Zo

( f yk (sk)d(sk\xi)/ X d(sk\xi)) d(sk\xt) dzk a2

so'k Jxl 'Z(l)( Sok JX 1 ’Z(I)(

co koniczy dowéd lematu 1.

Wniosek 1. Jezeli spednione sqlzalrézenia i)-v) ze sformutowania problemu i

dodatkowo dla kazdego kelH yk(sk)=*ksk> to optymalne pomocnicze prawo stero-

wania dla kazdego kelH jest liniowg Tunkcja Srodka ciezkosci bs_ «
of( X,,Z
I'l""o
zbioru S Ix., zk
ok 1”70
PokW - i-0, Lk bs , zk as)
ok1 1" o

a odpowiadajaca mu minimalna wartos¢ wskaznika jakosci wyraza sie wzorem:
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k=N
h(V~jﬁ—[‘:'|S' ix biok:!%.(’oz<bsokl i o as

ok I'i

Dowdd. Podstawiajac yk(sk) = kksk w wyrazeniu na optymalne prawo sterowa-

nia z lematu 1 otrzymujemy:

elk(v zo>- -t °k"# Lk bs R]lx ,zl0<

o] ]

Podobnie podstawiajac yk(sk) = Lksk w wyrazeniu na minimalng wartosc¢:

wskaznika Jakosci z tego samego lematu 1. otrzymujemy:

k=N
>(*,>—— Jy . * J x .z- ,Z-
k=i soiji ok 1 ~° ok 1 ~°

Lemat 2. Wiech

X*”  max h(x )
1 Xl«nXi(TD

Para (Xl’ u N) stanowi punkt sioddowy funkcji f(x!,uR) na zbiorze T (V).

Dowéd. Bezposrednio z okreslenia pomocniczego prawa sterowania zachodzi dla

kazdego xeX i1 kazdego pMeP
F(X1,p*N)SF(xi-pN)
a w szczeg6lnosci
f(*4 .u I (x4,u )

W powyzszych zapisach zastosowano oznaczenia
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P=CpP&-Z)euunn-- P& -2 D)

/  */ »i >, N, .
P “(PL(\-Z ™Meeonn.. PN (X1°Z )}
u"z(zk):pg(xl*,Zk) kefH
=T ED un'z" )}
TR U*l’(zli, u; ey

Uwzgledniajac, ze dla kazdego ueU zachodzi

foxiLu )iFK LU Ny

otrzymujemy ostatecznie:

FX Uu*N)SF(x* u*N)ST(x*,UN)
1 i 1

Zatem odpowiednio do Def. B.2. (dodatek B) para (xj,u “stanowi punkt

siodtowy funkcji f(x , uN) na zbiorze MU). Zauwazmy, ze Iistnienie

o
punktu xj wobec faktu wypukdosci funkcji h(xj) jest konsekwencja ograni-

czonosci, zawartosci i domknietosci zbioru T _(T) bedacego rzutem ortogo-
xi

nalnym zbioru T na podprzestrzen zmiewnnych x . Natomiast dla istnienia
funkcji p*N = (pi (zz N)) nie wymaga sie ogranicznosci i domknietosci

zbioru dopuszczalnych funkcji a jedynie Jego zawartosc.

4. Optymalne prawa sterowania
Twierdzenie 1. Optymalne prawo steeowania., bedace rozwigzaniem problemu A,
okreslone jest dla kazdego kelH zaleznoscia:

v u* (zk)=pl(v z > 4 ~ “

* * ’
S X2 S X7 -2 u)
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Tub
V. Uok(Z0)'Pok(X1'z0)”7 °lc 1 s w d(w |/ . d (s
« e ) o
s« i * X
gdzie:
k-i
20k” C £ A""1- B u.
X4 - max h(x )
1 * *
Xi*n 1(Ir) 1
h(xi) ]
-t |i(_l JXl,Zg 7k bSok-_,'_Xi'ZIé d((SokNV * Zo)
- Sok]l*i

Dowdd. Tw.l jest bezposrednig konsekwencja lematéw 1,2.

4. Podsumowanie

Przedstawione rozwigzanie problemu syntezy praw sterowania w warunkach
niepewnosci ograniczonej, liniowego modelu zapisanego w przestrzeni stanu
oraz wskaznika jakosci badacego agregata drugich momentéw obrazu zbioru T
w przestrzeni zmiennych uN, xNH zorientowane jest na przypadek, w ktdrym
zbiér T nie spednia warunkéw symetrii umozliwiajacych operowanie warunko-
wymi zbiorami stanéw [24], [25]- Sterowanie optymalne jest w takim przy-

padku funkcja s$rodkg ciezkosci arunkowego zbioru informacyjnego typu S.
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DODATEK A
ALlL. Definicje i podsatwowe wiasnos$cizhioré6winformacyjnych typu |
Jako modelew przestrzeni stanuwyréznia sie niesterowany (swobodny)
ukdad dynamiczny o postaci:
Xo, k+1 :0%4— Wk ; Xl
Zo,k ’ :o(iﬁ"' Vi

oraz sterowany (wymuszony) ukdad dynamiczny o postaci:

(GNED)
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gdzie w obydwu przypadkach dla keiH

, X , weRn, ueR",
k k

. , Z, vkeRp,

X
0,k+l o0,k k

AeR™*", B8 k™, ¢ eR" oraz is’tn’iejeA’l,
Definicja A. 1. Okreslone dla kazdego kelH wzajemnie jednoznaczne odwzorowa-
nie (@ "Mxt):R >R , d=nN+pN, przyporzadkowujace kazdemu pun'ktowi
(Sk\f( ,vk)eRd punkt (sk\x1 ,zk)eRJ gdzie sk\xlz(v\N,v>1/k), nazywamy swobodnym
odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie p k|xi przeksztatca dany zbidér
TIx cRd w zbidér

So J V (floJdxi)(Tki)*

={ (sk\>i( 6zk): (g \|Xo'Zk):(pok'IX ?(s \kxI ,vk),lg(s \x ,vk)ell>|< JcRd
Zbiér s kixj nazywamy zbiorem informacyjnym odpowiadajacym zbiorowi ¥|xj
zgodnie z odwzorowaniem P4k|x <
Twierdzenie A.1. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (A.1) to dla kazdego.
keH:

1) odwzorowanie " k|xj jest liniowe i ma postac:

P %
Sk Y
= <~ Jxi)(skNV vK) = H 1 vk
p
gdzie
sk\xlz (.WM‘V’\N(g

za$ macierz Hp okreslona jest nastepujaco

P = k wierszy macierzowych
CA
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m0 0 0 0 -
C 0
P =
2.
CAk'2 ... C 0 ... 0
k kolumn N-k kolumn

macierzowych macierzowych

11) odzworowanie odwrotne fi  [x"ma postac:

s \Xx "1 0" s \x
ko1 ko1
L OYE PRICHA Y ’
H 1 z
r
gdzie Hr=—Hp.
Dowdd. Prawdziwos¢ twierdzenia wynika z zaleznosci:
J-i
z.=CAJ\ +£ + Vv, =
oi 3 J=1 k

zapisanych w postaci macierzowej. Te same zaleznosci rozwikkane wzglgdem

zmiennych v¢ przy ustalonej wartosci x dajg posta¢ odwzorowania odwrotne-

go-
Twierdzenie A.2. Jezeli ukkad dynamiczny ma posta¢ (A- 1) to dla kazdego kelH

zachodzi :
Idetd j |-1
ok® 1
gdzie
Sk\xl Sk\xl
_ /a
\ ok! )g_a

jest macierzg Jacobiego odwzorowania p k|xi-
Dowdd. Macierz Jacobiego odwzorowania ji® x; jest tozsama z macierza
(Tw.A.1) okreslajacg to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest réwny

jednosci .
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Wniosek A. 1. Niech d(s \x -Zk% i %(sk\x1 ,vk) beda odpowiadajacymi sobie
zgodnie z odwzorowaniem objetosciami elementéw roézniczkowych zbioréw
Tjxi- Dla kazdego kelH zachodzi
d(sk\>% ’t%k) = d(sk\i( ,vk)
Stownie oznacza t, Ze objetos¢ elementu rézniczkowego (miara) jest
niezmiennikiem odwzorowania u ix-.
okI™i
Definicja A.2. Okreslone dla kazdego ksH wzajemnie jednoznaczne odwzorowa-
nie (pJxi):Rd->Rd, d=nN+pN, przyporzadkowujace kazdemu punktowi
(sk\xi,vk)edeQd punkt (sk\xi,zk)eRd, gdzie sk\xi:(WM,vNNk) nazywamy wymu-
szonym odwzorowaniem informacyjnym. Odwzorowanie IX] zalezy od praw

sterowania u”z1), i=l,..,k-i i przeksztatca dany zbidér ¥|xicRd w zbiér

:J(_(Sk\xl'Zk): (Sk\xl ,zk):(*qui )(sk\xi ,vk)!(sk\xi ,vk)e¥lx11IcRd
Twierdzenie A.3. Jezeli uk#ad dynamiczny ma posta¢ (A.2) i dane sg prawa
sterowania u”~Czl), i=I1 k-1 to dla kazdego kelH odwzorowanie MPJKj
okreslone jest niejawnie postacia:
S Sy

paz )

gdzie (Sk\)ﬁ ’;)zk)z (iiokJXI)(sk\xl’Vk) oraz

CBuj(z )
I *
P4(zk I) =
Cr AK¥ Bui(z®)
Dowéd. Niejawng posta¢ odwzorowania otrzymujemy wykorzystujac

zaleznosé:
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JH

z. =z _ tCV AJ¥IBu_(zD)
J °J 1 -

Dla j=2,...,k otrzymujemy po uporzadkowaniu do blokowego zapisu wektorowego
teza twierdzenia.

Uvaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania wymaga rozwiktania
zaleznosci z tw.A.3 wzgladem z , co jest mozliwe w pewnych przypadkach.
Jednego z nich dotyczy nastepujace

Twierdzenie A.4. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (A.2) m1 funkcje

urunCz*1), kelH sa liniowe to odwzorowanie P jest liniowe o postaci:
sk\x1 SN
L L,
21 22
gdzie
L21=C1—M) Hp L22=(1—M)
M =
M- e Mg ©

Macierz Hpokreélona jest jak w tw.A.1

Dowdd. Przy =zatozeniu Uliniowych funkcji u(zk), kelH, skkadnik p4(zk D

przedstawi¢ mozna kolejno w postaciach:

CBui(z )

p,@ )
C~r Acl"Bui(zl)

p4(z )= =Mz
Ma - - M1 ©

Stad
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s \x ‘1 o]
k1 " sk\x1
= ( )
Zk 0 1-M
Tt 0 s \x
k
Vk
(1—M)_1HP (1-m)"1

Twierdzenie A.5. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (@A.2) i Tunkcje
ukzuk(zk), kelH sg liniowe to zbidér Skixl jest wzajemnie jednoznacznym

liniowym odwzorowaniem zbioru S k|Xj- Wszystkie wartosci wkasne tego odwzo-

rowania wynosza 1.
AouoS. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (A.2) i1 prawa sterowania s3

liniowe to na podstawie tw.A.3 (patrz réwniez dowdd tw.A.3.) mamy:
s \xl Sk\xl
0 (@a-w-1

gdzie macierz M okreslona jest jak w tw.A.3. Stad wszystkie wartosci wkasne

macierzy powyzszego odwzorowania sg rowne 1

Twierdzenie A.6. Jezeli uk#ad dynamiczny ma posta¢ (A-2) to dla kazdego kelH
1 dowolnych funkcji u”~z1), i=l,...,k-1 zachodzi:

lletd X HdetJd j |=1

k11 okl 1
gdzie
SASTEE A
—a /a

jest macierza Jacobiego odwzorowania PK[x <

Dowdd. Odwzorowanie Pk [xI okreslone jest niejawnie (por. tn.A.3) postacia:

s \x i o - s, \x "0
k1 k 1

stad: =
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ﬂ}xl 1 0 %éxl 0
K K
v cHe 1t z LPAGE >

Macierz H 1 funkcja wektorowa p4 (z ) sa okreslone jak w tw. A1, tw.A.3.
P

'V, 1x, -H i+3p, (Zk1)/azk

Dla zatozonej postaci praw sterowania u,(2 ) 1=1,...,k-1 mamy:

#0
3p, (zk 1)/fiz =

Stad

det J -i,_ =det J .o =1
X P
k 1 k"1

co koniczy dowdd.
Wniosek A.2. Niech dts’\’\.zk), d(sK\xi>vk) beda odpowiadajacymi sobie
weddug odwzorowania Pk]xj objetosclami elementéw rézniczkowych zbioréw
SJ xi" TKki- Dla kazdeS® keH dla dowolnych funkcji u”~zl), 1=1,...,k-1
zachodzi

d(sk\lx ,zk) = d(sok\x 1,zok) = d(sk\x1 ,VK)
Stownie oznacza to, Ze objetos¢ elementu rézniczkowego (miara) jest nie-
zmiennikiem odwzorowania Uk JX1 -
Definicja A. 3. Niech dla kazdego kelH bedzie okreslone jednoznaczne odwzoro-
wanie (1j0 K Jx 1 ):Rd->Rd, d=nN+pN, przyporzadkowujace punktowi
(sk\>l< iz '02k 1)e(Sok|>§ )cRd  punkt (sk\>§ Vv (,)zk L)e(So’k_l Jxl)cRd. Odwzoro-

wanie g M|xi przeksztatca dany zbidér S M|xi w zbidér

So,k—lelz (n olkxl)l(sok'lxl) =

FCCS, V2R G5 N ERDE D X IS LZIOL (BN ZK) 6 S L
Twierdzenie A 7. Jezeli uk#ad dynamiczny ma posta¢ (A. 1) kazdego kelH odwzo-

rowanie nf ©xi jest liniowe i ma postacC :
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s \x s \x
k 1 k 1
v - z
pk ok
k-1 Zk—1
ZO o J
Odwzorowanie odwrotne | ma postac:
s \X 1 S \x *
k 1 k 1
Z . = H}Ck 1 vk
k-1 k-1
z, 1 Z,
gdzie
pk L P41k P42k 01
_ o
F41k [ CA™L]
F [ CAk2.. C 0 ...01
k-1 blokOw N-k-1 blok
Dowéd. Wykorzystujac rownanie wyjsScia wyrazamy z  przez w i vk przy

ustalonym xt co prowadzi do okreslenia Wk|Xj dla przypadku modelu o postaci

(A.1). Podobnie dla otrzymania postaci odwzorowania Ix wyrazamy
k-1

przez w i z przy ustalonym x.

Twierdzenie A.8. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢ (A.1) to dla kazdego ksH

Zachodzi:
ldetj I=i
T}okal
gdzie
\X s \x
ok-1 1 ok 1
\ ! X=a _k-1 /d Kk
ok 1 z z

jest macierzg Jacobiego odwzorowania X -

tujacej to odwzorowanie (Tw.A.7). Jej wyznacznik jest réwny 1
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Wniosek A.3. Pomiedzy objetosciami elementéw rézniczkowych  zbioréw

S Ix. S  Ix odpowiadajacych sobie Wed+u9 odwzorowania 7(7”(1|x1 zachodzi

ok-1 1" okl 1
zwigzek:
d(sok_l\x1 ,zlo< ):d(sok\x1 ,zL()

Podobnie pomiedzy objetosciami elementéw rézniczkowych zbioréw warunkowych
SO’ e 1I{x1 ,zé< 1). Sokll(xl,z(lf_l)(punkt A 2Def.A.5) zachodzizwiazek:

d(s0 —I\XI):d(Sok\Xl )dzok

.k
Definicja A. 4. Niech dla kazdego kslH bedzie okreslone wzajemnie jednoznacz-
ne odwzorowanie 17k Jxl :R&—>Rd, d=nN+DN, zalezne od praw sterowania u (z22).
1=1.... k-1, przyporzadkowujace punktowi (s™", 2%, zk 1)eS(|x cRd punkt

(sk\>§ v ,zk *)eSk_1[><10 Rd. Odwzorowanie q<l)§ przeksztatca dany zbiér

k

Sk Jxl w zbiér
S KFOLOG K F
= LG D, (VN FIPRG KOS GG ZKgsicl

Twierdzenie A.9. Jezeli ukkad dynamiczny ma posta¢ (A.2) i dane sa prawa
sterowania ul(zl), 1= to dla kazdego kelH odwzorowanie ﬁkkl

okreslone jest niejawnie postaciag

sk\xl* 1 sk\xI =0
_ . k-1*

Vi - _Hpk 1 Z x T opake 3

k-1 k-1

z 1 z 0
gdzie macierz H okreslona Jest jak w tw.A.7, za$ funkcja wektorowa
p~r(zk 1) jJak w tw.A. 3.
Dowéd. Posta¢ odwzorowania odpowiadajagca modelowi (A-2) wynika =z

zaleznosci IEZ o ka w ktérej X wyrazamy przez X traktowane jako ustalone
oraz wk 1. unz1), i=Il k-1.
Twierdzenie A.10. Jezeli uk¥ad dynamiczny ma posta¢ (A-2) to dla kazdego

kelH i dla dowolnej funkcji uMz ) zachodzi:
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|ciet |=ldetj ( 1
k1l 1 okl 1
gdzie
sk_l\xl sk\xl
=3 /d
V), X _
k11 Zk 1 Zk

jest macierzg Jacobiego odwzorowania Tk-

Dowéd. Macierz J_ , ma postac

\ I xi
-H i -ap,/az
L% I w
0 0 1

stad jej wyznacznik jest réwny 1

Wniosek A.4. Pomiedzy objetosclami odpowiadajacych sobie wedtug odwzorowa-

nia elementéw rozniczkowych zbioréw Sk 1]xj, SPxi zachodzi zwigzek:
d(sk N\xi>zk 1)=d(sK\xj,zk)

Podobnie pomiedzy objetosclami elementéw rézniczkowych zbioréw warunkowych

Sk |(xpzk ), Skjxi>zkl) (p-A.2. def.A.5) zachodzi zwigzek:

1740

A.2. Zbiory warunkowe ¥ rzuty

d(s,_y\x)=d(s,\x

Definicja A.5. Niech dla kazdego keH bedzie dany zbiér S klx o elementach

(sok\xl ,z‘l)<). Dla ustalonego z(l)< zbior Sc)k!xt ,zc>)<:{(s0k\x1 ):(s()k\x1 ,z{l)<)€50kllxl >

nazywamy zbiorem warunkowym zbioru Solz<li przy warunku z 03:

Zbidr S |x ,zk mozna interpretowa¢ geometrycznie jako rzut ortogonal-
ny na przestrzen zmiennych sdtf°d ‘przekroju™ danego =zbioru S |x
hiperptaszczyzng (w przestrzeni zmiennych (sok\x1 ,zok )] zi:oonst.

Definicja A.6. Niech dla kazdego kil bedzie dany zbidr S k|xj “elementz

(sok\xt,z(lf). Zbioér P Ix=n (S kal ):{ng):gf \1x (,)zk)%%1 lx} nazywamy

okl 1 zk “o

rzutem ortogonalnym zbioru %1 1Ix na przestrzen zmiennych zk. Zbiér
o o

Zd,lzg_lz{zrk:(zrl_,zg 'IePri,ixl} nazywamy warunkowym zbiorem obserwac

dla danego ciggu obserwacji z
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Pomijajac w def.A.5, A.6 indeks ‘0" otrzymujemy definicje zbioréw:
S Jzk, P, Z Iz*"1.
K kK’ ki1
Twierdzenie A_.11. Jezeli uk#ad dynamiczny ma postacie (A.D, (A.2) to
pomiedzy zbiorami Sokll(x1 ,z(l)<), Skll(x1 ,Zk) zachodzi zwigzek:
Six,zksS Ix ,zk
k1l 1 okl 1 o

I), a funkcja wektorowa P, (zk_l) jest okreslone jak w

- k__k K
gdzie z=z2 -p, z
tw. A 3.

Dowdd. Dla kazdego kelH odwzorowanie Pk|Xj (Def.A.2) okreslone jest niejaw-

nie postacia:
sk\Xl sk\Xl m0
k K p f(zk_ls
z o 2

Zbiér warunkowy S’\J_x’\,zk mozna wyznaczy¢ ustalajac wartoscé 2 juz w
powyzszym wyrazeniu. Poniewaz przy ustalonym Z“ réwniez ustalone jest 21t
to p (zk_l) Jest wektorem [liczbowym, co prowadzi do shusznosci tezy.
Zauwazmy ze w opisany sposob nie mozna wyznaczy¢ zbioru

Sj (xi>zkvl) gdziels 1 s kprzy niezmienionej definicji zbioru i
funkcji wektorowej pézk_l). Wynika to stad, ze przy ustalonym zkM dla
15 1£ k nie Jest ustalone 2"

Twierdzenie A.12. Jezeli ukdad dynamiczny ma posta¢c @A. 1), (A.2), to

Domiedzy zbiorami Zoklzg_l, ZkiZk I zachodzi zwiagzek:

gdzie
k-1
. k-1» AV* Kk - L - U
P4e }=c A B ut(z )
=il
. . k-1 k-1
Dowdéd. Dla kazdego kelH przy ustalonym z =, * z "~ Jest wektorem
k-1

liczbowym 1 bezposrednio z réwnania obserwacji zk=z k+ P4k’z )e
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DODATEK B
Wybrane zagadnienia mlnimaksu
Niech X, V beda danymi, ograniczonymi domknietymi i zwartymi zbiorami.
Na zbiorze XxV okreslona jest funkcja f:XxV =R o wartosciach f(x,y), gdzie
LYy) e XV.
Definicja B.1. Problem

min max f(x,y)
XsX yeV

nazywamy problemem minimaksowym. Zakézmy Ze rozwiazanie rozpatrywanego
problemu istnieje i oznaczmy go przez (O<*,y*) 6 XXY.
Rozwigzanie problemu dekomponuje sie na dwa nastepujace etapy

D max X, Y)=FLY*())=g(x)

ysV

i) min g0 = g(x*)
xeX

Stad
y=y &)

Dla dalszych celéw wprowadzamy problem pomocniczy

max min f(X,y)
yeY xeX

ktérego rozwigzanie wyznaczamy nastepujaco

D min fX,y) = FX*(Y).y)=h¥)
xeX

i) max h(y) = h(y*)
yeY

Stad.
X=X
Dalej rozpatrywane sg warunki przy ktérych zachodzi
=y
tj. rozwigzania problemu minimaksowego i problemu pomocniczego sa takie
same.
Definicja B. 2. [1]. Punkt (x*,y*) e XXY nazywamy punktem sioddowym funkcji F
na zbiorze XxV Jezeli dla kazdego xeX i kazdego yeV zachodzi

FOC,y) s FOC,y™) ~ F(XLy™) @
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Twierdzenie B.1. [1], Istnienie punktu sioddowego funkcji T na zbiorze XxV
jest réwnowazne zaleznosci

min max f(x,y) = max min f(x,y) (©)
xeX yeY yeY xeX

Dowdd. Zauwazmy, ze wystepujace w rozpatrywanej zaleznosci minima i maxima
funkcji f wynikaja z jej ciaglosci oraz zwartosci i ograniczonosci zbioréw
X1V.

Rozpocznijmy od pokazania, ze z istnienia punktu siodtowego funkcji f
(@ wynika zalezos¢

min max f(x,y) = max min f(X,y)

xeX yeyY yeY xeX
Odpowiednio do def._.B.1 mamy

max FO<*,y) s min f(x,y*)
yeVv xeX
Stad
min max f(x,y) max min f(x,y)
xeX yeY yeY xeX
Poniewaz réwnoczesnie
max min f(X,y) s min max f(x,y)
yeY xeX xeX yeY
ostatecznie otrzymujemy
min max f(X,y) = max min f(x,y>
xeX yeY yeY xeX
co konczy pierwszg faze dowodu.

Przechodzac do fazy drugiej zatozy, z zachodzi (b) czyli

min max f(x,y) = max min f(X,y)

xeX yeV yeY xeX
Oznaczmy

max F(x,y) = (X, y* =900

yeY

min f0,y) = FO<),.y)=hE)

xeX

Na podstawie Cb) i ciagtosci funkcji g(xj, h(x) istniejg punkty x*eX, y*eY
takie, ze

min gG9) = g(x ) = max h(y) = h¢y )
xeX yeY
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Wykorzystujac powyzsza zalezno$¢ otrzymujemy
FO*,y)smax FO&,y) = gOx*) = h(y*) = min (X, y*)sf(c*,y*)
yeVv xeK
Podobnie
FOGY®)EmIn FOGLY*) = h(xX®) gy*) = max Ok y)LF(X*.y*}
xeX yeV

taczac powyzsze zaleznosci otrzymujemy (@) co koriczy catos¢ dowodu.

Recenzent: Prof, dr hab. inz. Bogdan Skalmierski

Wpdyneto do Redakcji 20.05. 1991

Abstract

In the paper an efficient solution to a problem of min - max control
strategies desing in the presence of unknown but bounded disturbances for
the plant described by a state space model 1is given. There has beeen proved
that for control strategies creating with the model a nested information
structure and the performance index being a maximal with respect to possib-
le intial state x5 aggregate of second moments of the image of the set
in the space of the controls and states the optimal control law is iIn each
moment of the considerd control horizon a linear function of the center of
gravity for the conditional set S|xi which coincides with the optimal value

x~ To find this value the auxiliary problem of parametric maximization is

solved.



