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PROCESY MARKOWA W STEROWANIU
DYSKRETNYCH PROCESOW PRZEMYSLOWYCH

Streszczenie. W pracy rozwazono dyskretne i ciggle sterowane procesy
Markowa typu dyfuzyjnego i pokazano mozliwo$s¢ ich zastosowania w
sterowaniu dyskretnymi procesami przemystowymi.

MARKOV PROCESSES IN THE CONTROL OF
DISCRETE EVENTS INDUSTRIAL PROCESSES

Summary. In the paper discrete and continuous controlled Markov pro-
cesses of diffusion type are considered. The possibility of their
applications for discrete manufacturing processes is presented.
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1. Wprowadzenie

Rozw6j metod stochastycznego sterowania produkcja zostatk wywodany dwoma
typami zadan praktycznych.

Pierwszy typ byt zwigzany =z wielokrokowymi procesami decyzyjnymi, gdy
oddziatywanie na system mogdto =zachodzi¢ tylko w okreslonych momentach
czasowych. Podobne zadania sg rozwigzywane przy zastosowaniu dyskretnego
stochastycznego dynamicznego programowania. Mozna tu wymieni¢ prace HOWARDA
[1]. BELLMANA [2]. OSAKI [3], DYNKINA 1 JUSZKIEWICZA [4].

Do drugiego typu nalezg zadania, w ktérych wystepuje problem ciagtego
sterowania ‘“ruchem”™ w obecnosci zakddcen losowych. Rozwigzywanie zadan tego
typu zwigzane jest z rozwigzywaniem rownan rozniczkowych, opisujacych "ruch",
natomiast zakkd6cenia sg stochastycznymi procesami losowymi. Prace z tego
zakresu bydy omawiane miedzy innymi przez WONHEMA [5], BUCY®"A, JOSEPHA [61,
KRYLOWA [7], SZIRIAJEWA [8],

W niniejszej pracy rozwazono dyskretne i cigagte sterowane procesy Markowa
dyfuzyjnego typu i pokazano mozliwos¢ ich zastosowania w sterowaniu
produkcja.-

W zwigzku z tym w punkcie 2 oméwiono dyskretne procesy Markowa z dochodami
oraz metode rekurencyjnag i iteracyjng przy optymalizowaniu pednego
oczekiwanego dochodu z dziatalnosci systemu. Rozpatrzono réwniez procesy
Markowa z czasem ciagtym, z przeliczalng liczbg stan6w. W punkcie 3 oméwiono
cigglte sterowane procesy Markowa dyfuzyjnego typu. Rozwazono réwnanie
Bellmana. W punkcie 4 (na tle oméwionych metod analizy stochastycznego
sterowania), przedstawiono mozliwos¢ stosowania tych metod do sterowania

produkcja masowg wyrobow na liniach montazowych lub w gniazdach

produkcyjnych.

2. Dyskretne i ciggte procesy Markowa z dochodami

Rozpatrzmy system, ktéry daje dochéd d» jednostek podczas przejscia

systemu ze stanu i do stanu j, i,Jj = 1,N.-Dana jest w zwigzku z tym macierz
dochodéw D = [d» j] oraz macierz stochastyczna prawdopodobienstw przejsé¢ w
jednym kroku P = (p- j)- Modelem systemu w tym przypadku jest sterowany

dyskretny proces Markowa ze skonczong liczbg standéw N. Dochdd jest wielkoscig

losowg 2z rozktadem prawdopodobienstw sterowanym losowymi zaleznoSciami

procesu Markowa.
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Niech V.(n) bedzie pednym oczekiwanym dochodem w ciggu n kolejnych
krokéw, jezeli w danej chwili system znajduje sie w stanie i. Mozna pokazac,

ze stuszna jest nastepujaca rekurencyjna zaleznos¢ dla i”Cn):

J=N
ch
J=1
Wzér ten zwykle wykorzystuje sie w postaci:
J=N
(2)
J=1
gdzie:
J=N
n=1.N (©)
J=1

Jest to oczekiwany dochdd w chwili wyjScia systemu ze stanu i lub inaczej
bezposredni oczekiwany dochéd zwlgzny ze stanem i.
W terminologii programowania dynamicznego jest Srednim dochodem w ciagu

jednego kroku. U symbolice wektorowej wzér (2) ma postac:

vin) =q +PV(h - D @

gdzie:

V(n) - wektor kolumnowy o N sk#adnikach - V/~Cn).

Analityczne badanie dyskretnych proceséw Markowa 2z dochodami jest
udatwione poprzez stosowanie przeksztalcenia Z. Daje ono mozliwos¢ otrzymania
Jawnych analitycznych zaleznosci dla pednych dochodéw w funkcji krokéw n.

Jezeli chcemy optymalizowa¢ naszg dziatalano$¢, to nalezy wybra¢ taka
k-strategie, aby przy optymalnym postepowaniu otrzymaé¢ max (+ 1), tzn.:
j=N
Vi(n + 1) = max (©)

k - skonczone.
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Wzér (5) jest rekurencyjng zaleznosciag dla pednych dochodéw. Nietrudno
zauwazyc¢, ze réwnos¢ ta wynika bezposrednio z zastosowania ‘'zasady
optymalnoscl™ Bellmana z programowania dynamicznego do procesow
rekurencyjnych typu Markowa.

Mamy wiec do czynienia z dyskretnym programowaniem dynamicznym.

Dla -duzych n zaréwno (2), jak i optymalna procedura wyznaczania V(n)
weddug (5) jest zbyt ucigzliwa, gdyz wymaga postepowania optymalnego w kazdym
kroku dla n = 1,N. Prowadzi to do znacznej ilosci obliczeh numerycznych.

W zwiazku z tym rozpatrzymy ergodyczny proces Markowa o N stanach i o
danych D oraz P. Chcemy wyznaczy¢ pedny oczekiwany dochdéd z przebiegu tego
procesu. Jest jasne, ze dochdéd ten zalezy od n i rosnie nieograniczenie przy
n—xd. Stad wykorzystanie w praktyce tego wskaznika dla diugotrwatych procesoéw
jest niecelowe. Bardziej w tym przypadku interesuje nas SREDNI DOCHOD w

jednostce czasu.
Niech S = [s_ _] bedzie ergodyczna macierzg parwdopodobieristw przejs¢ dla
1

Wprowadzmy wektor kolumnowy:

(6)

gdzie

jest sumg bezposrednich oczekiwanych dochodéw ¢*, usrednionych z wagami s"
Mozna pokaza¢ roéwniez, ze dla proceséw ergodycznych shuszna jest postac

asymptotyczna zaleznosci (4):
V(n) = ng +V (8)
Podstawiajac (8) do (@) otrzymamy ukdad N roéwnan liniowych, wigzacy

wielkos¢ Vv , i = i,N oraz g z macierzami prawdopodobienstw przejsé¢ i

dochodami procesu w postaci:
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Uktad ten ma N+1 niewiadomych i rozwigzuje sie go przy zatozeniu np. , ze VN=O.
Procedura wyznaczania rozwigzania optymalnego sktada sie 2z kolejnych
iteracji:
- okreslenia wag,
- poleczenia rozwiagzania.
Dla proces6ow Markowa z czasem ciagdtym wprowadzamy macierz intensywnosci

przejsc:

A= [ai J i,j =1I.N (©)]

Wéwczas oznaczajac

(Cl)
i=J
mozna pokaza¢, ze:
i=N
(10)
1=1
Macierz A nazywa sie macierza euasi-stochastyczng lub infinitezymalna.
a. . <0 a. >0
J. ] i.J
i
Istnieje jednoznaczny zwigzek miedzy macierza A oraz macierza P:
A = InP (11)

Stosujac na przyktad przeksztakcenia Laplace’a do analizy proceséw Markowa
z czasem ciaglym, mozna otrzyma¢ jawne zaleznosci dla prawdopodobienstw

standéw w funkcji czasu.
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3. Sterowane procesy dyfuzyjne

Zat6zmy obecnie, ze ewolucja pewnego systemu moze by¢ opisana roéwnaniem

rézniczkowym typu:
x(t) = e>(t,x(t)) (12)
wzgledem wektora parametréw x tego systemu.

Niech wektor p(t,x(t)) jest zaktb6cany oddziatywaniami losowymi. Woéwczas

y>(t,x(t)) mozna przedstawi¢ w postaci:

x(t) = m(t,x) + cr(t,x) e(t) a3)
gdzie:
m - wektor,
a" -macierz,

" e(t) - wektorowy proces losowy.

Wzér (13) lepiej uzywa¢ w formie calkowitej:

x(t) x(0) + m (t,x (8)) ds + tr(s,x(s)) dE(s) as

gdzie:
x(0) - wektor stanu poczagtkowego,
t
Jezeli Jr(s, x(s) )de(s) Jest catka stochastyczng Ito, to x(t) ma sens i
o
jest procesem Markowa dyfuzyjnego typu. £(t) w tym przypadku jest procesem
Browna.
Jezeli wspétczynniki m i a zalezg od pewnego parametru sterujacego, to
mamy do czynienia ze sterownaym procesem dyfuzyjnym.
Niech Ed jest d-wymiarowa przestrzenig euklidesowa, a x(t) procesem

losowym w tej przestrzeni, opisanym réwnaniem:

x () = x(0) + m[z(s), x(s)J ds + <r(z(s), x(s)3 dw(s) as)
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gdzie:
x(0) - stan wejsciowy procesu,
w(t) - dj - wymiarowy proces Wienera.
z(t) - wektor sterowan.
W réwnaniu tym m(z,y), <r(z,y) jest zadana funkcja punktu y e oraz

parametru sterujacego z. Oczywiscie:
m(z,y) - d - wymiarowy wektor,

m(z,y) = (m1(z,y)---. md(z,y}),

cr(z.y) -macierz o wymiarch d x d*,

<r@zy) = (" j@&Yy))-

Oznaczmy zbidér mozliwych sterowann, tzn. wartosci parametru z przez Z. 2a
pomoca wyboru losowego procesu Z(s) z wartosciami w Z, mozemy otrzymac roézne
rozwigzania réwnia (15) iw ten sposéb sterowa¢ rozpatrywanym procesem x(t).

Z praktycznego punktu widzenia naturalne jest, Ze wartosci procesu
sterujacego Z(s) w chwili s sg wybrane na podstawie obserwacji procesu x(t) w
chwili s. Stad Z(s) powinno by¢ funkcja trajektorii x(t) dla O <= t <= s;
Z(s) = Z(x[0, sj)- Niech dla kazdej trajektorii x(t) w czasie od t do t + At

poniesione koszty z dziatalnosci systemu wynosza:
0z(t) (x()At + 0(AL)) ,

gdzie:
*z<t) _ 2acpna funkcja.

Stad dla danej trajektorii procesu x(t) w czasie sterowania tracimy (lub

zyskujemy):

aZ = 0z(t) (x(©)) dt (16)

Zatem $rednio, przy wykorzystaniu strategii Z = z(x[0,s]) dla procesu x(t) ze

stanem poczatkowym x = x(0), tracimy:

00

VZO) = E [ ¢z(H) (x(1)) d) an
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Stosujac zasadg Bellmana mozna otrzyma¢ zaleznosci dla funkcji strat (lul

zyskéw, dochodéw) V(x) oraz ZE = zE(x, 10, s]), tak aby

V. ) <=V + e, e >0,

gdzie z - strategia e-optymalna.
V() = infE [ 6z(s) (x(s)) ds + V(x(t))] (18
z

Zauwazmy, ze 5j>z(x)Z nie zalezy w sposéb jawny od czasu. W ogélnym przypadku

EL ¢z(s) (x(8))ds + V(X(B)] <E [ ¢z(t) (x(t)) dt] (€)

Jednak kresy goérne dla obu wielkosci w nieréwnosci (19), wziete po wszystkich
strategiach, sa takie same, czego odzwierciedleniem jest wzér (18).
Stosujac wzor 1to (patrz np. [9]) na stochastyczne roézniczkowanie dc

funkcji V(x(t)) otrzymamy:

V(X) = E [v(x(©))d - E L[LZ(S) XG)) V(x(s)) dsl (20)

gdzie:

Lz(x) e \ (z,Xx) — — - + \ m~Niz”?)

ij=1 i1 S

atnN(z,x) = é \ Mk, x) IKE,X)
k=1
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Po pewnych przeksztakceniach otrzymujemy rézniczkowe réwnanie Bellmana:

inf [LzCOV() + 020)] = O (21)

ze?2

Réwnanie to podaje spos6b poszukiwania funkcji strat V(t) oraz sposoéb
otrzymywania optymalnych i c - optymalnych strategii.

Réwnanie (21) w formie rozwinietej ma postac:

inf al* (z,x)V i (x) +S m@E.x)Vv 2x) + £#M =0 @2)
262 I‘i_j:| X X i.J=1 X
gdzie_:

m'(z,x) - predkos¢ sktadowej i-tej zdeterminowanej procesu, gdy znajduje

sie on w punkcie x i ma miejsce sterowanie z,

v i = av/ax\ v = av/axixj
X X XJ

Macierz a(z,x) = (a" (z.,x)) = A <r(z,X) &T(z,x) charakteryzuje sktadowa dy-

fuzyjng procesu. Jest to macierz symetryczna:
T 1 T T
a o0 ) = é °*a = a (€X))

4. MozliwosSci praktycznego zastosowania modeli Markowa do sterowania

produkcja na liniach montazowych

Rozpatrywany bedzie system linii montazowych przedstawiony na rysunku 1.

M
X. > 1

Rys.l. System linii montazowych (n-liczba takich samych linii montazowych)
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Z takich linii wychodzg zraonotowane podzespoty danego wyrobu finalnego.
Podzespoty te po wykonaniu sa gromadzone w magazynie M. Nastepnie odbierane
przez inne linie montazowe o m - roéwnolegtych nitkach. Linie te sg identyczne
(m < n).

Oczywiscie, wskutek usterek liczba podzespotdéw zmonotowanych w chwili c*i
bedzie - zmienng losowg zalezng od zmiennej prawdopodobienstw usterek
na kazdej z n - linii wejSciowych. Przy zatozeniu, ze wystgpienie usterki na
danej linii wejsSciowej jest niezalezne od wystepowania usterek na pozostatych
oraz ze usterki te sa niezalezne od czasu, mozna pokaza¢, ze obowigzuje

nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

<i+1  maX <Ki + Xi+l “ m; 0> i=0,1,2,... @
Mamy tu do czynienia z dyskretnym procesem Markowa.
Sterowanie procesem {K"} - sterowanie zapasem magazynu, mozna oczywiscie

prowadzi¢ majac ustalong macierz dochodéw D i strategie postepowania.

5. Uwagi koncowe

W pracy oméwiono sterowane dyskretne procesy markowskie oraz ciggte typu
dyfuzyjnego do sterowania dyskretnych proceséw przemystowych. Stosowanie
dyskretnych proceséw Markowa do tego celu nie budzi wiekszych zastrzezeh pod
warunkiem, ze sg spednione odpowiednie zatozenia.

Stosowanie ciagtych proceséw Markowa opisanymi roéwnaniami roézniczkowymi
wymaga jednak uzasadnienia. Kazdy dyskretny proces przemystowy jest
rozpatrywany w dyskretnych chwilach czasu. Jezeli jednak czas przebiegu
procesu jest dostatecznie dbugi, to proces ten mozna aproksymowa¢ ciggkym
sterowanym procesem Markowa typu dyfuzyjnego. Na przyktad, jezeli linia
montazowa sktada sie z wielu stanowisk montazowych i obserwujemy jg przez
dhugi czas (kilka lub Kkilkanascie zmian), to dla celow planowania
ddugoterminowego mozna usredni¢ zyski otrzymane 2z poszczeg6lnych zmian i
optymalizowa¢ w ten spos6b zysk w miesiacu, roku itp.

Zaktadamy oczywiscie, ze zysk krotkoterminowy z dziakalnosci linii w
poszczegblnych okresach jest wielkoscig Jlosowg, ktdéra zalezy od losowego
wahania dostaw elementéw na linie, usterek tych elemnetéw, sprawnosci

obstugi, awaryjnosci maszyn.
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W ten sposéb mozna procesem ciggtym aproksymowa¢ trend zyskéw lub strat
oraz innych parametréw linii. Sterowanie takim procesem moze polega¢ na
przyk#ad na zatrzymaniu go w odpowiedniej chwili. Prognozowanie tego momentu
i optymalizacja kosztéw, ktore ponosimy u czasie procesu produkcyjnego, mozne

by¢ wykorzystana do sterowania dyskretnym procesem przemysdowym.
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Abstract

The development of the methods of stochastic control of manufacturing
process Is due to two types of practical tasks that have aries. The first
type is connected with multi-step decision process, in which the system can
be influenced only at determined time Instants. The similar tasks are solved
using discrete dynamic stochastic programming methods.

The task of the second kind is related to the problems of continuos
"motion™ control in presence of random interferences. Solving of this type of
tasks is connected with solving differential equation describing the
“motion”, while the intereferences are stochastic random process.

In the present paper both discrete and continuous controlled diffusion
type of a Markov process are regarded and their potential applications for
manufacturing control are discussed.

The discrete Markow process with profit are considered. The recursive and
iterative methods of optimizing the full expected profit from the operation
of discrete manufacturing system are presented. The continuous,
diffusion-type Markov processes are discussed and the applicability of the
theory of controlled Markov processes to control the extensive manufacturing
at assembly lines and on processing posts is proved.

As an example, the case of assemlyng line control at presence of random
faults of either supplied products as well as occuring in the line, 1is

discussed.



