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ZASTOSOWANIE MODELI ZE ZRODELAMI STEROWANYMI CEWEK SPRZEZONYCH
MAGNETYCZNIE W TOPOLOGICZNEJ ANALIZIE OBWODOW SLS

Streszczenie. Analiza dotyczy obwodu stacjonarnego liniowego ze sprzezeniami
magnetycznymi przy wymuszeniach sinusoidalnych, w stanie ustalonym. Wprowadzenie
odpowiednich modeli czwémikowych ze Zrédtami sterowanymi dla kazdej pary cewek
sprzezonych pozwala opisa¢ obwéd w oparciu o diagonalne macierze: impedancji w metodzie
pradéw strun i admitancji w metodzie napie¢ konarowych.

MODELS WITH CONTROL SOURCES FOR MAGNETICALLY COUPLED COILS
APPLIED TO TOPOLOGICAL ANALYSIS OF LINEAR CIRCUITS

Summary. Linear time - invariant circuits with magnetical couplings are analyzed
Respective four terminal network models are introduced, containing control sources for each
pair of coupled coils and enabling description of the curcuit basing on diagonal matrices:
impedance ones in the method of choral current and admittance ones in the method of branche
voltage.

(IPMMEHEHHE MOAEAETI MArHHTHO  COnPflI>KEHHbIX KATYLUEK C
ynPABREMbIMH HCTOMHHKAMU B TOnOAOrUMECKOM AHAAMBE
CTAUHOHAPHDIX  AHHEtfHbIX COCPEAOTOMEHHbIX (CAC) LiEfIEf]

PegioMe. B padoTe aHaAH3wpyeTcn  ycraHOBAeHHWki  pe>KHM  CTaunoHapHbix
AHHeriHbix Liened ¢ MamnTHbIMn conpRweHHRMM b CAyuae CHHycoHAaAbHoro
BXOAHOroO BO3A6UCTBHR CoOTBOTCByYiOUIMe MeTblpexnOAIOCHbie MOAeAH c
ynpaBAHeMbiMH nCTOMHUKaMU aar Kan~tAOu napy conpnateHHyx KaTyuieK
n0O3BOARIOT onncaTb ueAb onupanch Ha AnaroHaAbHye Maipmty: HMneAaHca
b MetOAe crpyHHyx tokob h aAMmaHca b MeTOAe BeTBeByx HanpfOKeHHU.
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1. WPROWADZENIE

Przedmiotem rozwazan jest stan ustalony w obwodzie SLS przy wymuszeniach

sinusoidalnych o wspélnej czestotliwosci zrédet zasilajacych. O obwodzie zaktadamy ponadto:

grafobwodu jest mocno spdjny (planarny lub nieplanarny),

kazdy element (aktywny lub pasywny) stanowi odrebng gataZz obwodu (grafu), z
czego wynika liczba weztow w i gatezi g,

orientacje gatezi w grafie wyznacza prad tej gatezi; napiecia wszystkich gatezi sg
zastrzatkowane przeciwko pradom (rys. 1a),

zrédta sterowane sg sterowane pragdami i napieciami gatezi pasywnych,

obwéd jest niesprzeczny, czyli istnieje drzewo grafu spetniajace warunek
konieczny rozwigzalnosci obwodu oraz jest spetniony warunek wystarczajacy

zalezny od wartosci liczbowych wspétczynnikdw sterowania Zrédet sterowanych.

W klasycznym podejsciu przy analizie topologicznej kazda para cewek sprzezonych

stanowi dwie gatezie grafu (rys.lb) i jest opisana réwnaniami o niediagonalnej macierzy

impedancji lub admitancji. Znaki impedancji (admitancji) sprzezen zalezg od ostrzatkowama

pradéw w cewkach wzgledem jednoimiennych zaciskéw. Rozpatrzymy wiec osobno kazdy z

obydwu przypadkéw ostrzatkowania pradow.

a) prady ostrzatkowane jednakowo wzgledem jednoimiennych zaciskéw(rys.lb). Réwnania

impedancyjne maja postac:

gdzie:

Zk = jeoLk, Zj = jcoLj, Zl§ = jcoMK 2)

Jezeli jest spetniony warunek

LkLj > Mijj . (3)

to réwnania (1) mozna przeksztatci¢ do postaci réwnan admitancyjnych:
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Y. = *Yi
()
ZI1Z -z iy
b) prady ostrzatkowane niejednakowo
wzgledem jednoimiennych zaciskéw (rys. Ic).

Odpowiednie réwnania majg postac:

W X zk V ®)
zK z,. .h.
Yk -YK
YE Y. ™

Opis pary cewek sprzezonych za pomoca
réwnan  impedancyjnych (1) lub  (6)
wystepuje w metodzie oczkowej (metoda
pradéw strun), opis za pomocg réwnan
admitancyjnych (4) lub (7) - w metodzie
weztowej (metoda napie¢ konarowych).
Rys.I Cewki sprzezone  wprowadzajg = wiec

niediagonalne podmacierze do macierzy impedancji Z33 czy macierzy admitancji Y33 obwodu.

2. MODELE CZWORNIKOWE CEWEK SPRZEZONYCH

Réwnaniom impedancyjnym i admitancyjnym opisujagcym pare cewek sprzezonych
mozna przyprzadkowaé schematy zastepcze ze zrédtami sterowanymi*. Sg to schematy
bezposrednie, w ktérych kazdemu sktadnikowi réwnania odpowiada jeden element schematu.
Zwroty sit elektromotorycznych i  wydajnosci  pradowych w schematach zaleza od

ostrzatkowania pragdéw wzgledem jednoimiennych zaciskéw.

Bezposrednie schematy zastepcze istniejg rowniez dla postaci H i G réwnan czwémikowych uktadu cewek

sprzezonycvh [2],
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rk

I Yk  Vij(T)

a)

c).
Rys.2

a) prady ostrzatkowane jednakowo wzgledem jednoimiennych zaciskéw (rys.2).
Rozpisane réwnania (1) opisujace pare cewek sprzezonych przedstawionych na rys.2a
maja postac:
UK ~ "k~ K + 7Kt
(8)
Réwnaniom (8) odpowiada schemat bezposredni z napieciowymi zrédtami sterowanymi
pokazany na rys.2b, aw zwigzku z tym w grafie wystepujg cztery gatezie (po dwie potgczone
""" - napieciowe
zrodta sterowane.
Rozpisane réwnania (4) opisujace te samg pare cewek sprzezonych majg postac:
1k-YfcUfc+YyUj
lj = YjUj + YkiUk ©)
Réwnaniom (9) odpowiada schemat bezposredni z pradowymi Zrédtami sterowanymi
pokazany na rys.2c, a w zwigzku z tym w grafie wystepujg cztery gatezie (po dwie potgczone
réwnolegle). Gatezie Kj' reprezentujg admitancje Yk ,Yj , natomiast gatezie kj" - pradowe
Zrddta sterowane.

b) prady ostrzatkowane niejednakowo wzgledem jednoimiennych zaciskéw (rys 3).
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k' k
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Analogiczne réwnania dla tego przypadku maja postac:

Uk = ZKE + ZKjlj . (10)
Uj = Zjlj + ZKlk.
Ik = YKUK + YKU j,

(11)
Ij = YjUj + YUK,

a odpowiadajace im schematy bezposrednie i gatezie grafu sg przedstawione na rys.3b i c.
Wprowadzenie w miejsce sprzezen zrdodet sterowanych zwigksza liczbe gatezi w grafie,

ale macierze impedancji i admitancji obwodu staja si¢ diagonalne. Kazda para cewek

sprzezonych wprowadza do analizy dwie dodatkowe gatezie, a przy schematach

impedancyjnych réwniez dwa dodatkowe wezty.

3.ROWNANIA WYJSCIOWE METODY OCZKOWEJ | WEZLOWEJ

Zaktadamy, ze obwéd (i graf) zawiera w weztdw i g galtezi tacznie z gateziami i weztami
dodatkowymi, ktére pojawity sie w zwigzku z wprowadzeniem Zrédet sterowanych

reprezentujacych sprzezenia.

‘Trzy cewki sprzezone miedzy sobg tworzg trzy pary cewek sprzezonych i wprowadzajg w sumie sze$¢
dodatkowych gatezi.
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Analiza obwodu wymaga wyznaczenia 2g niewiadomych (g niewiadomych pradéw i g
niewiadomych napiec).

Obwod jako cato$¢ opisujg dwa wektory:

w =K u* ublt,i=[ili2 ig]T (12)

Zbiér wszystkich gatezi nalezy podzieli¢ na pie¢ podzbioréw (grup):
1) sterowane zrédta pradowe w liczbie n’j-*
2) autonomiczne zrodia pradowe w liczbie nj,
3) galezie pasywne w liczbie gp,
4) autonomiczne zZrédta napieciowe w liczbie ne,
5) sterowane zrédta napieciowe w liczbie n’et
Do dalszej analizy nalezy wybraé¢ drzewo T grafu. Z warunku koniecznego
rozwigzalnosci obwodu wynika, ze grupy czwarta i pigta w cato$ci wchodzg w sktad drzewa,
stanowigc konary aktywne, a grupy pierwsza i druga w catosci wchodza w sktad dopetnienia
stanowigc struny aktywne. W obrebie grupy trzeciej przebiega podziat na struny i konary.
Cze$¢ gatezi grupy trzeciej stanowig struny pasywne, a cze$¢ konary pasywne (gp =g,p +gkP ).
Liczba wszystkich konaréw grafu wynosi w-1, a liczba strun g-w+1, wiec
gkp+ne+néd=w-I, (13)
Pp+nj+n =g-w+l (14)
Wyboru drzewa mozna dokona¢ [1,6] badajac wyznacznik kwadratowej
podmacierzy A 1stopnia w-1 macierzy incydencji A. Pierwsza kombinacja gatezi pasywnych w
liczbie glp =w -1 - n, - M i wszystkich gatezi grup czwartej i piatej, spetniajgca warunek
detA'=%l spetnia réwnanie A - At, czyli tworzy drzewo. Wybér drzewa pozwala po
wprowadzeniu numeracji gatezi  (najpierw  struny- podmacierz AL , potem konary -

podmacierz A t) przedstawi¢ macierz incydencji w postaci:

W celu tatwego poréwnania rezultatbw prezentowanej analizy z podejsciem klasycznym (przy
niediagonalnych macierzach Z38 ,Y3 ) pradowym Zrédtom sterowanym pochodzacym ze sprzezen
nadaje sie najnizsze numery gatezi, a dopiero nastepne numery przyprzadkowuje sie zwykilym
pradowym Zrédtom sterowanym.

f z powodéw podanych w przypisie * napieciowym Zrédtom sterowanym pochodzacym ze sprzezen nadaje
sie najwyzsze numery gatezi po wczesniejszym ponumerowaniu zwyktych napieciowych zrodet
sterowanych.
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A |ALATI (15)
Na podstawie macierzy A mozna dla przyjetego drzewa wyznaczy¢ macierze: oczek

fundamentalnych Bf i przekrojéw fundamentalnych % ze zwigzkéw [3]:

Bf=[l:-Aj(Aj)T], = Aj1A (16)

Poniewaz kazde oczko fundamentalne zawiera jedng strune, a kazdy przekroj
fundamentalny zawiera jeden konar, wigc w macierzach Bf i Qf wystepuja macierze
jednostkowe odpowiedniego stopnia (g-w+1 w macierzy Bf w-1 w macierzy Q f).

Bf=[1iBn2], <tf=[«tn,:l] (37)
Pomiedzy macierzami Bf i Qf (utworzonymi w oparciu o to samo drzewo i przy tej
samej numeracji gatezi) zachodzi zwigzek zwany guasi-ortogonalnoscia
<[fBj=0 (18)
i wynikajacy z niego zwigzek miedzy podmacierzami Qm i B n2 odpowiadajgcymi strunom i
konarom grafu
(19)

Oznaczajac indeksami od 1 do 5 podmacierze napie¢ i pradéw odpowiadajace

poszczeg6lnym grupom gatezi oraz indeksami s i k wielko$ci dotyczace strun i konaréw

mozna wektory napie¢ i pragdéw obwodu przedstawi¢ w postaci:

» 1 ]
u?2 * »2
w. 2 i *p
U= «3 =~ = - ;1= %3 =~ =" (20)
Rk - 4 K )
WF u4 - 5- i
-*J5 h
Przy uzyciu macierzy Bf i mozna zapisa¢ obydwa prawa Kirchhoffa od razu dla catego

obwodu w postaci:
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«13 0

«23

0

1 o

O 1
konary

«,, <2
«* = «2, «22
«32
struny
1 ® «13
» * «23
« % «33
struny

«l4
«24

«34
konary

«15

«25

«35

Z. Cichowska
o . (21)
=0 (22)

Wykorzystujac podziat (20) na struny i konary prawa Kirchhoffa mozna przeksztatci¢

do postaci:
(23)
lub do postaci transformacji oczkowej i przekrojowej
1, 1 0 0
|2 0 0 0
*3 = »21,= m h b J3 «L (24)
14 m?24 b T4 bL
15 X 5 mt b L
« 1 « * « !
«2 « » « 12 «32 «kp
«3 = « x = «13 «23 « L U4
«4 0 1 0 <.
« 5= 0 0 1

Wzory (24) i (25) stanowig podstawe zmniejszenia liczby niewiadomych w metodach
pradéw strun i napie¢ konarowych. Réwnania opisujace prawa Kirchhoffa i transformacje
wynikaja z topologii obwodu. Do wyprowadzenia metod obliczeniowych potrzebne sgjeszcze
réwnania wyrazajace prawo Ohma dla catego obwodu. Prawo to mozna rozpatrywac¢ od razu
Dla metody

w dwoéch postaciach - A oraz  przydatnych w poszczeg6lnych metodach.

pradéw strun ma ono posta¢ A:
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. o 0 0 .5 0 0
12 , 0 0 0o o o

«3 = 0 + 0 0 *33 0 0 »3
<4 E o o 0 0 0
w, 0 0 0 *53 0 0 »5

natomiast dla metody napie¢ konarowych posta¢ B:

. o 0 o0 o,
. .. 00 0 00
s -0,00 00 ,,
. ¢ 00 0 0 0 .
., o 00 .., 0 0 ,,

Przy prezentowanym podejsciu macierze Zss 1 Y sa diagonalne, natomiast w
macierzy K 5 wystepujg réwniez wyrazenia typu ZzkK reprezentujace napieciowe zrodia
sterowane pochodzace ze sprzezen, a w macierzy 1113 réwniez wyrazenia typu YK

reprezentujace pradowe Zr6dta sterowane pochodzace ze sprzezen.

4 METODA PRADOW STRUN I METODA NAPIEC KONAROWYCH

Wychodzgc z Il prawa Kirchhoffa (22), transformacji oczkowej (24) i postaci A prawa

Ohma (26) otrzymuje sie réwnania metody pradéw strun o n'j+g,pniewiadomych w postaci:

1-K .3B1J3 SK 138 13 R
.®33%33«?3 + «33%53® 12 ' *33*33@33+ ®35*53@33- K

*3®231z
_-B 34E - (B 33Z 338+ k S3B 23)1z.

Wychodzac z | prawa Kirchhoffa (21), transformacji przekrojowej (25) i postaci B
prawa Ohma (27) otrzymuje sie réwnania metody napie¢ konarowych o gkPrn’c niewiadomych
w postaci:

QiiBu”~tn + <inBuc<i[3+Q,,Yjjilu
1 H,Q.,3

_ _(Q1]B|3Q23 + Q |3Y 33<123)® _ QI2*z
«SS«h
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5 PRZYKLADY

Przyktad 1

Nalezy przeprowadzi¢ analize obwodu pokazanego na rys.4a metoda pradéw strun [3],
Na rys.4b przedstawiono obwéd z wprowadzonymi napieciowymi Zzrédtami sterowanymi
U U , ktérych zwrot wynika z jednakowego ostrzatkowania pradéw I ,1 wzgledem
jednoimiennych zaciskéw (rys.4a). Na rys.4c przedstawiono graf obwodu, na ktérym
zaznaczono wybrane drzewo przez pogrubienie konaréw i zaznaczono orientacje oczek
fundamentalnych.

Macierz oczek fundamentalnych ma posta¢ :
1:2:3 4 5 67 8:9:10 1

i!oi oo i i o0 o;i iii]i [i B, b,4 bls
0 1-10 0 1 1 02=01 By b2l b25
110 111 o 13 .0 O Bjg Iljj B2j
struny konary

Wektory pradéw i napie¢ poszczeg6lnych grup gatezi maja postac:

I, =[], U, =[u,If

«3 =[13,14,15,16,171\ u 3=[U3>U4)Ui,Ui,U7]T,
i4=[i,],ud=(u,] =e=[e,]>

= [9MDSN] + A5 = ['U9,UI0,Uil]

Wektor niewiadomych:

Macierz impedancji (diagonalna):

R} o)
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Rys.4
Macierze sterowania zZrédet sterowanych:

0 0 p9 0 0
K.,3 =[0a,0,0,d, K5=0 0 0 jtoM 0

0 0 jcoM 0 0.

Po wyznaczeniu wyrazen pomocniczych wystepujacych we wzorze (28) réwnania

obwodu utozone metodg praddéw strun przybieraja postac:

i(0)L6 +00M) +pg> R3+R4+j@>L6-~r-)' U133’ LEs* (R4Z]EM-p9)I2

W koncowym fragmencie rozwiagzania po wyznaczeniu catego rozptywu pradéw nalezy
poming¢ prady 110 ,In (réwne pradom 15 1« ) oraz pomina¢ napiecia Uio Uu ,wprowadzajac
wiasciwe napiecia na cewkach.

Us=Uj+U10, U#=Ui+U,
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Przyktad 2

Nalezy przeprowadzi¢ analize obwodu pokazanego na rys.5a metoda napig¢
konarowych [3],

Na rys.5b przedstawiono obwéd z wprowadzonymi pragdowymi zrodtami sterowanymi
v =¥Ym Us , I, = Ym U7 , ktérych zwrot wynika z niejednakowego ostrzalkowania pradéw

1's, 17 wzgledem jednoimiennych zaciskéw (rys.5a). Admitancje z rys.5b wynosza:
L, L, M
Y = y = y =___
ja>(L,Lg-M 2) ‘' jeo(L,L8-M 2) M jcoilrLg-M 2)

Na rys.Sc przedstawiono graf obwodu, na ktérym zaznaczono wybrane drzewo przez
pogrubienie konaréw i zaznaczono orientacje przekrojow fundamentalnych.

Macierz przekrojow fundamentalnych ma postac:

a b 1 2 3 4 5 6 7 89101

0 1 1;0 -1i-i 0 0 100 GO01
-1 0 g -1 0 i1 -1 0 ii 0002 g xk =p 00
<if= 0 0 1j0 -1 j-1 0 0 0 0 1 0;03= sy wmp =p 10
00 1:0 0 121 0 -1 0 0 1li 04 w9 wmp wmp 0 1
10 -1:0 0i0 1 0 0 0i0 o0i L5
2 3 4 5
struny konary

Wektory pradéw i napie¢ poszczegdlnych grup gatezi majg postac:

Wektor niewiadomych:

Macierz admitancji (diagonalna):u o
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a)

Rys.5
Macierze sterowania zrédet sterowanych:
0 0 0 YM O
H,3 0 ym o o o, h5=[oc o p o o
oGj 0 0 0 O
Po wyznaczeniu wyrazen pomocniczych wystepujacych we wzorze (29) réwnania
obwodu utozone metodg napie¢ konarowych przybierajg postac:
(1-a)G7+Y| (a-)G,-Ym, Ym" u7' (a-1)GI(E, +
-g7-ynm G7+Yj+G,+G4, -Yg yg = G7E, +(G7+G9)E2+I1#4
0, -P, 1. u,. -PE2
W konicowym fragmencie rozwigzania po wyznaczeniu catego rozktadu napie¢ nalezy
pominagé napiecia U,,Ub (réwne napieciom Us,U7) oraz pomingé¢ prady I,lb wprowadzajac

wiasciwe prady cewek
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Abstract

Form terminal networks with control sources (fig.2, fig.3) of the coupled magnetical
couplings result from equations (8), (9) while currents have been equidirectional arrowed with
respect to uniname clamps and from equations (10), (11) in the oposite case. These models
enable to derive choral current method (formula 28) and branch voltage method (formula 29)
using diagonal impedance or admittance matrices. Magnetics couplings of coils are taken in to
account in the respective groups of control sources. Examples are given to illustrate the
considerations. The lowest numbers have been given to the branches with current control
sources resulting from the couplings while the highest ones aré prescribed to the voltage
control sources resulting from the couplings. It enables to compare the results with the analysis

for nondiagonal matrices Z8and Y3



