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BLEDY WYZNACZANIA IMPEDANCJI CELKI ELEKTROCHEMICZNEJ
METODA DFT 1 I1CH MINIMALIZACJA

Streszczenie. W artykule zdefioniowano b#ad wyzna-

czania 1impedancji celki elektrochemicznej wynikajacy z
zastosowania do obliczen DFT, a nastepnie opisano metody
minimalizacji tego bledu. Pierwsza metoda polega na
zastosowaniu funkcji sklejanych, druga na podziale ciggu
préobek sygnatu wymuszajacego i sygnatu odpowiedzi na
podciagi. Wypadkowa DFT obliczana jest na podstawie DFT
podciggow.

ERRORS OF RECKONING THE IMPEDANCE OF ELECTROCHEMICAL
CELL USING DFT AND THEIR MINIMALIZATION

Summary. In this article the error of reckoning the

impedance of electrochemical cell, which is caused by
using DFT, is defined. Then minimalization methods of
this error are described. The first method is based on
making use of spline functions, the second on division
the samples sequence into subsequences. Resultant DFT is
calculated on the ground of subsequence-DFT.

DIE IMPEDANZBESTIMMUNGSFEHLER DURCH DIE ANWENDUNG
VON DFT ENTSTANDENDE UND IHRER MINIMIERUNG

Zusammenfassung. Im Artikel wurde ein, durch die

Anwendung von DFT entstandende, Impedanzbestimmungsfehler
einer elektrochemischen Zelle definiert. Zwei methoden
zur Minimierung des Fehlers wurden beschriben. Die erste
Methode basiert aut die Anwendung von Spline-Funktionen,
die Zweite auf der Teilung der Probenfolge des
Eingangssignals sowie des Antwortsignals in Teilfolgen.
Die resultierende DFT wird aus den DFT von den Teilfolen
berchnet.
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1. WSTEP

Celka elektrochemiczna jest urzgdzeniem do badania zjawisk
zachodzacych na styku metal - elektrolit. Zjawiska te maja
istotne znaczenia w ogniwach i procesach korozji. Badania opie-
raja sie na wyznaczaniu impedancji przejscia metal - elektrolit
oraz konstruowaniu elektrycznego schematu zastepczego.
Znajomos¢ wartosci elementéw tego schematu umozliwia odpo-
wiednig interpretacje zjawisk elektrochemicznych. Aby
prawiddowo skonstruowa¢ schemat zastepczy i okresli¢ wartosci
jego elementow, nalezy wyznaczy¢ impedancje celki (przejscia
metal - elektrolit) w zakresie od 0,01 Hz do 20 kHz.

Wyznaczenie charakterystyki czestotliwosciowej impedancji
metoda punkt po punkcie moze trwa¢ kilka dni, gdyz pomiar w
celu wyznaczenia jednego punktu trwa Kkilka okreséw, a jeden
okres w dolnym zakresie czestotliwosci trwa 100 sekund. Przy
zatozeniu, ze impedancja celki w badanym zakresie napie¢ jest
liniowa (napiecia sg na poziomie mV), istnieje mozliwos¢ pobu-
dzenia celki napieciem odksztatconym o duzej zawartosci harmo-
nicznych, a nastepnie poprzez przetransformowanie (DFT) sygnatu
pobudzenia i1 odpowiedzi w dziedzine czestotliwosci - wyznacze-
nie impedancji dla wszystkich harmonicznych jednocze$nie. Meto-
da ta wykazata duzg przydatnos¢ praktyczng i1 umozliwida
ograniczenie czasu wyznaczania charakterystyki do kilku minut.

Wyznaczona tg metodg charakterystyka moze by¢ jednak w
pewnych warunkach obarczona znacznymi bdedami. Celem pracy jest
okreslenie wartosci tych bledéw oraz metod ich ograniczenia.

Przyczyng powstawania btedow jest fakt, ze dyskretna trans-
formata Fouriera jest tylko przyblizeniem cigglej transformaty,
uzywanym do obliczeh numerycznych. Przyblizenie to polega na:

1. zamianie przedziatu analizy sygnatu z ( =*°, m na (O, Tq),
gdzie To oznacza czas obserwacji sygnatu,
2. przyblizeniu calki za pomocg sumy.

Wymienione w punkcie 1) i 2) cechy powodujg, ze widmo
obliczone przy uzyciu DFT roézni sie od rzeczywistego widma
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sygnatu. Widmo uzyskane w wyniku DFT jest obarczone btedem
naktadania sie widm oraz bdedem przecieku widma.

Btedy otrzymane przy pomiarze impedancji celki z uzyciem DFT
wynikajg przede wszystkim z bdedu nakdadania sie widm. Ten blad
wynika z kolei ze zbyt malej czestotliwosci prébkowania
sygnatéw (twierdzenie Shannona). Czestotliwosci prébkowania nie
mozna juz jednak zwiekszy¢, gdyz dla zwiekszonej liczby probek
wystepuja problemy z kompilacja programu do oblicznia DFT na
komputerze klasu PC (maksymalna liczba prébek, dla ktérej
mozliwe byto obliczenie DFT, wyniosta 4 096).

W celu eliminacji bd#edu nakkadania sie widm mozna réwniez
zastosowa¢ Filtr, ktéry odfiltruje z sygnalu harmoniczne o
czestotliwosci wiekszej od potowy czestotliwosci prébkowania
(powodujagce nakdadanie sie widm). Jednak zastosowanie tej meto-
dy powoduje powstanie dodatkowych btedéw wprowadzanych przez
filtr.

Celem pracy byto przeanalizowanie mozliwosSci programowego
(tzn. za pomocag odpowiednich procedur numerycznych operujacych
na ciggach probek) ograniczenia btedu nakdadania sie widm dla
sygnatu wymuszajgcego 1 odpowiedzi, a w efekcie ograniczenia
btedu wyznaczenia impedancji celki.

2. OPIS METODY POMIARU IMPEDANCJI CELKI Z WYKORZYSTANIEM DFT

Do pomiaru impedancji celki zastosowano metode polegajaca na
badaniu stanéw nieustalonych. W tym celu zmierzono za pomocag
ukdadu pomiarowego z przetwornikiem a/c) odpowiedz pradowg i(t)
ukdadu celki elektrochemicznej na wymuszenie bedace napieciowym
sygnatem prostokatnym u(t):

u® = @)
O dla t<0, t>

Nastepnie obliczono dyskretng transformate Fouriera sygnatu
wymuszajgcego i odpowiedzi (rys.l.).
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Rys.l.

Fig.l.
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I x
0 1/T, 2/To 3/T0O 4/T0 0 1/T0 2/T0 3/T0 4/T0

Sygnat wymuszajacy u(t), sygnat odpowiedzi i(t) oraz ich
widma amplitudowe obliczone przy uzyciu DFT

Input signal u(t), output signal iI(Y) and their
amplitude spectrums calculated using DFT

Impedancje celki dla kolejnych czestotliwosci (bedacych
kolejnymi wielokrotnosciami czestotliwosci podstawowej) obli-
czono nastepujaco (rys.2):

Rys.2.

Fig.2.

Obliczenia numeryczne przeprowadzane w komputerze

Schematyczne przedstawienie metody obliczenia impedancji
celki z uzyciem DFT

Schematic representation of impedance of the cell
calculating using DFT

ive - VKT ) UDFT(ikfO)

rT(kFj DT (jkfj - K= 0L2 5 - @)
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gdzie:

F, quﬁ:; transformata Fouriera sygnatu wymuszajacego
(napieciowego),

Fi" ldft ~ tramsfflormata Fouriera sygnatu odpowiedzi (prado-
wego),

fo = iO - czestotliwos¢ podstawowa,

N - liczba prébek sygnatu wymuszajacego (réwna liczbie

prébek sygnatu odpowiedzi) . .
Impedancje celki mozna wyrazi¢ réwniez w nastepujacy sposob:

z  (kF ) - (RtGkfg) lexp(3aDFT(ikfeSy _________ )
DFI ° |IDFT (jkfo) |exp(JPDFT (Jkfo))
|Zar (o) | = _IU£FT"kf0) | ) @
1, gkf, )1
ipDFT (jkfo) = aDFT (ikfo) B BDFT(jkf ? -7 (5)

gdzie:

JWFTI” “dft ~ mocut i faza sygnatu wymuszajacego u(t)obliczone
za pomocg DFT,

11 |, "DFT “ moduk i faza sygnatu odpowiedzi i(t) obliczone
za pomocg DFT,

lZDFT 1, mDFT - modut i1 faza impedancji celki obliczone za pomo-
cg DFT.

W  wyniku obliczen otrzymujemy wartosci impedancji dla
czestotliwosci nalezacych do przedziatu (o, N*fo/2).. W celu
obliczenia impedancji celki dla innego zakresu czestotliwosci
wystarczy zmieni¢ czas T i ewentualnie liczbe prébek N. Wzory
okreslajace zakres czestotliwosci oraz rozdzielczos¢
czestotliwosciowg impedancji obliczonej opisywang metodg s3
nastepujace:
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o

Nalezy zauwazy¢, ze m-krotne zwiekszanie czasu obserwacji
sygnatow, wymagane przy obliczaniu impedancji dla m-krotnie
mniejszej czestotliwosci f.;, ., powoduje koniecznos¢ m-krotnego
zwiekszenia liczby probek N sygnatu wymuszajgcego i odpowiedzi.
W przeciwnym razie zmniejsza sie czestotliwos¢ prébkowania i
wzrastaja btedy spowodowane zastosowaniem DFT do obliczenia
impedancji celki. W praktyce wymagana jest znajomos¢ impedancji
celki dla czestotliwosci od 0,01 Hz do 20 kHz, a to zgodnie ze
wzorami (®) 1 (7)), wymaga czasu pomiaru sygnatu To = 100 s 1
liczby prébek N = 222 = 4 194 304 (tabela 1 - pozycja 1). Przy
uzyciu komputera (PC 486) niemozliwe jest obliczenie DFT dla
tej liczby prébek. W zwigzku z tym zmodyfikowano metode obli-
czenia impedancji. W tym celu podzielono wymagany zakres
czestotliwosci na dwa podzakresy (tabela 1 - pozycja 2, 3) i
wykonano pomiary oraz obliczenia DFT oddzielnie dla kazdego z
tych podzakresow.

Tabela 1
Parametry probkowania sygnatu

Zakres czestotliwosci Wymagane parametry

pomiarowe
czesto- czesto- roz- okres liczba czesto-
Sposeb tliwos¢ tliwos¢ dziel- obser- robek thiwose
- min. max. czos¢ wacji P prébko-
Lp. pomia- wania
ru
f f AF

min

max To [S] N [ fs [H]
Hz] Hzl Hzl

1 deden 501 20 971 0.01 100 222= 419430 41 943

zakres

2 dwa 0.01 20 0.01 100 212= 4096 41
podza-

3 kresy 10 20 480 10 0.1 212= 4096 40 960

(Uwaga: wartosc¢ f; wynika z wartosci T, iN)
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Przy podziale na podzakresy zmniejsza sie przede wszystkim
wymagana liczba prébek, a w zwigzku z tym mozliwe jest
obliczenie DFT za pomocg komputera klasy PC. Ujemng strong
podziatu na podzakresy jest zmniejszenie sie rozdzielczosci dla
drugiego podzakresu oraz wzrost bdedéw DFT dla pierwszego
podzakresu, wynikajgcy ze zmniejszenia sie czestotliwosci
prébkowania. Mniejsza rozdzielczos¢ dla drugiego podzakresu
jest wystarczajgco duza. Natomiast wzrost bdedéw DFT powoduje
duze znikesztatcenia widma sygnatu wymuszajgcego i1 odpowiedzi,
a w konsekwencji duze bledy impedancji obliczonej na podstawie
tych widm.

Tak wiec w celu obliczenia impedancji dla catego wymaganego
zakresu czestotliwosci nalezy tak zmodyfikowa¢ opisywang metode
pomiaru, aby ograniczy¢ bdad wprowadzany przez DFT.

3. METODA OBLICZENIA BLEDU WYZNACZENIA IMPEDANCJI  CELKI
SPOWODOWANEGO ZASTOSOWANIEM DFT

3.1. 0golny schemat obliczen

Na podstawie wzoru (2) otrzymuje sie wartos¢ impedancji dla
czestotliwosci kfO obarczong btedem wprowadzanym przez
zastosowanie DFT:

= ZDFT (jkFO) - Z(jkfO0). ©

Przyjmujac pewien model elektryczny celki, impedancje Z(jkfo)
mozna obliczy¢ bezposrednio (réwnanie (10)) na podstawie tego
modelu, przy czym impedancja nie bedzie obarczona biedami
wprowadzanymi przez DFT. Nastepnie oblicza sie impedancje
ZDFT (jkfo) dla przyjetego modelu celki wedtug metody opisanej w
punkcie 2 (Wzér (2)), a wiec obarczong b¥edami wprowadzanymi
przez DFT. W tym celu nalezy najpierw obliczy¢ teoretyczng
odpowiedz i(t) tak zmodelowanej celki na sygnat wymuszajacy
u( zoér (@) oraz dokona¢ DFT obu sygnatéw i skorzysta¢ ze
wzoru (2). 0golny schemat obliczenn przedstawia rys.3:
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Rys.3. Schemat blokowy obliczenia bdedu wyznaczenia impedancji
spowodowanego zastosowaniem DFT

Fig.3. Btock diagram of calculating of impedance error caused
by using DFT

Przyjety model (schemat zastepczy) celki elektrochemicznej jest
prawdziwy dla wiekszosci badanych celek. Poszczegélne celki
rozniag sie gloéwnie wartoscig elementéw schematu. W modelu
przyjeto takie wartosci elementéw, aby b#ad wyznaczenia
impedancji byt mozliwie duzy. Przy takim zatozeniu blad
wyznaczenia impedancji w uk#adzie rzeczywistym powinien byc¢
zawsze mniejszy od oszacowanego.

3.2. Model elektryczny celki elektrochemicznej

Na podstawie wczesSniejszych wynikéw pomiaréw celki, przy
pisaniu programu komputerowego do analizy bdeddéw DFT, zamodelo-
wano impedancje celki za pomocg dwéjnika typu RC (rys-4). Impe-
dancje celki obliczong na podstawie tego modelu opisuje
rownanie:

R 27rfrReC
ZGF) = R+ ————mm — o —j - 10
1 1+ (2nfR2CE)2 1 + (ifRCi)2

Zbior wartosci z(f) dla f e(0,») mozna przedstawi¢ we
wspotrzenych zespolonych, otrzymujac wykres Nyguista impedancji
celki. Wykres ten jest Kkrzywg parametryczng, tj. kazdej
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czestotliwosci z przedziatu (0,») przyporzadkowany jest jeden
punkt na wykresie, okreslajacy jednoczesnie moduk i argument
impedancji. Wykres Nyaguista dla impedancji celki  jest
pétokregiem o Srodku w punkcie (R + Rz/2, 0) oraz promieniu
Rz/2, <o przedstawiono na rys.4.

Rys.4. Model impedancji celki elektrochemicznej oraz wykres
Nyguista impedancji celki dla tego modelu

Fig.4. Model of electrochemical cell impedance and its Nyquist
diagram.

Zgodnie z og6lnym schematem obliczenn bdedu wyznaczenia impe-
dancji celki, spowodowanego zastosowaniem DFT (rys.3), po
przyjeciu modelu celki nalezy obliczy¢ teoretyczny sygnat odpo-
wiedzi i () tak zamodelowanej celki na sygnat wymuszajgcy u(t)

wzor (D).

3.3. Obliczenie odpowiedzi pradowej na prostokatny sygnat
wymuszajacy dla przyjetego modelu celKi

Réwnanie opisujace obwdd celki (dla sygnatu wymuszajgcego
u(t) 1 przyjetego modelu celki) ma nastepujaca postac:
T

a) dla czasu 0s t <
du » R n
R1° ¢nr +uc hr ++] =V Gd

T
b) dla czasu st<T
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gdzie:
rezystancja zastepcza obwodu:
R,R
12
Rz R +R a3
- napiecie na kondensatorze w chwili €t =T /2; zakla-

dajac, ze stata czasowa obwodu (r = RZC) jest co najmniej
pie¢ razy mniejsza od czasu TO/2 (tzn. zakkadajac, ze

uktad osigga stan wustalony do chwili t = T /2),
otrzymujemy:
Ue = U as
K m Rl + R2
t=Q
-0f"0—
3/

uo @4

Rys.5. Schemat =zastepczy obwodu do wyznaczenia odpowiedzi
pradowej i(t) celki elektrochemicznej

Fig.5. The substitute diagram of the circuit used for
calculating output signal i () of elekctrochemical celi

Po rozwigzaniu réwnan rézniczkowych (1) i (12) na podstawie
praw Kirchhoffa otrzymuje sie odpowiedz pradowg i(t):
T

a dla czasu O0s t <z

] U ( Ry -t/R,0)
1® =R1§R2 R, © ) a5
B) dla czasu t<T
] U.Ry T 72)/R ©
i© = - g @ + R, s

Na podstawie wzorow (1), (15), (@6) mozna obliczy¢ wartosci
prébek sygnatu wymuszajacego u(t) oraz odpowiedzi i(t) dla
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przyjetego czasu obserwacji sygnatéw oraz czestotliwosci
prébkowania. Nastepnie zgodnie ze schematem przedstawionym na
rys,3, mozna obliczy¢ blad wyznaczenia impedancji celki
wynikajacy z zastosowania DFT.

3.4. Transformata Fouriera sygnatu wymuszajgcego i1 sygnatu
odpowiedzi

W celu obliczenia bteddéw transformat sygnatu wymuszajgcego i
sygnatu odpowiedzi uzyskanych w wyniku DFT (z tych biedow
wynika b#ad wyznaczenia impedancji celki), nalezy najpierw
obliczy¢ teoretyczne transformaty obu sygnatéw. Dla sygnatu
wymuszajacego u(t):

m To/ 2
U(jf): f u(t)e—J27Tft dt — f U e—JZTrrtdt:
-@ 0
Sin(7ifT ) , cosGrff ) - I
=U - +j U ——- A > an
2JIF [ 21Tf >

Dla sygnatu odpowiedzi i(t):

To/ 2
-t/ (RC)-J2J1ft

IGH =] i®e™ 32 dt= | Ate z1e dt +

To/z  _jo7re T —(t-To/2)/(R C ) -J2 7Tft
+ 13A\L gt - %\,e zle dt =
To/2
, 27TF 1
= A e _ #+ A-—— sin(rrfT ) + (¢13))

t 1 (2rM)z+ x2 221y

T il-cos(7ifT )] +

JI[AI7;~ r  2sin(fTo)-(Aiy 2 2+ A - )D(l-cos(7rfTo)],
L (2Tif) + x T Qirh + X 2nfd J
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gdzie:
U R
Az = RiT?B_ - iE' <19>
Az - Ry N5 a0
* = r¥ 3 1>

Na podstawie wzorow (17) oraz (18 mozna obliczy¢
transformate sygnatu u(t) oraz i(t) dla dowolnej czestotliwosci.
Taka transformata nie jest obcigzona bdedami, ktére wystepuja,
gdy transformata sygnatu jest obliczana za pomoca DFT.

3.5. Zaleznos¢ btedu wyznaczenia impedancji celki od biedéw
DFT sygnatu wymuszajacego i odpowiedzi

Btad wyznaczenia impedancji celki wzor () wynika z
btedu naktadania sie widma sygnatu wymuszajacego u(t) oraz z
btedu naktadania sie widma sygnatu odpowiedzi i(t) (rys.6, 7).
Dla napie¢ obowiazujg wzory:

5 |ul(3kfo> = WDFTAkFoH - W GkF)I" @

5« Mkf0) = - «(jkfo), (€L))
a dla pradow:
a|x|UkF.> = |IDFT(kfo)| - |1(kfo)l @

V  jkfo) = PDFTAKFO) - F(Gkf>, @)

gdzie:

[Ul, a - rzeczywisty modut 1 faza sygnatu wymuszajacego u(t),

111, 0 -rzeczywisty modut i faza sygnatu odpowiedzi i (1),

s:u] , - bkad bezwzglednymodutu 1 TFazy sygnatu wymusza-
jJjacego, wynikajacy z bledu naktadania sie widma,

5..: , Sp -bkad bezwzgledny modutu i TFfazy sygnatu odpowiedzi
i(Di wynikajacy z bledu naktadania sie widma.
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Uwaga: we wzorach od () do (29): k=10, 1, ..., N

Korzystajagc ze wzorow (22) do (25) mozna wzory (4) i O,
wyrazajgce modud i Tfaze impedancje celKi, zapisaC w
nastepujacej postaci:

()

_ IVGKF ) I+ 6. - GkF )

Iz QGkf)l = ——- ] =
liGkfo) |+ 5Il I Gkfo)
IGKF )| IUGkfo) 5 | u| ~kfo)
ligkf )|+ 6, ,GkfF )©o3s IKjkf) |
IUGKF )|
IZGgkF )| + - Glul(*fo) - Ni(JKkF)),

@n

€ T GKF D = aQkf)) + 6, (GkF ) - 0 (kF ) + SAGKF ) =
= i>(Jkfo) + & (kfo) - 6~(kfo),

gdzie:
6°~ | - btad wzgledny modudu transformaty sygnatu u(t), wynika-
jJacy z btedu naktadania sie widma,

wzgledny modutu transformaty sygnatu i(t), wynika-
jacy z btedu naktadania sie widma,

~ii |

Na podstawie wzorow (26) oraz (27) wzory na wzgledny bdad
modudu impedancji celki 8°" | oraz wzgledny bdad fazy impedancji
celki 80 przybierajg postac:

Iz (|I<f )I- IZ(]kf )I

1" K °FT
Bk " 1Z(ikFo)

- jSDIHll(j KEQ) ~ « lil. 1(J M>] | 8J£-i-(-i-l'<'f'(;')' (28)
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6- (ikF ) = -HU — 20— o
v ° PgkF )

= «;«kf.) ~ «;(Jkf0) 6IBkfod~ ' (29)
1" a@kf,) BUkF ) ~ 1

gdzie:

Sa - btad wzgledny fazy transformaty sygnalu wymuszajacego
u (t)/ wynikajacy z bltedu naktadania sie widma,

6° - bkad wzgledny fazy transformaty sygnatu odpowiedzi (D),
wynikajacy z btedu naktadania sie widma,

Ze wzoru (28) wynika wniosek, ze bdad modutu impedancji
celki 67 | zalezy od iloczynu roéznicy bitedow i | oraz
wyrazenia zaleznego od 6° |. Wartos¢ tego wyrazenia rosnie ze
wzrostem 67 | (dla ™ t] = 0 wyrazenie to przyjmuje wartos¢ 1,
przy 5 | dazacymdo -1 wartos¢ wyrazenia dazy do
nieskoriczonosci - b#ad modudu impedancji dgzy wowczas roéwniez
do nieskoniczonosci).

B¥ad fazy 1impedancji celki 60 zalezy od stosunku fazy
sygnatu wymuszajgcego do fTazy sygnatu odpowiedzi i dazy do
zera, gdy stosunek ten dazy do jednosci.

Wykres modudtu i wzglednego bdedu modutu dla sygnatu
wymuszajgcego 1 odpowiedzi przedstawiono na rys.6 i 7:

) b

20 -to «0 80 100 120 110 l«0 180 200 0 20 10 60 80 100 120 110 160 180 200

Rys.6. Modut transformaty DFT sygnatu wymuszajgcego @ oraz
btad tego modutu ()

Fig.6. DFT transformation modulus of input signal (@ and its
error (b
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Rys.7. Modut transformaty DFT sygnatu odpowiedzi (@ oraz blad
tego modutu ()

Fig.7. DFT transformation modulus of output signal (@ and its
error ()

Uwaga: Na wykresach w skali logarytmicznej przyjeto oznaczenia:
M - 103, u - 106, n - 1079.

Cienka linig oznaczono krzywe teoretyczne, a grubg krzywe
obliczone przy uzyciu DFT.

Wykresy te zostaly wykonane dla nastepujacych parametrow
prébkowania, sygnatu wejsciowego oraz modelu celki: U = 1V,
T, = 10 s, N = 4096, R = 100 fi, R, = 1000 fi C; =10 UF.
Ogo6lnie mozna stwierdzi¢, ze wzgledny b¥ad modutu sygnatu wymu-
szajacego jak 1 sygnatu odpowiedzi 6”7 | rosnie wraz ze
wzrostem stosunku czestotliwosci sygnatu do czestotliwosci
prébkowania (/). Bledy te osiggaja wartos¢ zblizong do -100%
dla gornego zakresu czestotliwosci f = fmax = fs/2’ czyli
f/fg =0.5.

Btad fazy d3 sygnatu wymuszajacego niezaleznie od
czestotliwosci probkowania ma wartos¢ roéwng zero. Wynika to z
faktu, ze transformata sygnatu prostokgtnego uzyskana w wyniku
DFT sk#ada sie z prazkéow tylko o wartosciach urojonych (czesc¢
rzeczywista jest rowna zeru). W zwiazku z tym zardéwno faza
teoretyczna, jak i obliczona sg réwne -90°. Transformata
sygnatu odpowiedzi uzyskana w wyniku DFT sk#ada sie juz =z
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prazkéw o wartosciach zespolonych, dla ktérych zaréwno czesc¢
rzeczywista, jak i urojona sa obcigzone bltedem. W wyniku tego
btad fazy sygnatu odpowiedzi 5° jest rézny od zera. Blad ten
maleje wraz ze wzrostem czestotliwosci prébkowania. Zgodnie ze
wzorami (28) i1 (29) oméwione bledy fazy i1 modudu transformat
sygnatu wymuszajgcego 1 odpowiedzi powodujg bdad wyznaczenia
impedancji celki obliczonej metodg DFT (rys.8, 9).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.« 0.7 0.S 0.9 1.0 1.1 XI0 3

Rys.8. Wykres impedancji celki na plaszczyZnie zespolonej
Fig.8. Impedance of the cell complex diagram

Rys.9. Wykres modudu impedancji celki (@ i bdedu tego modutu
®
Fig.9. Impedance modulus of the cell @ and its error diagram

©)
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4. METODY OGRANICZENIA BLEDOW DFT PRZY POMIARZE IMPEDANCJI
CELK1 ELEKTROCHEMICZNEJ

4.1. Metoda 1 {[1D

Metoda ta polega na programowym zwiekszeniu ilosci proébek, a
tym samym czestotliwosci probkowania. Poniewaz nie znana jest
wartos¢ sygnatu poza chwilami probkowania, wartosci te oblicza
sie za pomoca interpolacji, korzystajac z dostepnej informacji
o sygnale (pierwotny zbidr probek). Jest to procedura
rownowazna Ffiltracji analogowej, gdyz w przypadku wystgpienia
znacznych zmian sygnatu w okresie miedzy pobraniem dwéch
kolejnych prébek, zmiany te nie zostang uwzglednione (co jest
réownowazne odfiltrowaniuskfadowych  sygnatu 0 wysokiej
czestotliwosci).

W wyniku interpolacji mozna  zwiekszy¢ czestotliwosé
probkowania 2, 4, 8, ... razy, co poWoduje odsuniecie widm
naktadajagcych sie na widmo pierwotne w Kkierunku wyzszych
czestotliwosci 1 zmniejszenie znieksztalcen. Do interpolacji
mozna zastosowa¢ Tunkcje sklejane. Metoda ta jest korzystna,
gdyz godzi dwa pozornie przeciwstawne postulaty dotyczace
interpolacji wielomianowej:

1) zerowe bitedy w wezkach, co wymaga wielomianéw wysokich
stopni,
2) mate biedy miedzy wezkami, co wymaga wielomianéw niskich

stopni .

Funkcja sklejana jest to funkcja bedgca przedziatami wielo-
mianem stopnia n-tego. W pracy zastosowano funkcje sklejane
stopnia trzeciego. Formalnie zadanie interpolacji funkcji
jednej zmiennej za pomoca funkcji sklejanych trzeciego stopnia
okresla sie nastepujgco:

D W przedziale [a, b] sa dane wezdy interpolacji, czyli argu-
menty funkcji interpolowanej, tworzace siatke n-1 podprze-
dziatéw:

a=Xx; YX < o <X < L <X <X . =Db (30).

n-1 n
oraz dyskretne wartosci funkcj i interpolowanej:

yk = F(xk)" k=0, 1, -.., n. @D
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I1). Wyznacza sie Tunkcje sklejang z(xX), okreslong na calym
przedziale [a, b] , spedniajaca nastepujace warunki:
1D w kazdym z podprzedziatow [xk, ] jest wielomianem
trzeciego stopnia o postaci:

z(X) s zk) = 3£ bkx -x)J, k=0,1,...,n-1I, @@
j=0

2) wielomian zk (X) na zbiorze weztéw spednia réwnosc:

Zk Ok} = yk = F(xJ* k= 0%¥I*——-»n-1, &

3) wielomian zk () jest Tfunkcjag c2[a, b], tzn. funkcja
ciggta na przedziale [a, b] wraz z pochodnymi do dru-
giego rzedu whkacznie, oznacza to miedzy innymi
szczeg6lnie wazng ciagtos¢ w weztach stanowigcych gra-
nice przedziatow:

3)
72 0 = 1K) Ze ) = g1 (). k=1,2,...n-1,

4) spednia warunki brzegowe:

Z"@ =7 O®=0. (€9)

Mozna  udowodni¢, zeokreslone w ten sposOb zadanie interpo-
lacyjne ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Idea omawianej metody redukcji btedéw polega na zwiekszeniu
liczby probek poprzez obliczenie (na podstawie ciggu probek
uzyskanych z pomiaru) dodatkowych prébek sygnatu. W tym celu
interpoluje sie sygnat pomiedzy kolejnymi prékami za pomocg
funkcji sklejanych. Wynikiem tej interpolacji jest wyznaczenie
wspotczynnikow wielomianéw interpolacyjnych, ktore umozliwiajag
obliczenie wartosci dodatkowych proébek.

W efekcie zastosowania omawianej metody otrzymuje sie widmo
sygnatu wymuszajacego (rys.10),ktére charakteryzuje sie
mniejszym bdedem nakkadania sie widma (por. rys.6), oraz widmo
sygnatu odpowiedzi (rys.11l), ktdre charakteryzuje sie mniejszym
btedem naktadania sie widma tylko dla drugiej potowy zakresu
czestotliwosci (por. rys.7). Tak wiec zastosowanie TFunkcji
sklejanych:
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a) pozwala na czesSciowe odfiltrowanie skdadowych  widma
odpowiedzialnych za blad naktadania sie widm (zmniejszenie
sie bledu widma sygnatéw dla drugiej potowy zakresu
czestotliwosci),

b) w zaleznosci od ksztattu sygnatu moze powodowac
znieksztatcenie widma dla pierwszej potowy zakresu
czestotliwosci 1 w efekcie zwiekszenie btedu widma (dla tego
podzakresu czestotliwosci).

Rys.10. Modut DFT sygnatu wymuszajgcego (@ i btad tego modutu
(®) po zastosowaniu funkcji sklejanych

Fig.10. DFT transformation modulus of input signal (@ and its
error (b) after using spline-functions

iKjoiomyj — t9: im = 3

200m “10

Iffl
500u 70

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Rys.11. Modut DFT sygnatu odpowiedzi (@ i bdad tego modutu ()
po zastosowaniu funkcji sklejanych

Fig.11l. DFT transformation modulus of output signal (@ and its
error (b) after using spline-functions

B
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Mimo ograniczenia btedéw widm sygnatow u(t) i1 () (dla pod-
zakresu T, dla ktorego wystepowata najwieksza wartos¢ bledu
6°|z]D/ biad wyznaczenia modudu impedancji celki 6° Hooke
wie tych widm zwieksza sie (rys.12, 13).

®
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Rys.12. Wykres impedancji celki na plaszczyznie zespolonej po
zastosowaniu funkcji sklejanych

Fig.12. Impedance of the cell complex diagram after using
spline-functions
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Rys.13. Wykres modudu impedancji celki (@ i btedu tego modutu
() po zastosowaniu funkcji sklejanych

Fig.13. Impedance modulus of the cell (@ and its error diagram
() after using spline-functions

Fakty te mozna wyjasni¢ nastepujgco: Biad modudu impedancji
celki jest tym mniejszy, 1im bardziej zblizone sg wartosci
btedow naktadania sie widma sygnatu wymuszajgcego i odpowiedzi
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oraz im mniejszy jest blad nakdadania sie widma sygnatu odpo-
wiedzi (wzor (28)). Zastosowanie Tunkcji sklejanych spowoduje
zmniejszenie btedu naktadania sie widma sygnatu odpowiedzi, ale
przy jednoczesnym zwiekszeniu roéznicy miedzy wartosciami bleddéw
naktadania sie widma sygnatu wymuszajacego i odpowiedzi. W
efekcie wypadkowy bi#ad modubu impedancji celki zwieksza sie
(mimo ograniczenia bdedu widm sygnatow).

Omawiana metoda 1 moze stuzyC¢ do redukcji bitedu naktadania
sie widma przy analizie sygnatdéw, jednak nie jest przydatna do
redukcji btedéw wyznaczenia impedancji celki elektrochemicznej
metodg DFT.

4.2. Metoda 2 ([2]1. [3D

Mozliwe jest obliczenie impedancji celki dla zakresu
czestotliwosci od fmin = 10 Hz do fmax = 20.48 kHz =z
dostatecznie matym bledem. Wymaga to dobrania nastepujacych
parametréw pomiaru:

- czas obserwacji sygnatu wymuszajgcego i odpowiedzi 0.1 s,
liczba probek 4096 (czestotliwos¢ probkowania 40.96 kHz).

W celu zmniejszenia czestotliwosci fmin (wymagana jest
f ,n = 0.01 Hz) nalezy zwiekszy¢ czas obserwacji sygnatow
(zgodnie ze wzorem (6)). Poniewaz niemozliwe jest rownoczesne
zwiekszenie liczby prébek (punkt 2), to zmniejsza sie
czestotliwos¢ probkowania (F* = N/Tq), a to powoduje niemozliwy
do przyjecia wzrost bdedu wyznaczenia impedancji celki
spowodowany nakd#adaniem sie widma. Rozwigzaniem tego problemu
jest metoda umozliwiajgca obliczenie DFT dla zwiekszonej liczby
prébek - gdy czas obserwacji sygnatow u(t) i i(t) wzrasta
n-razy, to roéwniez liczba prébek wzrasta n-razy, aby
czestotliwos¢ probkowania nie zmienida sie.

Punktem wyjscia tej metody jest wiec cigg probek sygnatu o
liczbie wyrazéow N, dla ktérej niemozliwe jest bezposrednie
obliczenie DFT. Cigg ten mozna podzieli¢ na R podciagbw, o
liczbie wyrazéw Nr, dla ktérej mozliwe jest obliczenie DFT:

N = RN . @6)

R
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W tabeli 2 przedstawiono numery wyrazow pierwotnego ciagu, z
ktérych sktadaja sie kolejne podciagi .-

Tabela 2
Podziat ciggu probek na podciagi

Nr podciagu Numery wyrazéw ciggu pierwotnego,
z ktérygg sktada s?e podciag
1 0, R, R, ..., (N\r—DR
2 1, R+1, 2R+1, ..., (Nr-1)R+1
k k-1, R+k-1, 2R+k-1, ..., ((Nr-1)R+k-1
R R-1, 2R-1, 3R-1, ..., NrR-1

Jesli pierwotny cigg probek skfada sie z N = 409 600
wyrazéw, to mozna go podzieli¢ na R = 100 podciggow o liczbie
wyrazéw Nr = 4 096. W tym przypadku kolejne podcigagi sg utwo-
rzone z proébek o nastepujacych numerach:

pierwszy podcigg probek sktada sie z 4 096 wyrazéw O nume-

rach:

0, 100, 200, ..., 409 500,

- drugi podciag probek skdada sie z 4096 wyrazdw o numerach:
1, 101, 201, ..., 409 501,

setny podciag probek skdada sie z 4096 wyrazéw o numerach:
99, 199, 299, ..., 409 599.

Nie mozna obliczy¢ DFT dla ciggu 409 600 proébek za pomoca
komputera klasy PC, mozna natomiast obliczy¢ DFT dla kazdego z
podciggow o liczbie wyrazow 4096.

Transformata catego ciggu proébek jest skdadana z transformat
podciggow. Pierwotny cigg probek mozna wyrazi¢ jako sume
podciggow:

@n
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gdzie:
xr — pierwotny cigg probek o liczbie wyrazow N,

«fr - k-ty podciag probek o liczbie wyrazéw Nr

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 w
i>X1
ITs
T T T .
4 8 12 v
TS_
n T T tTs
l 5 9 13 w
k*3
2Tc
T T T -
2 6 10 14
X4
¢ 3TS T
T
C SII T T T s
3 7 11 15 w

Rys .14 . Podziat ciggu prébek na podciagi dla N =

Fig.14. Division the samples sequence into
(N =16, Nr = 9

Na podstawie réwnania (37) oraz korzystajac z whkasnosci linio-
wosci transformaty Fouriera mozna zapisa¢ wzOor na transformate
ciagu probek:

F{x, } = Fp& + x2 + ... +xk + ...+ xR }=

NR NR

FOr> + FIXR> + . + FXrE + L+ FxRr}. ()

Transformaty  catego ciagu prébek nie mozna  obliczyc¢
bezposrednio ze wzoru (38). Nalezy jeszcze uwzglednié, ze DFT
realizuje obliczenia przy zalozeniu, ze pierwsza probka
podciggu odpowiada czasowi t = 0. W rzeczywistosci pierwsza
préobka dla k-tego podciggu wystepuje dla czasu t = (k-DT , a
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nie t = 0 (rys.14). To przesuniecie w czasie nalezy uwzglednic.
W tym celu stosuje sie twierdzenie o transformacie sygnatu
przesunietego w dziedzinie czasu:

-j2nrt
FHy(t - to)} = Fy(D}e 0, (€5))
gdzie:
y(t) - dowolny sygnat, dla ktérego istnieje transformata
Fouriera
t - wartos¢ przesuniecia w dziedzinie czasu.

Tak wiec transformaty podciggow nalezy obliczy¢ wedtug
wzoru:

~J270F (k-1)T

F<XNR> FDFT{XNH>e k=2"3..... R, (“0)
gdzie:
f(x%r} - dyskretna transformata k-tego podciagu uwzglednia-

jJaca przesuniecia w dziedzinie czasu,
fDfFt (xnr} ~dyskretna  transformata k-tego podciagu nie-
uwzgledniajaca przesuniecie w dziedzinie czasu.
Wzér pozwalajacy na obliczenie transformaty catego ciggu
prébek na podstawie transformaty podciagéw przyjmuje ostate-
cznie postac:

-j2nre
I:{Xn} = FDFT {X!\iLR b FDFT (XN2R Je S+ ...t
- J2TTF (k-1)T -J27F {R-1)T
* FDFT {XHR }e S+ -t FDFT {XIBR e S- &41)

W wyniku zastosowania metody 2 uzyskuje sie transformate
sygnatu dla nastepujacego zakresu czestotliwosci:
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Stosujac wzor (41) mozna obliczy¢ transformate sygnatu u(t)
oraz i(t), gdy liczba prébek jest wieksza od 4096. Umozliwia to
zwiekszenie czasu obserwacji sygnatow u(®) i1 () (@ wiec
zmniejszenie dolnego zakresu czestotliwosci, dla ktdérej mozna
obliczy¢ impedancje celki). Zwiekszanie liczby probek powoduje,
ze cigg proébek nalezy podzieli¢ na wiekszg liczbe podciggow.
Skutkiem tego zwieksza sie czas analizy, gdyz nalezy obliczyc¢
wiekszg liczbe transformat (dokkadnie tyle, na ile podciagow
zostatl podzielony ciag probek). W praktyce wymagana jest znajo-
mos¢ impedancji celki dla czestotliwosci od 0.01 Hz do 20 kHz.
Stad czas pomiaru T  sygnatu wymuszajacego i pdpowiedzi powi-
nien wynies¢ 100 s, a Hliczba prébek N powinna by¢ réwna
2°? =4 194 304 Hz (zgodnie z analizga przeprowadzong w
punkcie 2). W celu zastosowania wzoru (41) do obliczenia DFT
nalezy podzieli¢ ten ciag probek na 1024 podciagi o dtugosci
4096 proébek.

Ze wzgledu na czas przeprowadzono obliczenia dla liczby
prébek réwnej 409 600 (oznacza to, ze analizowano 100 podciggéw
o liczbie wyrazow 4096). Dla tej liczby probek czas obliczen
wynosi okodo 20 minut. Nalezy okresli¢, jaka jest najnizsza
czestotliwos¢, dla ktorej mozna obliczy¢ impedancje celki, przy
tej liczbie proébek:

Jak wynika z punktu 2, czestotliwos¢ proébkowania sygnatu
wymuszajgcego i odpowiedzi powinna  wynosic 40.96 kHz.
Przyjmujac, ze liczba prébek wynosi 409 600, otrzymuje sie czas
obserwacji sygnatu u(t) i i(o):

ro (M) = fg =10 [s], (CD)

a stad zgodnie ze wzorami (42 i B F ( =0.1 Hz, F =
= 204.8 Hz.

W celu osiaggniecia wymaganej czestotliwosci fmax =20.48 kHz
nalezy przeprowadzi¢ drugi pomiar dla czasu obserwacji 0.1 s i
liczby proébek 4096 (wymagana czestotliwos¢  proébkowania
40.96 kHz jest zachowana). Dla tej liczby prébek mozliwe jest
bezposrednie obliczenie DFT bez podziatu na podciagi .
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W celu uzyskania impedancji dla catego wymaganego zakresu
czestotliwosci konieczny jest wiec podziat na dwa podzakresy i
wykonanie oddzielnych obliczen dla kazdego z podzakreséw, przy
czym dla drugiego podzakresu mozliwe jest bezposrednie
obliczenie DFT. Parametry pomiarowe dla obu
zestawiono w tabeli 3.

podzakreséw

Tabela 3
Parametry pomiarowe dla podzakresow 1 i 2

Ef?@;gg %f?j;gg Rg;gégel_ 8E22?_ Liczba prébek E%?j;gg
Lp- min max et
f f AF To[s] N [-] s [Hz]
[Hz] Hz] [Hz]
1 0.1 204 .8 0.1 10 100*1012= 409600 40 960
2 10 20 480 10 0.1 212 = 4 096 40 960

Wykres modutu i fazy impedancji oraz b#edu modutu i bledu

fazy impedancji przy zastosowaniu omawianej metody przedstawio-
no na rys.15 i 16.

[ in —issasasr”........

2 B I
0.1 0.2 0.3 005 0.6 07 08 03 1.0 1.1 X103

Rys.15. Wykres impedancji celki na plaszczyznie zespolonej po
zastosowaniu podziatu na podciagi

Fig.15. Impedance of the cell complex diagram after using
division into subsequences
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Jak wynika z rys.16, maksymalny bdgd modutu impedancji udato
sie ograniczy¢ do wartosci 0.0045%, osiagajac przy tym dolny
zakres czestotliwosci obliczanej impedancji réwny 0.1 Hz.

) b

Rys.16. Wykres modutu impedancji celki (@ 1 biedutego modutu
() po zastosowaniu podziatu na podciaggi

Fig.16. Impedance modullus of the cell (@ and its error diagram
() after using division into subsequences

Uwaga: Na rys.15 i 16 krzywa teoretyczna pokrywa sie z krzywag
obliczong przy uzyciu DFT.

5. PODSUMOWANIE

Po przeanalizowaniu réznych metod redukcji bledéw DFT za
pomocg programu symulacji celki elektrochemicznej, najskute-
czniejsza okazata sie metoda, ktora pozwala na obliczenie DFT
przy teoretycznie dowolnej liczbie probek. Idea tej metody
polega na podziale ciggu probek na podcigagi o takiej liczbie
wyrazéw, dla ktorej jest mozliwe numeryczne obliczenie DFT na
komputerze klasy PC. Transformata catego ciggu probek jest
sk#adana z transformat podciggow proébek. Korzysta sie przy tym
z whasnosci liniowosci transformaty Fouriera oraz z twierdzenia
o transformacie sygnatu przesunietego w czasie.

Wada tej metody jest wydduzenie czasu analizy zwigzane z
koniecznoscig wielokrotnego wykonania obliczen DFT. Nalezy
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obliczy¢ tyle transformat, na ile podciagéw zostat podzielony
cigg probek.

Metoda zastosowana do redukcji bieddéw nakdtadania sie widma
przy obliczaniu impedancji celki jest uniwersalna i1 moze by¢
uzyta do redukcji btedu naktadania sie widma dowolnego sygnatu.

Dalsze prace nalezatoby prowadzi¢ w kierunku skrécenia czasu
obliczen metoda optymalizacji algorytmu.
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Abstract

Electrochemical cell 1is a device used for research of
effects, which take place on the metal-electrolyte contact.
Measurements are based on calculating metal-electrolyte contact
impedance in frequency range from 0.01 Hz to 20 kHz. To this
end the cell is excited by tensional rectangular input signal
and the current output signnal is measured (fig.1). Then both
signals are transformed into frequency domain (using DFT) and
the impedance of cell according to eqn. (@) is calculated.

In this paper the error of reckoning the impedance of elekctro-
chemical cell, which 1is caused by using DFT, is defined
(eqn.()). The error, introduced by using DFT, 1is caused by
overlapping of the spectrum, 1i.e. by too small sampling
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frequency. It is impossible to increase it, because it demands
increasing the number of samples till 22 = 4 194 304 (it
results from Shannon"s theorem). Direct calculating of DFT for
this number of samples is impossible (on PC 386) . Impedance
modulus of the cell and its error diagram for maximum possible
sampling frequency is shown on fig.9.

Then minimization methods of this error are described. The
First method is based on making use of interpolation (by spline
functions), in order to increase the number of samples. This is
a procedure, which causes filtering the high frequency
components and the result is that errors of overlapping of the
spectrum for input and output signal decrease (Fig.10 and 11).
However the dependence of the error of reckoning the impedance
of electrochemical cell upon this errors is of that sort
(eqn.(28)), that the error of impedance doesn"t decrease
(fig-13). So this method can only be used for minimization of
overlapping of spectrum error for analysis of signals.

The second method is based on increasing of sampling frequency
and division the samples sequence into subsequences. Resultant
DFT 1is calculated on the ground of subsequence DFT (egn.(4l)).
To this end the time displacement theorem and the linearity of
Fourier transformation is used. The decrease of the error of
reckoning the impedance of electrochemical cell depends on
increase of sampling frequency. Impedance modulus of the cell
and its error diagram after using this method 1is shown on
fig. 16 (division into 100 subsequences, each has N = 4'096
samples).



