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ANALIZA SKRECANIA KOMPOZYTOWYCH PRETOW
CIENKOSCIENNYCH O PROFILU ZAMKNIETYM

Streszczenie. W pracy tej rozpatrzono skrecanie swobodne (Saint Venanta) i skrepowane
(wystepuje deplanacja) kompozytowych pretéw cienkosciennych o profilu zamknietym.
Okreslono pola przemieszczen, odksztatcen i naprezeh zmienne na obwodzie i grubosci preta.
Wyniki poréwnano z programem ANSYS.

ANALYSIS OF TORSION OF THIN-WALLED COMPOSITE BEAMS WITH
CLOSED CROSS SECTION

Summary. In this paper uniform (Saint Venant) and nonuniform (with warping) theory of
torsion of thin walled composite beams with closed cross-section is developed. Introduced
here displacement, strain and stress field is changed on the contour and on the thickness of the
cross-section. Results are compared with ANSY'S program.

1 Wprowadzenie

Skrecanie pretéw cienkosciennych nalezy do bardzo ciekawych zagadnien mechaniki ciata
stalego. Zagadnienie skrecania swobodnego dla pretéw jednorodnych, izotropowych zostato
rozwigzane przez Saint Venanta [6], Badania zwigzane ze skrecaniem skrepowanym zostaty
zapoczatkowane przez Timoshenke [6], a dalej rozwijane przez Vlasova [8] i Umanskiego
[7], Ostatnio badania te sg zwigzane z nowymi materiatami, do ktérych zaliczamy zbrojone
wiéknami kompozyty. Mozemy tutaj wymienié¢ prace: [2], [4].

W wiekszo$ci artykutdw, majacych na celu sprowadzenie problemu do zagadnienia

jednowymiarowego, przyjeto zatozenie, ze funkcja deplanacji jest stata na grubosci preta.
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Tym samym pole przemieszczen i odksztatcen jest zwigzane z powierzchnig Srodkowa preta.
Odbiega od tego praca [2], w ktérej odksztatcenia zmieniajg sie na grubosci preta, ale sama
funkcja deplanacji jest stata na grubosci preta. Kolejnym problemem jest wyznaczenie
naprezen. Réwnania je opisujace bazuja najczesciej na teorii powtok cienkich, warstwowych,
do ktérej dodatkowo jest wprowadzona deplanacja. Niestety, nie spetniajg one lokalnych
réwnan réwnowagi Cauchy’ego. Problem ten jest rozwazony w artykule [4], Pominieto w nim
jednak deplanacje przekroju.

W pierwszej czesci pracy rozwazono problem skrecania swobodnego kompozytowych
pretéw cienkosciennych o profilu zamknietym. Jest postawione zadanie brzegowe oraz
réwnanie opisujgce funkcje deplanacji. Jest ona zalezna od wspo6trzednej obwodowej i
normalnej profilu preta. W drugiej cze$ci rozpatrzono problem skrecania skrepowanego
(wystepuje deplanacja). Wyprowadzono lokalne warunki réwnowagi, warunki brzegowe oraz

réwnania opisujace pole naprezen. Na zakonczenie teoria zostata zilustrowana przyktadami.

2. Skrecanie swobodne
Pret bedziemy modelowaé¢ powtoka walcowa (niekoniecznie kotowg), wielowarstwowa
zamknietg sktadajacg sie z N warstw; grubo$¢ kazdej k-tej warstwy (k=1,2,...,N) oznaczymy
N
przez tk, por. rys. 1. Grubo$¢ powtoki przyjmujemy za réwng h, tak ze h - Y.tk. Przy opisie
*j

geometrii powloki bedziemy stosowa¢ krzywoliniowy, ortogonalny uktad wspétrzednych

zwigzany z powierzchnig $rodkowg profilu preta (O nsz).

Fig. 1. Beam configuration
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Skfadowe wektora przemieszczenia (styczna us i radialna un) w przypadku przyjecia
hipotezy sztywnych przekrojéw, a takze kiedy w przekroju z = const wystepuje kat skrecenia
a{z)=9z, por. rys. 1, okreslimy nastepujaco:

«w =~a{z)g{s\ u, =a(zXp(s)+n). (D
Z zalozenia 0 zerowaniu sie odksztatcenia w Kierunku osi z(ez=0 - skrecanie swobodne)
okreslimy sktadowg osiowg przemieszczenia:
w{n,s) = a'i/l(n,s). (2)
Wréwnaniu tym wprowadzono funkcje deplanacji: y/.

Dla przypadku skrecania swobodnego mamy dwie niezerowe sktadowe stanu odksztatcenia:

k du 1 dw (_ 1
g
(3)
on Oz

gdzie, wystepujaca w réwnaniu (3) stata Lamego jest okreslona wzorem:
A=\+kn, k=—, p - promienkrzywizny .
P
Odksztatcenia (3), zgodnie z teorig de Saint Venanta, speiniaja réwnanie ciggtosci
odksztatcenn w kolejnych warstwach:

<4>

W rozpatrywanym tutaj problemie przyjmiemy, ze liniowe réwnania konstytutywne w

kolejnych warstwach opisane sg réwnaniem macierzowym:

—k —k ~

r/’\i
I“L e, s=alk =\2,..N- (5)
< Ass. « -3

W zwiazku zzerowaniem sie pozostatych skladowych stanu naprezenia otrzymamy

nastepujace lokalne réwnania réwnowagi Cauchy’ego:
IV J =0, [(a)+xUg,)=0. (6)

Rozwigzania bedziemy poszukiwali poprzez nowg funkcje naprezen Uk(n,s) klasy co

najmniejC,, ktérg wprowadzimy do réwnan (6) w kazdym z obszaréw R :

-y ,y1x(0,/)3(ms)t-z («i), Vzg(O,L). ()
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Zaleznosci pomiedzy naprezeniami stycznymi i funkcjg naprezen w poszczegélnych
warstwach sg okreslone zwigzkami:

~gdYp,

ds dn ®
Funkcja naprezen dodatkowo winna spetniaé¢ nastepujgce warunki:

- na brzegach profilu preta:

uA,s\=0. UN s \=const#0; ©
na styku dwu warstw:
A ‘ dul du,,. (10)
-uk,
dn dn

- Bredta na brzegu wewnetrznym profilu preta L (n=-h/2) :

IIEAdS: -2F. (11)

Zaleznosci (9), (10), (11) kolejno otrzymujemy: z warunku zerowania sie naprezen rk na
brzegu profilu preta; z warunku réwnowazenia sie naprezeh i r#l oraz nierozdzielnosci

przemieszczen w na styku warstw, oraz obliczajagc cyrkulacje pola katéw odksztatcenia
postaciowego. Przez F w réwnaniu Bredta okre$lono powierzchnie obszaru ograniczonego

brzegiem L .Pochodnaw réwnaniu (10)2i (11) zostata zdefiniowana nastepujaco:

12
dn dn n Ss (12)

Rozwigzanie zadania sprowadza sie do scatkowania réwnania roézniczkowego (przy
uwzglednieniu warunkéw (9), (10), (11)), ktére uzyskujemy podstawiajac do warunku

nierozdzielnosci (4), réwnania konstytutywne (5):

_:,4 _d_ ASUt 5, dut . 8 1duU, —9A. 13)
on dsdn ds A ds

Do zupetnosci postawienia problemu nalezy jeszcze przytoczyé warunek réwnowagi

wewnetrznej naprezen i momentu skrecajacego (obcigzenie zewnetrzne):

N 8Ut [ 1dut (14)
«T3i- poAp(s)yemy+- o o dfk dfk= Adnds.
Do rozwigzania réwnania (13) zastosowano metode matego parametru, ktorej podstawy

mozemy znalezé w monografii [5], Analizujgc tak otrzymane rozwigzanie, stwierdzono w
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ustrojach cienko$ciennych znikomy wptyw naprezenia r*, na catkowite pole naprezen. Stad
w rozwazanym dalej skrecaniu skrepowanym wptyw tego pola zostanie pominiety.

Funkcje deplanacji i//(n,s), wystepujacg w réwnaniu (2), okres$la¢ bedziemy poprzez
funkcje naprezenia Uk\n,s). Interesujgca nas zaleznos$¢ obliczymy poréwnujac réwnania (3),

(5), (6). Stad, wykorzystujagc twierdzenie o calce krzywoliniowej roézniczki zupetnej,

otrzymamy poszukiwang funkcje deplanacji:

Funkcja ta jest zalezna od wspétrzednej obwodowej s, a takze i wspoétrzednej normalnej n.
W wiekszosci prac, majacych na celu sprowadzenie rozpatrywanego tutaj problemu do
zadania jednowymiarowego, pomijana jest druga cze$¢ réwnania zwigzana ze wspoétrzedna
normalng. Tutaj przyjmiemy jedynie uproszczenie zwigzane z pominieciem naprezenia r*,,.
llustrujacy teorie przykiad pokazuje, ze calkowite pominiecie drugiego cztonu funkcji

deplanacji prowadzi do kilkunastoprocentowych biedéw.

3. Skrecanie skrepowane

W przypadku skrecania skrepowanego w pretach cienko$ciennych pojawiajg sie
dodatkowe naprezenia wycinkowe, bedace wynikiem ograniczonej swobody deplanowania
sie przekroju poprzecznego. Jest to zasadnicza réznica odrézniajgca przypadek skrecania
swobodnego i skrepowanego w analizie pretéw cienkosciennych. Stad (w stosunku do
skrecania swobodnego) w dalszej czes$ci wprowadzimy zatozenia, stuszne w pretach
cienkosciennych skrepowanych:

- skladowe stanu przemieszczenia okre$lone sg réwnaniami:

=-«(zM 4 wus=a(*)(?(w*)+« } =W {z)+Az"{n ,s). (16)
W odréznieniu od skrecania swobodnego przemieszczenie zwigzane z deplanacjg przekroju
zalezy od funkcji deplanacji ¢/ i nowej funkcji A(z), ktéra jako ,lepsza” dla opisu
zagadnienia w pretach cienkosciennych o profilu zamknietym, jako pierwszy, wprowadzit

Benscoter [1], W réwnaniu tym pojawita sie dodatkowo sktadowa przemieszczenia W (z), a
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konieczno$¢ jej wprowadzenia wynika z faktu wystepowania sprzezenia pomiedzy
skrecaniem a rozcigganiem w pretach kompozytowych.

- niezerowymi sktadowymi stanu odksztatcenia beda:

A du.
Ek=— = WATip(ns) = g * ds =& FWX«-'0+ XA> an
gdzie uwzgledniono:
e R = apen, 18)

oraz przyjeto, ze ze wzgledu na matg grubos$¢ (n Ip « 1) stata Lamego Ak =1,
- liniowe zwigzki konstytutywne, za klasyczng teorig powtok cienkich, warstwowych, przy

zatozeniu o zerowaniu sie naprezenia <8, zapiszemy w postaci macierzowej:

0 -Sp- 03 -
_e» 022 _«s3 B (19)
1T 023024 0 1, -« <v J7 .3
A 022 022

oraz w zaleznosci odwrotnej (odksztatcenie-naprezenie):

('.l _ S i
- przyjmiemy, ze naprezenia sg state na grubosci warstwy; stad wprowadzimy strumienie
naprezen zdefiniowane jako:
at=aMk t =T&t. (21)
PrzejdZzmy dalej do wyznaczenia funkcji deplanacji w przypadku skrecania skrepowanego.
Interesujgcg nas zalezno$¢ wyznaczymy poréwnujac ze sobg réwnania opisujace
odksztatcenia postaciowe (17)2 i (20)2 oraz uwzgledniajac zatozenie o zerowaniu sie
odksztatcenia postaciowego yzn. W ten sposéb uzyskamy:
+alft)-a'tk(p-n)] ds+)gdn. (22)
0 0 0
Nalezy podkresli¢, iz w poczatkowym etapie obliczeh nie znane nam sa wielkos$ci strumieni
naprezen wystepujacych w powyzszym réwnaniu. Z tego tez powodu przyjmiemy rozktad
funkcji deplanacji tak jak w przypadku skrecania swobodnego (15).
Lokalne réwnania réwnowagi i warunki brzegowe otrzymamy na drodze minimalizacji

funkcjonatu Lagrange’a. Przyjmiemy, ze pret wspornikowy obcigzony jest na swej dtugosci
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roztozonym momentem skrecajacym m(z), a na koncu momentem skupionym K. Stad
wariacja funkcjonatu catkowitejenergii potencjalnej przyjmie postac:
8lL=}dzz+ )*)- }m{z)5adz- KSa™ =0 (23)
0 = 0
Podstawiajac zaleznosci (21) do (23), a nastepnie stosujac twierdzenie Greena otrzymamy:
- lokalne réwnanie réwnowagi, ktére zapiszemy w postaci trzech sprzezonych ze sobg
réwnan:
SW"+I,,A"+IXa"-A")+1dA'=-m,
SrW"-{Sd-S s}V'+I¥A"+1,,a"-{I* -/.Xa'-A) =0, (24)
SNW"+SrA"+SXa''-")+S,,A'=0;

w réwnaniach tych wprowadzono charakterystyki geometryczno-wytrzymatos$ciowe:
K=zZ ~*7(A &=t~ 8\d s, Is=£<%$(/>+ «)\*,

k=] k=1 k=\

~Ne= i «344(p +nyrkitds, 1~ ='Ed~jAi//ttkds, S, (25)
=1

Je=1 *=1

Sv = N =7 « N AL, A =

jtei t=i t=i

- warunki brzegowe:

AN'+4,>1'+/,(a-X)+1dA=K, N=0, 5=0  na OF,

(26)
1IF=0, a=0, A=0, na OFO
gdzie wprowadzono sity wewnetrzne: osiowg - A' i bimoment -5, zdefiniowane jako:
N=Sjy+S*+S~a-Aj+S.A,
B = SWW'+IyA'+lvs{a™A)+1"A. (27)

Zadanie brzegowe skrecania skrepowanego kompozytowych pretéw cienkosciennych o
profilu zamknietym sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan (24) przy warunkach
brzegowych (26). Do rozwigzania problemu zastosowano MES. Bazujac na funkcjonale
Lagrange’a zbudowano pretowy element skoriczony o dwdéch weztach i siedmiu stopniach
swobody w kazdym z nich (3 translacje, 3 rotacje i deplanacja). Element ten zastosowano w
autorskim programie napisanym w Matlab-ie. Wiecej informacji z tego zakresu (rozwigzanie
zagadnienia metodg elementéw skonczonych) mozemy znalez¢ w artykule [3],

Pozostat jednak do rozwiazania jeszcze jeden problem. Mianowicie, wprowadzone
réwnaniami (18) naprezenia spetniajg warunki réwnowagi dla catego profilu preta, jednak nie

spetniajg lokalnych réwnan réwnowagi Cauchy’ego na jego obwodzie. Réwnania te dla
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przypadku skrecania skrepowanego (po przyjeciu wprowadzonych powyzej zatozen)
okreslone sg zalezno$ciami:

d d_t d_t
—r =0, —7T +—7Tr -0. (28)
& & 1

Przeksztatcajac réwnanie (20), mozemy zapisac:

n ~Atrk. (29)

33 33

Za$ r “ wyznaczymy z drugiego warunku Cauchy’ego (28):

*k

(30)

Statg catkowania r‘ wyznaczymy z warunku nierozdzielnosci przemieszczenn 8y/ds =0.

Przyjmujac, ze W* jest pomijalnie mate, ostateczny wzér na strumien naprezen stycznych

okreslimy réwnaniem:

au $ds anaM ana”~ds ands an J

gdzie:

ag=0;, (32)
au

W ten sposdéb zostato uzupetnione zadanie brzegowe skrecania skrepowanego warstwowych

pretéw cienkos$ciennych.

4. Analiza przyktadu i wnioski

Powyzszg teorie zilustrujemy przykladem. Przesledzimy, jak zmieniajg sie
przemieszczenia i naprezenia w poszczegélnych warstwach dla schematu zadania

przedstawionego na rys. 2.
[em]
Mz=3[kNm]
*L
y 100[cmj y 100[cmJ y

Rys. 2. Schemat zadania
Fig. 2. Scheme ofthe problem
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Scianki profilu zbudowane sg z trzech warstw o grubosci tt =0.33 cm i kodzie [30,0,30],

Materiatem jest kompozyt szkto E / epoksyd o nastepujgcych charakterystykach
materiatowych: £j =45GPa, £2=12GPa, G =5.5GPa, v12=0.28. Wyniki otrzymane
autorskim programem, napisanym w Matlab-ie, zostaly poréwnane 2z rezultatami
otrzymanymi pakietem ANSY'S, w ktérym zastosowano do rozwigzania problemu warstwowy
element powtokowy (SHELL99). Poréwnanie przemieszczen i naprezen, w odpowiednich

przekrojach, w poszczegélnych warstwach, otrzymanych dwoma metodami, znajduje sie na

rys. 3.
/w [m}a (T,
i (2=50cm) | L
jon
13 HH3
Lsgenda:
T [kNrffl ——Autorskie
(z*10cm) e ANSYS
> Sl A gg |
FER Y By VB raseime  FAfl!
L
/ /
ma « E——— |
BN g B e
T Mafl.io
(z=10cm)
warstwa
wewnetrzna "
D3U
TH m r
U L,
!
ira: D K B
-L3_ %n 1,41 iT

Rys. 3. Poréwnanie wynikéw
Fig. 3. Comparison of results

Mozna stwierdzi¢, ze wyniki otrzymane przy zastosowaniu przedstawionej teorii, s3
bardzo zblizone do rezultatbw otrzymanych programem ANSYS. Wigksze bledy w
naprezeniach sg konsekwencjg umiejscowienia analizowanego przekroju (blisko podpory -
wiec w obszarze, gdzie nie obowigzuje zasada de Saint Venanta). Réznice w
przemieszczeniach na grubosci profilu oraz w naprezeniach (w warstwach wewnetrznej i

zewnetrznej) siegajg 20%. Przy tradycyjnym podejsciu (funkcja deplanacji stata na grubosci
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profilu) wyniki w obydwu warstwach bylyby takie same (co jest nieprawda, por. rys. 3). Stad
mozna stwierdzi¢, ze zaproponowana teoria jest dokladniejsza (umozliwia $ledzenie
przemieszczen, odksztalcen i naprezen na calym przekroju poprzecznym, a nie tylko na

powierzchni $rodkowej).
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Abstract

In this paper uniform and nonuniform theory of torsion of thin walled composite beams
with closed cross-section is developed. More accurate method of calculation of warping
function is proposed. Here introduced function is changed on the contour and on the thickness
of the cross-section. The correctness of this way is checked on the example. The approach of

the numerical results obtained by the used authors and ANSYS program is satisfactory.



