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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH  
W ANALIZIE STATYKI PŁYT CIENKICH

Streszczenie. W  pracy rozw iązu je  się  zadanie zg inan ia  p łyty cienkiej przy zastosow aniu  
metody elem entów  brzegow ych. N a  brzegu  p ły ty  w ystępu ją  trzy  zm ienne sta tyczne  i trzy 
geometryczne. W  podanym  sform ułow aniu  n ie  w prow adza  się  zastępczej siły  poprzecznej na  
brzegu płyty o raz  sił skupionych w  narożach. W  w ęźle  elem entu  b rzegow ego  w y stęp u ją  dw ie 
niezależne niew iadom e. U w zględn ia  się rów nież w ystępow anie  p odpór słupow ych w  obręb ie  
płyty. D o zapisu  całkow ych rów nań brzegow ych  zastosow ano podejście  ko lokacy jne 
z punktami kolokacji um ieszczonym i na zew nątrz  płyty. Pozw oliło  to  w yelim inow ać  
obliczanie całek  osobliw ych.

APPLICATION OF BOUNDARY ELEMENT METHOD TO BENDING 
ANALYSIS OF THIN PLATES

Sum m ary. T he boundary  elem ent analysis o f  th in  p lates is p resen ted  in  the  paper. In  th is 
formulation there  are considered  three  geom etric  and th ree  static  v ariab les at th e  p late  
boundary. T his approach avoids the  developm ent o f  K irch h o ff fo rces at p late  co m ers and 
equivalent shear force at p late  boundary. T he p resen t fo rm ulation  is based  upon  tw o  degrees- 
of-freedom per boundary  node. The case  o f  colum n supports is considered , too. T he 
collocation version  o f  boundary  e lem ent m ethod w ith constan t e lem en t is adopted. T o  avoid 
the calculation o f  singular integrals, th e  source po in ts are located  slightly  ou tside  the  p late 
boundary.

1. Wprowadzenie

M etoda e lem entów  b rzegow ych  m a częste  zastosow anie  w  teorii p ły t cienk ich  oraz  płyt 

średniej grubości. W iększość  prac dotyczących  jej zastosow ania  w  tej dz iedzin ie  op iera  się na 

form ułow aniu rów nań  rów now agi przy użyciu  w ielkości znanych z  klasycznej teorii płyt, 

zastępczej siły poprzecznej na  b rzegu  płyty i sił skupionych w  narożach. N in iejsze
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opracow anie  prezen tu je  n ieco  inne podejście  bez potrzeby posług iw an ia  się  wielkościam i, 

k tó re  w  klasycznej teorii s łużą  do  uzgodnien ia  liczby w arunków  b rzegow ych  z rzędem 

rów nan ia  różn iczkow ego płyty. N a  brzegu  płyty rozw aża się trzy w ielkości statyczne: siłę 

p o p rzeczną  T„, m om ent zginający  M „ i m om ent skręcający M m o raz  trzy  wielkości 

geom etryczne: ug ięcie  w ,  kąty obrotu <p„ i ę>s [3]. Spośród tych w ielkości, zgodnie z 

w arunkam i brzegow ym i analizow anym i w  rozdziale 2, ty lko  dw ie należy  trak tow ać jako 

w ielkości niew iadom e.

B rzegow e rów nania  całkow e otrzym uje  się  w ykorzystu jąc  tw ierdzen ie  o wzajemności 

prac  B ettiego. R ozw aża się dw ie płyty: n ieskończoną, obc iążoną  jed n o s tk o w ą  siłą  skupioną 

oraz  rzeczyw istą, pod ob c iążen iem p (y )  (rys. 1). W  rezu ltacie  o trzym uje  się  rów nanie  całkowe 

w  postaci:

c(x) ■ w(x) + J [^ (y ,x )  • w (y) - M'n(y ,x ) ■ (pn(y) - U 'K (y, x) ■ ę s (y)] d T (y) = 
r

= J Vn (y) •w ' (y. x) -  M„ (y) ■ ę n (y, x) -  (y) • y, x)]- ciT(y) -  £ / ? ,  ■ w '(i, x)
r  ■ (1)

+  J /> ( y ) w '’ ( y , x ) d D ( y ) ,
o

1 r 2
g dzie  w*(y,x) = — — ln(r) - rozw iązanie  podstaw ow e (funkcja G reena) równania

D o7T

b iharm onicznego  V4vt'*(y,x) = - ^ - i ( y - x ) ,  r  = |y - x| i S  je s t  de ltą  D iraca  oraz

c(x) = 1, kiedy x je s t  położony w ew nątrz  obszaru płyty,

c(x) = 0.5 , kiedy x je s t położony na brzegu  gładkim  płyty,

c(x) = 0 , kiedy x je s t  położony na  zew nątrz  obszaru płyty.

D rug ie  rów nanie  m ożna o trzym ać zastępując jed n o s tk o w ą  siłę  skupioną P* =  l‘ 

jednostkow ym  m om entem  skupionym  M \  =  1*. Jest to  rów now ażne zróżniczkowaniu

pierw szego  rów nania  całkow ego (1) w zględem  w spółrzędnej n  w  punkcie  x na  brzegu płyty. 

R ów nanie to  m a postać:

c(x) ■ w(x) + j |T„ (y, x) ■ w (y ) - M \  (y, x) ■ ę n (y) -  A/L (y, x) • <ps (y)J- dT(y) =
r

= f Vn (y- *)•«'* (y>x) -  (y) • <p „ (y, *) -  A C  (y) • q>\(y, *)]• ^ ( y )  -  Y  R,, ■ w \ i ,  %)+
i (2)

+ j’/'(y )-w *(y ,x)-a O (y ),
n
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gdzie:

{ f i  ( y , \ ) , M  (y , x ) ,m L  (y , x), w ' (y , x), ę \  (y , x), ę \  (y , x)}=

dn (x )
{ C  (y , (y , x ) ,A /^  (y , x), w (y , x), ę n (y , x ), ę C (y ,x )} .

P ierw sza grupa  sil (p ły ta  n ieogran iczona)

D ruga  grupa  sił (p ły ta  rzeczyw ista)

x =  x  (xi,X2) x punk t ź ródłow y 
y  =  y  (x i,x 2) y punkt obserw acji

W  deflection

torsional moment

Tn shear force

Rys. 1. Wielkości występujące w  równaniach równowagi 
Fig. I. Variables present in the equilibrium equations

D yskretyzacji brzegu płyty dokonano przy użyciu  e lem entów  typu  „constans” . W  celu 

wyelim inow ania całek  osobliw ych  punk t źródłow y został n ieznaczn ie  odsunięty  n a  zew nątrz  

obszaru p ły ty  [2],
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2. W arunki brzegowe

W  niniejszym  rozdziale zo stan ą  przedstaw ione b rzegow e rów nania  całkowe 

odpow iadające  trzem  rodzajom  w arunków  brzegow ych.

2.1. B rzeg utw ierdzony

W arunki brzegow e:

Rys. 2. Wielkości niewiadome na brzegu utwierdzonym 
Fig. 2. The unknow ns on a clamped edge

N iew iadom ym i w ielkościam i są  siła poprzeczna T„ i m om ent zginający  M„ (rys.2). 

B rzegow e rów nania  całkow e m ają  postać:

w -  0, (p„ = 0 <ps = 0 M m =  0 .

{ [ ^ ( y )  • w*(y, x) -  M„ (y) ■ ę n(y,  *)]- dT(y)  + J  p(  y) ■ w 'iy .x )  • dCl(y) =  0
r Q

J [ 7’n(y)-'4' (y ,x )-A f„(y )-ę> „(y .x )j i r ( y )  + Jp (y ) -w  (y ,x )  d n (y )  = 0

2.2. B rzeg podparty  sw obodnie

W arunki brzegow e:

w = 0, M „=  0 ę ,=  0 M  m = 0  . (5)

i

Rys. 3. Wielkości niewiadome na brzegu podpartym swobodnie 
Fig. 3. The unknowns on simply-supported edge
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Niewiadomymi w ielkościam i są siła poprzeczna Tn i kąt obrotu w kierunku normalnym  

do elementu <p„ (rys.3). B rzegow e równania całkowe mają postać:

j[-A O y>x)-p » (y )]^ (y )  = J[7’n(y)->,'*(y>x) ] a r (y)+ j'/ ’(y)-M'*(y,x) ^ ( y )
r  r  o

| ^ - A / „ ( y , x) - ę )„ (y )J 'c r (y )  = J^ r„ (y )-w  (y, x ) J • dT(y) + J p ( y ) - w  (y ,x ) r fQ (y )
(6)

2.3. Brzeg sw obodny

Wamnki brzegowe:

r„=  o, M „=  0, M m = o . (7)

Rys. 4. Wielkości niewiadome na brzegu swobodnym 
Fig. 4. The unknowns on a  free edge

N iew iadom ym i w ielkościam i są  ug ięc ie  w oraz kąty  obro tu  w  k ierunku  norm alnym  

¡stycznym  do elem entu  <p„ i tps (rys.4). Pon iew aż re lacja  pom iędzy ę s i w je s t  znana,

tps = ^ Y qs , rozw aża  się  jed y n ie  dw a n iezależne  param etry: w oraz <pn. B rzegow e rów nania

całkowe m ają postać:

■ ¿ r ( y ) = { p (y ) ■ k'* (y, x) ■ <KXy)

j | r n(y,x)-

«'(y)
OS

GS
¿T(y) = Jp(y) v*’ (y,x) d&(y)

(8)

W obydwu równaniach można obliczyć budując iloraz różnicowy przy użyciu

trzech sąsiednich w ęzłów  (rys.5):

1 ,

(9)

<P,
(oi) _ 1 i 1— —w , ,  -  2w, + —-w,. 

d \ 2  "  1 2 '

( 10)

(U)
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W yrażen ia  (10) i (11) stosuje się  d la w ęzłów  położonych na początku i na końcu  krawędzi 
sw obodnej.

Rys. 5. Kąt obrotu styczny do elementu na brzegu swobodnym 
Fig. 5. The angle o f  rotation in tangent direction on a  free boundary

3. Przykłady obliczeń

Przeprow adzono  obliczenia d la  p łyty kw adratow ej i prostokątnej obciążonej równom iernie 

na pow ierzchni. B rzeg  płyty podzielono na elem enty o  równej długości. Wyniki 

p rzedstaw iono  w  w ielkościach  bezw ym iarow ych. O b liczen ia  p rzeprow adzono  przyjmując 

w spółczynnik  Po issona v =  0.3 oraz położenie punktu  kolokacji e  = A /d  = 0.001, gdzie: A- 

od leg łość  punktu  kolokacji od elem entu, d  - d ługość elem entu. C ałki quasi-diagonalne 

m acierzy  charakterystycznej ob liczono analitycznie, a  pozostałe num erycznie, wykorzystując 

dw unastopunktow ą kw adraturę Gaussa.

3.1 . P łyta  kw adratow a utw ierdzona na obw odzie. P odział brzegu na 44 elem enty

Moment zginający [M/pa2] Ugięcie [wD/pa4]

-0 .0002-

-0.0004

-0.0006 

-0 0008 

-0 001 

-0 .0 0 1 2

Rys. 6a. Płyta kwadratowa utwierdzona. Moment zginający i ugięcie wzdłuż osi symetrii płyt}' 
Fig. 6a. Clamped square plate. Bending moment and deflection along the symmetry axis
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Moment zginający na brzegu [M/pa2] Siła poprzeczna na brzegu [T/pa]

Rys. 6b. Płyta kwadratowa utwierdzona. Moment zginający i siła poprzeczna na brzegu 
Fig. 6b. Clamped square plate. Bending moment and shear force along the edge

Tabela 1
Płyta kwadratowa, utwierdzona

Rozwiązanie 
analityczne 
na brzegu

Rozwiązanie 
MEB 

na brzegu

Rozwiązanie 
analityczne 
w środku

Rozwiązanie 
MEB 

w środku
wD/pa4 - - 0.00126 0.00128
M /pa2 0.0513 0.0524 0.0231 0.0231

3.2. Płyta kw adratow a sw obod nie  podparta . P odzia ł brzegu na 44 elem enty

Moment zginający [M/pa ] Ugięcie [wD/pa ]

Rys. 7a. Płyta kwadratowa podparta swobodnie. Moment zginający i ugięcie wzdłuż osi symetrii płyty 
Fig. 7a. Simply-supported square plate. Bending moment and deflection along the symmetry axis

Siła poprzeczna na brzegu [T/pa]

Rys. 7b. Płyta kwadratowa podparta swobodnie. Siła poprzeczna na brzegu 
Fig. 7b. Simply-supported square plate. Shear force on the edge
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T abela  2
P łyta kw adratow a sw obodnie podparta_____________________

Rozwiązanie analityczne 
w środku

Rozwiązanie MEB 
w środku

wD/pa4 0.00406 0.00406
M/pci1 0.04790 0.04788

3.3 . P łyta kw adratow a podparta sw obodnie na dw óch przeciw ległych brzegach,
z  dw om a pozostałym i kraw ędziam i sw obodnym i. P odział brzegu na 44 elem enty

Ugięcie na krawędzi swobodnej [wD/pa4\ Ugięcie na osi symetrii [wD/pa4]

Rys. 8a. Płyta kwadratowa swobodnie podparta, z dwoma przeciwległymi krawędziami swobodnymi.
Ugięcie na osi symetrii równoległej do krawędzi swobodnej oraz wzdłuż krawędzi swobodnej 

Fig. 8a. Simply-supported square plate with two free opposite edge. Deflection on the symmetry axis 
parallel to the free edge and along the free edge

Moment zginający na osi symetrii [M/pa2] Ugięcie na osi symetrii [ wD/pa4]

Rys. 8b. Płyta kwadratowa swobodnie podparta, z dwrnma przeciwległymi krawędziami swobodnymi.
Moment zginający i ugięcie na osi symetrii płyty prostopadłej do krawędzi swobodnej 

Fig. 8b. Simply-supported square plate with two free opposite edge. Bending moment and deflection 
on the symmetry axis perpendicular to the free edge

Tabela 3
P ły ta  kw adratow a, podparta  sw obodnie na  dw óch przeciw ległych brzegach  z dw om a 
_____________  pozostałym i kraw ędziam i sw obodnym i_________________________

Rozwiązanie 
analityczne 
na brzegu

Rozwiązanie 
MEB 

na brzegu

Rozwiązanie 
analityczne 
w środku

Rozwiązanie 
MEB 

w środku
wD/pa4 0.01509 0.01506 0.01309 0.01294
M Jpa2 0.1318 0.1324 0.1225 0.1211
M v'pa2 - - 0.0271 0.0262
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3.4. Płyta kw adratow a utw ierdzona na dw óch przeciw ległych brzegach, z dw om a  
pozostałym i kraw ędziam i podpartym i sw obodnym i

T abela  4
P ły ta  kw adratow a, u tw ierdzona na dw óch przeciw ległych brzegach, 
 z  dw om a pozostałym i brzegam i podpartym i sw obodnie

Liczba
elementów

W środku 
¡wD/pa4]

W środku
W /P Ć 1

W środku
W /p a 2]

Na brzegu 
W /p J ]

MEB28 0.00194 0.0335 0.0245 -0.0713
MEB 44 0.00194 0.0336 0.0245 -0.0711
MEB60 0.00194 0.0336 0.0245 -0.0709

Rozw.anal. 0.00192 0.0332 0.0224 -0.0697

A nalizow ano rów nież p łyty p rostokątne o  różnych w arunkach brzegow ych 

i porów nyw ano w yniki ze  znanym i rozw iązaniam i analitycznym i [1], Podobn ie  ja k  d la  płyt 

kwadratowych zb ieżność w yników  num erycznych i analitycznych je s t  dobra.

3.5. Analiza w rażliw ości rozw iązania na param etr odsun ięcia  punktu kolokacji £ = 

Płyta kw adratow a, podparta sw obodnie. P odział brzegu na 44 elem enty

Rys. 9. Płyta kwadratowa podparta swobodnie. Analiza wrażliwości momentu zginającego i ugięcia na 

parametr s  = ^  . 44 elementy brzegowe 

Fig. 9. Simplv-supported square plate. Sensibility analysis o f  bending moment and deflection to the 
parameter e  = ^  . 44 boundary elements

T abela  5a
P ły ta  kw adratow a. A naliza w rażliw ości rozw iązania  na param etr i  = A /,

E  = A/d 0.001 0.01 0.05 0.1 0.5 1.0 2.0
M /pa2 -10"1 478.8325 478.7507 478.6974 478.4828 478.7765 478.7197 478.5331
wD/pa4 -10'5 406.3325 406.2733 406.0716 405.9365 406.1962 406.1235 405.9858

T abela 5b
P ły ta  kw adratow a. A naliza w rażliw ości rozw iązan ia  na  param etr e  = ^

6 = A /d 3.0 4.0 5.0 10.0 15.0 17.5 20.0
M/pa2 •10"' 479.0094 478.8841 479.3124 478.8236 334.0903 21408.32 3241958.0
wD/pa4 -10'5 406.3040 406.2375 406.2345 406.2352 406.1295 391.1743 -12906.73
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4. Wnioski

Proponow ana m etoda rozw iązyw ania  zadan ia  zg inania płyty cechuje się szybką 

zb ieżn o ścią  w yników  ju ż  przy niew ielk im  stopniu dyskrętyzacji. W  prezentowanym 

sform ułow aniu  n ie stosuje się na  b rzegu  zastępczych sił poprzecznych  i sił skupionych 

w  narożach płyty. Przy jęcie  punktów  kolokacji na  zew nątrz  obszaru  płyty eliminuje 

ob liczan ie  całek  osobliw ych. A naliza w rażliw ości rozw iązan ia  ze w zględu  na parametr 

e  = A /d  pokazuje, że  m ożna zastosow ać całkow anie num eryczne d la w szystk ich  elementów 

m acierzy charak terystycznej.
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A b stract

T he boundary  elem ent m ethod (B EM ) is often used  in the  theory  o f  bo th  th in  and thick 

plates. It is particulary  su itable to  analyse the p lates o f  arbitrary shapes and resting  on  column 

supports. T he paper presen ts a m odified approach in  w hich  three geom etric  and three static 

variab les at the  p late boundary  are considered. The present form ulation  is a  development 

o f  the  m odel w ith tw o  degrees-of-freedom  per boundary  node. The collocation  version of the 

boundary  elem ent m ethod w ith constan t elem ents and non-singular calcula tions o f  integrals is 

adopted. The d isplayed boundary  elem ent results dem onstra te  the  effectiveness and efficiency 

o f  the  proposed method.


