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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH
WANALIZIE STATYKI PLYT CIENKICH

Streszczenie. W pracy rozwigzuje sie zadanie zginania ptyty cienkiej przy zastosowaniu
metody elementéw brzegowych. Na brzegu ptyty wystepujg trzy zmienne statyczne i trzy
geometryczne. W podanym sformutowaniu nie wprowadza sie zastepczej sity poprzecznej na
brzegu ptyty oraz sit skupionych w narozach. W wezle elementu brzegowego wystepuja dwie
niezalezne niewiadome. Uwzglednia sie rowniez wystepowanie podpo6r stupowych w obrebie
ptyty. Do zapisu catkowych réwnan brzegowych zastosowano podejScie kolokacyjne
zpunktami kolokacji umieszczonymi na zewnatrz plyty. Pozwolito to wyeliminowaé
obliczanie catek osobliwych.

APPLICATION OF BOUNDARY ELEMENT METHOD TO BENDING
ANALYSIS OF THIN PLATES

Summary. The boundary element analysis of thin plates is presented in the paper. In this
formulation there are considered three geometric and three static variables at the plate
boundary. This approach avoids the development of Kirchhoff forces at plate comers and
equivalent shear force at plate boundary. The present formulation is based upon two degrees-
of-freedom per boundary node. The case of column supports is considered, too. The
collocation version of boundary element method with constant element is adopted. To avoid
the calculation of singular integrals, the source points are located slightly outside the plate
boundary.

1. Wprowadzenie

Metoda elementéw brzegowych ma czeste zastosowanie w teorii ptyt cienkich oraz ptyt
Sredniej grubos$ci. Wiekszo$¢ prac dotyczacych jej zastosowania w tej dziedzinie opiera si¢ na
formutowaniu réwnan réwnowagi przy uzyciu wielko$ci znanych z klasycznej teorii piyt,

zastepczej sity poprzecznej na brzegu piyty i sit skupionych w narozach. Niniejsze
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opracowanie prezentuje nieco inne podejscie bez potrzeby postugiwania sie wielkoSciami,
ktére w klasycznej teorii stuza do uzgodnienia liczby warunkéw brzegowych z rzedem
réwnania rézniczkowego ptyty. Na brzegu plyty rozwaza sig trzy wielkos$ci statyczne: site
poprzeczng T,, moment zginajagcy M, i moment skrecajacy Mm oraz trzy wielkosci
geometryczne: ugiecie w, katy obrotu <u, i es[3]. Sposroéd tych wielko$ci, zgodnie z
warunkami brzegowymi analizowanymi w rozdziale 2, tylko dwie nalezy traktowaé jako
wielkosci niewiadome.

Brzegowe roéwnania catkowe otrzymuje sie wykorzystujgc twierdzenie o wzajemnosci
prac Bettiego. Rozwaza sie dwie ptyty: nieskoficzong, obcigzong jednostkowga sitg skupiong
oraz rzeczywista, pod obcigzeniemp(y) (rys.1). W rezultacie otrzymuje sie rGwnanie catkowe

w postaci:

c(x) mv(x) + I~ (y,x) sw(y) - M'n(y,x) mpn(y) - U'K(y, x) ®s(y)] dT(y) =
r

=JIvn(y) sw'(y.x) - M, (y)men(y,x) - (y)* Y. X)]-ciT(y)- £/?7, m’(i, x)
r ] 1)
+3/>(y)w " (y,x)dD (y),
0
. 1r2 . . . .
gdzie w*(y,x):B—7TIn(r) - rozwiagzanie podstawowe (funkcja Greena) réwnania
o
biharmonicznego V4vt*(y,x) =-"-i(y-x), r =|y-x| i Sjest deltag Diraca oraz
c(x) =1, kiedy x jest potozony wewnatrz obszaru ptyty,

c(x) = 0.5, kiedy x jest potozony na brzegu gtadkim pityty,
c(x)=0, kiedy x jest potozony na zewnatrz obszaru plyty.
Drugie rownanie mozna otrzymaé zastepujagc jednostkowg site skupiong P*=1*
jednostkowym momentem skupionym M\ =1* Jest to réwnowazne zrdzniczkowaniu

pierwszego réwnania catkowego (1) wzgledem wspoétrzednej n w punkcie x na brzegu piyty.

Réwnanie to ma postac:

c(x) v (x) + [T,,(y, x) mv(y) - M\ (y,x) ®n(y) - A/L (y,x) *B(y)J-dT(y) =
r

= fvn(y-7)e™(y>x) - () 8.0y, *) - AC (V) sy, MM (y) - YR, mw i, %)+ @

+jI'(y)-w*(y,x)-a0(y),
n



Zastosowanie metody elementéw brzegowych 225

gdzie:
{fi(y.\).M (v, x),mL (y,x),w'(y,x),e\ (y,x),e\ (¥, x)}=

{C(y. (y, ), AI™ (y,x),w(y,x),en(y,x),eC(y,x)}.
dn(x)

Pierwsza grupa sil (ptyta nieograniczona)

Druga grupa sit (ptyta rzeczywista)

W deflection

torsional moment

Th shear force

X = x (xi,X2) x punktzrédtowy
y =y (xi,x2 'y punkt obserwacji

Rys. 1. Wielkosci wystepujace w réwnaniach rownowagi
Fig. 1. Variables present in the equilibrium equations

Dyskretyzacji brzegu ptyty dokonano przy uzyciu elementéw typu ,constans”. W celu

wyeliminowania catek osobliwych punkt Zr6dtowy zostat nieznacznie odsuniety na zewnatrz

obszaru ptyty [2],
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2. Warunki brzegowe

W  niniejszym rozdziale zostang przedstawione brzegowe réwnania catkowe

odpowiadajace trzem rodzajom warunkéw brzegowych.

2.1. Brzeg utwierdzony

Warunki brzegowe:

w-0 @=0 =0 Mm=0.

Rys. 2. Wielkos$ci niewiadome na brzegu utwierdzonym
Fig. 2. The unknow ns on a clamped edge

Niewiadomymi wielko$ciami sa sita poprzeczna T, i moment zginajacy M,, (rys.2).
Brzegowe réwnania catkowe majg postaé:

{IM(y) sw*(y, x) - M,, (y) e n(y, 9)]-dT(y) + I p(y) mv'iy.x) «dCI(y) = 0
r Q

J[7N(y)-"4 (y x)-Af.(y)-e>.(y-x)j ir(y) +Ip(y)-w (y.x) dn(y) =0

2.2. Brzeg podparty swobodnie

Warunki brzegowe:

w=0, M,,=0 e,=0 Mm=0. (5)

Rys. 3. Wielkos$ci niewiadome na brzegu podpartym swobodnie
Fig. 3. The unknowns on simply-supported edge
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Niewiadomymi wielko$ciami sa sita poprzeczna Tn i kat obrotu w kierunku normalnym

doelementu <,(rys.3). Brzegowe réwnania catkowe majg postac:

J[-AOyY>X)-p»(y)]1M(y) =I[7n(y)->*(y>x) Jar(y)+ '/ (y)-Nr(y, x) ~ (y )
r r (0]

(6)
[N-ALL (Y. x)-¢)n(y)der(y) = 37r,(y)-w (y,x)JdT(y) +Ip(y)-w (y,x)rfQ(y)
2.3. Brzeg swobodny
Wamnki brzegowe:
r,=o, M,=0, Mm=o. (7)

Rys. 4. Wielkosci niewiadome na brzegu swobodnym
Fig. 4. The unknowns on a free edge

Niewiadomymi wielkoSciami sg ugiecie w oraz katy obrotu w kierunku normalnym
istycznym do elementu <p, i tps (rys.4). Poniewaz relacja pomiedzy esi w jest znana,
5 ="Ycs, rozwaza sie jedynie dwa niezalezne parametry: w oraz <m. Brzegowe réwnania

catkowe maja postac:

«(y) os  ®TY)={p(y) m(y,x) KKXy)

_ (8)
Jlrn(y.x)- s TO=Ipy) v (yx) d&y)

W obydwu réwnaniach mozna obliczy¢ budujac iloraz réznicowy przy uzyciu

trzech sasiednich weztéw (rys.5):

1,
)
(10)
i 1i1l
<F$0) _d_\z_w-’-' - 2W1+2—V\{,. (U)
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Wyrazenia (10) i (11) stosuje sie dla weztéw potozonych na poczatku i na korficu krawedzi
swobodnej.

Rys. 5. Kat obrotu styczny do elementu na brzegu swobodnym
Fig. 5. The angle of rotation in tangent direction on a free boundary

3. Przykiady obliczen

Przeprowadzono obliczenia dla ptyty kwadratowej i prostokatnej obcigzonej réwnomiernie
na powierzchni. Brzeg ptyty podzielono na elementy o réwnej dlugosci. Wyniki
przedstawiono w wielkos$ciach bezwymiarowych. Obliczenia przeprowadzono przyjmujac
wspétczynnik Poissona v = 0.3 oraz potozenie punktu kolokacji e =A/d =0.001, gdzie: A-
odlegto$¢ punktu kolokacji od elementu, d - diugo$¢ elementu. Catki quasi-diagonalne
macierzy charakterystycznej obliczono analitycznie, a pozostate numerycznie, wykorzystujac

dwunastopunktowg kwadrature Gaussa.

3.1. Plyta kwadratowa utwierdzona na obwodzie. Podziat brzegu na 44 elementy

Moment zginajacy [M/paZ2] Ugiecie [wD/pa4]

-0.0002-
£0.0004
£0.0006
-0 0008
-0 001

0.0012

Rys. 6a. Ptyta kwadratowa utwierdzona. Moment zginajacy i ugiecie wzdtuz osi symetrii ptyt}'
Fig. 6a. Clamped square plate. Bending moment and deflection along the symmetry axis
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Moment zginajacy na brzegu [M/paZ] Sita poprzeczna na brzegu [T/pa]

Rys. 6b. Ptyta kwadratowa utwierdzona. Moment zginajacy i sita poprzeczna na brzegu
Fig. 6b. Clamped square plate. Bending moment and shear force along the edge

Tabela 1
Ptyta kwadratowa, utwierdzona
Rozwiazanie Rozwiazanie Rozwigzanie Rozwiazanie
analityczne MEB analityczne MEB
nabrzegu nabrzegu w $rodku w $rodku
wD/pa4 - - 0.00126 0.00128
M/pa2 0.0513 0.0524 0.0231 0.0231

3.2. Plyta kwadratowa swobodnie podparta. Podziat brzegu na 44 elementy

Moment zginajacy [M/pa ] Ugiecie [wD/pa ]

Rys. 7a. Ptyta kwadratowa podparta swobodnie. Moment zginajacy i ugiecie wzdtuz osi symetrii ptyty
Fig. 7a. Simply-supported square plate. Bending moment and deflection along the symmetry axis

Sita poprzeczna nabrzegu [T/pa]

Rys. 7b. Ptyta kwadratowa podparta swobodnie. Sita poprzeczna na brzegu
Fig. 7b. Simply-supported square plate. Shear force on the edge
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Tabela 2
Ptyta kwadratowa swobodnie podparta
Rozwiagzanie analityczne Rozwigzanie MEB
w $rodku w $rodku
wD/pa4 0.00406 0.00406
M/pcil 0.04790 0.04788

3.3. Plyta kwadratowa podparta swobodnie na dwoch przeciwlegtych brzegach,
z dwoma pozostatymi krawedziami swobodnymi. Podziat brzegu na 44 elementy

Ugiecie na krawedzi swobodnej [wD/pad\ Ugiecie na osi symetrii [wD/pa4]

Rys. 8a. Ptyta kwadratowa swobodnie podparta, z dwoma przeciwlegtymi krawedziami swobodnymi.
Ugiecie na osi symetrii rownolegtej do krawedzi swobodnej oraz wzdtuz krawedzi swobodnej

Fig. 8a. Simply-supported square plate with two free opposite edge. Deflection on the symmetry axis
parallel to the free edge and along the free edge

Moment zginajacy na osi symetrii [M/pa2] Ugiecie na osi symetrii [wD/pa4]

Rys. 8b. Ptyta kwadratowa swobodnie podparta, z dwrnma przeciwlegtymi krawedziami swobodnymi.
Moment zginajacy iugiecie na osi symetrii ptyty prostopadtej do krawedzi swobodnej

Fig. 8b. Simply-supported square plate with two free opposite edge. Bending moment and deflection
on the symmetry axis perpendicular to the free edge

Tabela 3
Ptyta kwadratowa, podparta swobodnie na dwéch przeciwlegtych brzegach z dwoma
pozostatymi krawedziami swobodnymi

Rozwigzanie Rozwigzanie Rozwigzanie Rozwigzanie
analityczne MEB analityczne MEB
na brzegu nabrzegu w $rodku w $rodku
wD/pa4d 0.01509 0.01506 0.01309 0.01294
MJpa2 0.1318 0.1324 0.1225 0.1211

M v'pa2 - - 0.0271 0.0262
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3.4. Piyta kwadratowa utwierdzona na dwdch przeciwlegtych brzegach, z dwoma
pozostatymi krawedziami podpartymi swobodnymi

Tabela 4
Ptyta kwadratowa, utwierdzona na dwéch przeciwlegtych brzegach,
z dwoma pozostatymi brzegami podpartymi swobodnie

Liczba W $rodku W $rodku W $rodku Na brzegu
elementéw jwD/pad] w/PC1 W/paZ W/pJ]
MEB28 0.00194 0.0335 0.0245 -0.0713
MEB 44 0.00194 0.0336 0.0245 -0.0711
MEB60 0.00194 0.0336 0.0245 -0.0709
Rozw.anal. 0.00192 0.0332 0.0224 -0.0697

Analizowano réwniez plyty prostokagtne o r6znych warunkach brzegowych
iporownywano wyniki ze znanymi rozwigzaniami analitycznymi [1], Podobnie jak dla ptyt

kwadratowych zbiezno$¢ wynikéw numerycznych i analitycznych jest dobra.

3.5. Analiza wrazliwosci rozwigzania na parametr odsuniecia punktu kolokacji £=

Ptyta kwadratowa, podparta swobodnie. Podziat brzegu na 44 elementy

Rys. 9. Ptyta kwadratowa podparta swobodnie. Analiza wrazliwo$ci momentu zginajacego i ugiecia na
parametr s =" .44 elementy brzegowe

Fig. 9. Simplv-supported square plate. Sensibility analysis of bending moment and deflection to the
parameter e = .44 boundary elements

Tabela 5a
Ptyta kwadratowa. Analiza wrazliwo$ci rozwigzania na parametr i = A/,
E=A/d 0.001 0.01 0.05 0.1 0.5 10 2.0

M/pa2 -10"1 478.8325 478.7507  478.6974  478.4828  478.7765 478.7197 478.5331
wD/pa4-10'5 406.3325 406.2733  406.0716 ~ 405.9365 406.1962 406.1235 405.9858

Tabela 5b
Ptyta kwadratowa. Analiza wrazliwo$ci rozwigzania na parametr e ="
6 =A/d 3.0 4.0 5.0 10.0 15.0 175 20.0

M/pa2 10" 479.0094 478.8841 479.3124  478.8236  334.0903  21408.32 3241958.0
wD/pa4-10'5 406.3040 406.2375 406.2345  406.2352  406.1295 391.1743 -12906.73
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4. Whnioski

Proponowana metoda rozwigzywania zadania zginania ptyty cechuje sie szybka
zbieznos$cia wynikéw juz przy niewielkim stopniu dyskretyzacji. W prezentowanym
sformutowaniu nie stosuje sie na brzegu zastepczych sit poprzecznych i sit skupionych
w narozach ptyty. Przyjecie punktdw kolokacji na zewnatrz obszaru ptyty eliminuje
obliczanie catek osobliwych. Analiza wrazliwo$ci rozwigzania ze wzgledu na parametr

e =A/d pokazuje, ze mozna zastosowac catkowanie numeryczne dla wszystkich elementow

macierzy charakterystycznej.
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Abstract

The boundary element method (BEM) is often used in the theory of both thin and thick
plates. It is particulary suitable to analyse the plates of arbitrary shapes and resting on column
supports. The paper presents a modified approach in which three geometric and three static
variables at the plate boundary are considered. The present formulation is a development
ofthe model with two degrees-of-freedom per boundary node. The collocation version of the
boundary element method with constant elements and non-singular calculations of integrals is
adopted. The displayed boundary element results demonstrate the effectiveness and efficiency

ofthe proposed method.



