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SZTYWNOSC MIMOSRODOWO OBCIAZONYCH PRETOW
ZELBETOWYCH SYMETRYCZNIE ZBROJONYCH

Streszczenie. Sztywnos¢ pretow zelbetowych zmienia sie¢ w procesie obcigzenia. Zmiany
sa spowodowane m.in. rysowaniem sie przekroju, nieliniowym przebiegiem zaleznosci a-e.
W pracy podjeto prébe analizy zmian sztywno$ci symetrycznie zbrojonego elementu
pretowego. Wyniki przedstawiono w postaci map natozonych na typowy wykres interakcji
przekroju. Analizy wykonano wykorzystujagc program MAFEM bazujacy na sprezysto-
plastycznym modelu materiatowym betonu ze stowarzyszonym prawem izotropowego
wzmocnienia/ostabienia.

STIFFNESS OF ECCENTRICALY LOADED RC BARS SYMMETRICALY
REINFORCED

Summary. Stiffness of RC bars varies with the loading process. Changes are caused by
concrete cracing and nonlinear strain-stress relationship. The analysis of stiffness changes for
symetrical RC bar are presented in the paper. Results given in form of a stiffness map put on
typical interaction diagram. Analysis were performed using program MAFEM based on
elasto-plastic material model with associated, isotropic hardening/softening rule.

1. Wstep

Sztywnos¢ pretéw zelbetowych zmienia sie wraz z wytezeniem przekroju. Matematyczne
oszacowanie tych zmian nie jest tatwe. W ztozonym materiale, jakim jest zelbet, komplikuje
je w gtéwnej mierze charakterystyka materiatow sktadowych, oraz proces zarysowania betonu

w strefie rozciggane;j.

+Opiekun naukowy: Dr hab. inz. Stanistaw Majewski, prof. Politechniki Slaskiej



312 R. Krzywon

Pomimo ogromnego rozwoju komputerowych technik obliczeniowych na przestrzeni lat 90
XX wieku, zelbetowe konstrukcje pretowe powszechnie projektuje sie na podstawie sit
wewnetrznych wyznaczonych przy zatozeniu liniowej sprezystosci materiatu.

Coraz czeéciej przepisy normowe réznych krajow, jak réwniez przepisy miedzynarodowe
zalecajg stosowanie w praktyce nieliniowych metod analizy konstrukcji zelbetowych. Dla
potrzeb inzynierskich umozliwiajg one przede wszystkim doktadne szacowanie deformacji.

Czynniki wpltywajace na sztywnos¢ przekroju mozemy podzieli¢ na trzy zasadnicze grupy:

e parametry geometryczne, takie jak wymiary przekroju, powierzchnia i usytuowanie
zbrojenia,

e parametry materiatowe, okreslajgce odksztatcalno$¢ i kryteria zniszczenia betonu oraz
stali, a w przypadku uwzgledniania wptywéw dtugotrwatych takze wilasciwosci
reologiczne tych materiatow,

« obcigzenie, a raczej wytezenie przekroju dla pewnej kombinacji sit osiowych, tnagcych
i momentu zginajacego.

Na temat zjawiska zmian sztywnos$ci przekroju zginanego powstato dotychczas bardzo
wiele teorii opracowanych zaréwno przez badaczy polskich i zagranicznych [1], [2], Stabiej
pod tym wzgledem rozpoznane, szczeg6lnie na drodze doswiadczalnej, wydajg sie przekroje
obciazone z udziatem sity osiowej [3], Przyczyn tego nalezy dopatrywac sie w duzej liczbie
mozliwych kombinacji obcigzenia, ktérych uwzglednienie, przynajmniej dla kilku typéw
przekroju wymagatoby niezwykle szerokich i przy okazji drogich badan laboratoryjnych.

Rozw6j opartych na MES narzedzi do nieliniowej analizy konstrukcji zelbetowych
umozliwia czesciowg rezygnacje z drogich doswiadczen na rzecz znacznie szybszych i przy
okazji tanszych analiz numerycznych. Jeden z takich modeli zostat opracowany w Katedrze
Inzynierii Budowlanej Politechniki Slaskiej i wykorzystany do wykonania obliczen

prezentowanych w dalszej czesci referatu.

2. Zastosowane oprogramowanie

W obliczeniach wykorzystano pakiet programéw MAFEM. Gtéwny program liczacy jest

oparty na iteracyjno-przyrostowej procedurze z wykorzystaniem Metody Elementéw

Skonczonych. Program umozliwia modelowanie konstrukcji w postaci ortogonalnej siatki
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betonowych elementéw prostopadtoSciennych z 24 stopniami swobody oraz stalowych
elementow liniowych rozciggnietych pomiedzy weztami tej siatki.
Beton opisano sprezysto-plastycznym modelem materiatowym ze stowarzyszonym

izotropowym prawem wzmocnienia/ostabienia. Powierzchnia zniszczenia w przestrzeni

naprezen zdefiniowana poprzez naprezenie gtébwne °'m=~ , intensywno$¢ naprezenia

a= i kat Lodego 0 zostata schematycznie zaprezentowana na rysunku 1

stopnia

Rys. 1. Powierzchnia zniszczenia: a) widok w przestrzeni, b) przekroj dewiatorowy, c) przekrdj
potudnikowy
Fig. 1 Failure surface: a) 3D view b) deviatoric section, c) meridian section

Krzywa jej potudnika sktada sie z trzech czesdci: linii prostej w czesSci Srodkowej
(dc<crm<dt), kotowej nasadki w czeSci rozcigganej (am>dt), kotowej nasadki w czesci
Sciskanej (crm<dc). Przekr6j dewiatorowy stanowi szes$ciokat (kryterium Coulomba-Mohra).

Gtowna czesc tej powierzchni (prosty potudnik) jest dana wzorem:

A =0,

/W3
° V3cos0 +(2pt- 1,0)sin0 * (1)
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gdzie: a i /? - parametry zalezne od charakterystyki wytrzymato$ciowej, Y - funkcja
odksztatcenia, 0 - kat Lodego.

Dwuparametrowe prawo ostabienia powoduje Kkurczenie sie powierzchni granicznej
poprzez zmniejszanie wartosci fm zaleznie od plastycznej czesci odksztatcenia
objetoSciowego i postaciowego, oraz poprzez zmniejszanie kata pomiedzy kierunkiem
naprezen gtownych a potudnikiem powierzchni zniszczenia zaleznie od nieodwracalnej czesci
odksztatcen postaciowych.

Podsumowujagc, wiasciwosci materiatowe sg w modelu materiatowym zdefiniowane
poprzez 10 parametrow:

e parametry wytrzymatosciowe dla betonu: fc,fa« oraz /,,

e parametry zwigzane z odksztatceniem: poczatkowe wartosci Et i oraz maksymalne
odksztatcenie w jednoosiowym stanie naprezenia ec,et,

e parametry ostabienia: C2, C3 oraz C4.

Niektore z parametrdw modelu mozna uzalezni¢ od wytrzymatosci betonu w

jednoosiowym stanie naprezenia f ¢, przez co mozemy zredukowac ich ilos¢ do 8. Wiekszos¢

tych parametréw mozna wyznaczy¢ podczas prostych testow laboratoryjnych. Pewne
problemy pojawiajg sie podczas proby okre$lenia parametrow wzmocnienia/ostabienia.
Pomocne w tym przypadku moga okazac sie obliczenia poréwnawcze elementéw, dla ktérych
znane sg doktadne wyniki testéw laboratoryjnych.

Dla zbrojenia zastosowano idealnie sprezysto-plastyczny model materiatowy.

3. Analizowany model

Wszystkie analizy wykonano dla elementu pretowego, ktdrego schemat wraz z podziatem
na elementy skofczone zaprezentowano na rysunku 2. Zastosowany schemat statyczny oraz
sposéb obcigzenia umozliwia uzyskanie odcinka o statej wartoSci sity osiowej i momentu
zginajacego. W celu zmniejszenia liczby elementéw analizie poddano 1/4 catego preta,
jednoczesnie w osiach symetrii zastosowano podparcie kazdego wezta siatki w kierunku

prostopadtym do tych osi.
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Belka zostata podzielona na 608 szesciennych elementdw. Aby unikna¢ lokalnych
zniszczen w czesci bezposrednio obcigzonej, elementy na koncu belki zastagpiono elementami
o identycznej odksztatcalnosci, ale zwiekszonej wytrzymatosci.

Ponizej przedstawiono przyjete charakterystyki betonu:

« jednoosiowa wytrzymato$¢ na Sciskanie: fc=-29.2MPa,
» wytrzymato$¢ na rozcigganie: f=2.3MPa,
» poczatkowy modut sprezystosci i modut Poissona E, =30762MPa, v =0.166,
« maksymalne odksztatcenie podczas $ciskania ec =-0.0022.
Przyjete parametry stali zbrojenia gtéwnego:
 granica plastycznosci fy =+400MPa,
» wytrzymatos¢ na Sciskanie/rozcigganie f =+633MPa,
» modut sprezystosci Es =205000MPa .

Przyjete parametry stali strzemion:

granica plastycznosci / = +240MPa,

wytrzymatos¢ na $ciskanie/rozcigganie fy =+363MPa,

modut sprezysto$ci Es = 190000M Pa,

I zbr. gtéwne 016

100 160 100 strzemiona 045

Rys.2. Siatka podziatu na elementy skoriczone oraz schematy obcigzenia
Fig.2. Finite element’s mesh and local schemes
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4. Rezultaty analizy

Element obcigzano sitami N i V. Zatozono takie przyrosty obcigzenia, aby zniszczenie
nastepowato w 40-45 kroku. Dla réznych kombinacji obcigzenia wykonano wykres interakcji

prezentowany na rysunku 3.
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Rys.3. Wykres interakcji dla analizowanego elementu
Fig.3. Interaction diagram for analysed element

Krzywizne wyznaczono w funkcji obrotu przekroju z zatozeniem jego ptaskosci. O$
obrotu w przypadku przekrojow obcigzonych z udziatem sity osiowej sprowadzono do $rodka

ich symetrii.
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W kazdym kroku obcigzenia wyznaczono sztywno$¢ w przekroju srodkowym, korzystajac
z zaleznoSci:
1 M
t~ b - 2

gdzie: p - promien krzywizny, B - sztywnos¢ gietna, — krzywizna.
P

Wyznaczone sztywnos$ci natozono w postaci mapy na wykonany wykres interakcji (rys. 3).

Maksymalna sztywno$é gietna przekroju wynosi 14000 [kNmZ2]. Jej spadek na poczatku
procesu obcigzania jest dla kazdej kombinacji obcigzenia M i N stosunkowo niewielki. W
granicach 15-20% wytezenia sztywno$¢ spada do 13000 [KNmZ2].

Dalszy proces utraty sztywnosci zalezy juz od charakteru obcigzenia przekroju. W
przekrojach $ciskanych z matym mimosrodem utrzymuje sie proporcjonalny spadek
sztywnosci az do zniszczenia (przekréj A, B). W przekrojach $ciskanych z duzym
mimos$rodem, zginanym lub rozcigganych z duzym mimosrodem (przekroje C, D i E)
widoczny jest gwattowny spadek sztywnosci (duze zageszczenie izolinii) zwigzany z
zarysowaniem. Po zarysowaniu az do zniszczenia sztywno$¢ maleje juz w niewielkim
stopniu. Najwiekszy spadek sztywnosci zwigzany z zarysowaniem wystepuje w obszarze
rozciggania z matym mimosrodem (przekroj F).

Wszystkie opisane wyzej sytuacje zobrazowano dodatkowo na odpowiadajgcych
poszczegblnym przekrojom wykresach (rys.4).

Spadek sztywnosci w odpowiadajgcych duzemu mimosrodowi przypadkach A i B jest
proporcjonalny w catym zakresie obcigzenia. Obserwowane zmiany opisa¢ mozna funkcjg
liniowa, a sg one zwigzane w gtéwnej mierze ze zmiang warto$ci modutu sprezystosci betonu.
Na wykresie C zaznacza sie wyraznie juz obserwowana na pozostatych wykresach utrata
sztywnosci podczas zarysowania. Po zarysowaniu sztywnos$¢ osiagga poziom utrzymywany ze
stosunkowo niewielkimi zmianami az do momentu zniszczenia. Poziom ten zalezy od udziatu
naprezen rozciggajacych w wytezeniu przekroju, i zwigzanego z nimi obszaru jego

zarysowania.
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Rys.4. Wykresy przekrojowe zmian sztywnosci

Fig.4. Section diagrams of stifiness changes
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Zniszczenie jest najbardziej gwattowne w przypadkach A i B. W sytuacjach, w ktérych o

zniszczeniu decyduje uplastycznienie stali (szczegblnie D), mozna wyodrebni¢ jeszcze

trzecia gataz wykresu, zwigzang z powstawaniem przegubu plastycznego, dla ktorej

niewielkiemu przyrostowi sit wewnetrznych

sztywnosci.

towarzyszy bardzo gwattowna utrata
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5. Podsumowanie

Ze wzgledu na sztywno$¢ mozna wyrozni¢ trzy podstawowe fazy pracy przekroju
mimosrodowo obcigzonego: faza | - przekrdj niezarysowany, faza Il - przekr6j zarysowany,
faza 1l - uplastycznienie przekroju. Zmiany sztywnos$ci w obrebie kazdej z faz sa niewielkie.
Przejscie do nastepnej fazy jest wyraznie sygnalizowane duzym spadkiem sztywnosci. Wynik

ten jest zgodny z przyjeta przez CEB-FIP [5] metoda aproksymacji pracy przekroju

mimosrodowo obcigzonego w postaci trojcztonowego wykresu zaleznosci M (rys. 5).
P

W przypadku przezbrojenia strefy rozcigganej przekroju lub obcigzen z niewielkim
mimosrodem, czyli sytuacji w ktérych o nosnosci przekroju decyduje nosno$¢ betonu na

Sciskanie, nie wystepuja fazy Il i lll. Zniszczenie w tych przypadkach jest gwattowne.

Rys.5. Propozycja CEB-FIP dla zaleznosci moment - krzywizna (elementy' mimosrodowo Sciskane)
Fig.5. CEB-FIP MC Moment - curvature relationship (eccentricaly loaded elements)

Najgwattowniejszy spadek sztywnosci towarzyszy zarysowaniu. Jego wielko$¢ zalezy od
rozmiaru strefy zarysowanej przekroju.

Tréjcztonowy model pracy przekroju wymaga uwzglednienia, oprécz wartoSci momentu
rysujacego, takze modelu zniszczenia, od ktorego zalezy proces utraty sztywnos$ci. Dtugos¢
oraz nachylenie gatezi wykresu odpowiadajgcych pracy w poszczeg6lnych fazach zaleza od

kombinacji obcigzern M i N.
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Abstract

Paper presents an attemption of stiffness changes analysis for symetrical RC bar.
Results are presented as a map over the typical interaction diagram. Analysis were performed
using FEM program MAFEM, based on elasto-plastic material model with associated,
isotropic hardening/softening rule.

Stiffness of RC bars varies with the load intensity. Changes are caused by cracing of the
section, nonlinear strain-stress relationship. We can distinguish three main phases for
behaviour of eccentricaly loaded bar: phase | - noncracked section, phase Il - cracked
section, phase Il - critical state. In case of size of eccentricity and reinforcing ratio length of
every phaze during the loading process differs. In some cases phases Il and 11l may not occur.
For compression with small eccentricity only phase | appears and is finished by the concrete

crushing. Clasical three-phase relationship is typical for process dominated by bending.



