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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA GERSZGORINA DO
OSZACOWANIA WARTOSCI WEASNYCH WIELOWYMIAROWYCH
UKLADOW DYNAMICZNYCH O PARAMETRACH
PRZEDZIALOWYCH

Streszczenie. Twierdzenie Gerszgorina pozwala nam na wyznaczenie zbioru na
ptaszczyznie zespolonej, w ktérym zawarte sa wszystkie warto$ci wiasne uogdlnionego
zagadnienia wtasnego Ax=XBx. Uogdlniajac to twierdzenie na liczby przedziatlowe, mozna
wykorzysta¢ je do oszacowania obszaru, w ktérym zawarte sg wszystkie warto$ci wiasne
przedziatlowego zadania wtasnego [A]x=A.[B]x. W teorii konstrukcji obszary te mozemy
wykorzysta¢c do oszacowania czestoSci drgan wiasnych i analizy stabilnoSci
wielowymiarowych uktadéw dynamicznych o parametrach niepewnych.

GERSHGORIN THEOREM APPLICATION TO EIGENVALUES
ESTIMATION OF MULTIDIMENSIONAL DYNAMIC SYSTEMS WITH
INTERVAL PARAMETERS

Summary. Gershgorin theorem makes it possible to determine a set of disks containing all
eigenvalues of generalized eigenvalue problem Ax=LBx Extension of this theorem over
interval numbers gives possibility to estimate the region containing all eigenvalues of interval
generalized eigenvalue problem [A]x=A.[B]x. In theory of structures the Gershgorin regions
can be used for eigenfrequency estimation and stability analysis of multidimensional dynamic
systems with interval parameters.

1. Twierdzenie Gerszgorina dla macierzy przedziatowych

W pracy rozpatrywane bedzie twierdzenie Gerszgorina, ktére zostanie wykorzystane do
oszacowania warto$ci wasnych uogdlnionego zagadnienia wtasnego o postaci Ax=/.Bx dla
macierzy o niepewnych parametrach Ae[A] i Be[B], Z potrzeba oszacowania tych wielkoSci

spotykamy sie czesto w zagadnieniach inzynierskich, w szczeg6lnosci w analizie stabilnosci
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dynamicznej systemow technicznych, w ktérych parametry sg znane tylko z pewng tolerancja.
Wiele kryteriow stabilnosci opiera sie na analizie potozenia wartosci wiasnych na
ptaszczyznie zespolonej, i na tej ocenie rozstrzygajg czy uktad dynamiczny jest stabilny czy
tez niestabilny. Przedstawione w dalszej cze$ci pracy twierdzenia pozwalajg na
zlokalizowanie wartos$ci wiasnych uktadow wielowymiarowych uktadéw dynamicznych o
parametrach przedziatlowych na plaszczyZnie zespolonej, a w zwigzku z tym na ocene

stabilnosci tych uktaddéw.

1.1. Twierdzenie Gerszgorina dla uogélnionego zagadnienia wtasnego Ax=LBx

W pracy zostang podane nowe formy twierdzenia Gerszgorina, ktére pozwolg na
lokalizacje wartosci witasnych na plaszczyZnie zespolonej wielowymiarowych ukfadow.
W dalszej cze$ci pracy stosowana bedzie notacja: R - zbidr liczb rzeczywistych, R" - zbiér
wektordw rzeczywistych, Rmn - zbidr macierzy rzeczywistych o wymiarach nxn. Zbiér
przedziatéw rzeczywistych IR oraz IR" - zbhiér wektoréw przedziatlowych, IRmn - zbior
macierzy przedziatowych. W pracy bedzie uzywana norma wektora przedzialowego («j1s IR”
zdefiniowana nastepujaco jIX]| =¢|[x, ], gdzie|[x,]| = max(x:], \xj\).

i

Dla kazdej pary przedziatowych macierzy Ae[A] i Be[B], gdzie [A], [BjeIR™

wartosci wiasne przedziatowego uogdlnionego zadania wiasnego [A]x=X[B]x zawieraja sie w

obszarach Gerszgorina zdefiniowanych nastepujaco:

IGG([AL[B]) =QIGG ([AL.[B]). (1
gdzie:
ZIMM -PJk I,

1GG,([A],[B])= U
AUt b. bt o

b| = max ij=1,2,...,n.

Aby udowodnié to twierdzenie, réwnanie charakterystyczne Ax=XBx zapiszemy w postaci:

n n

a,X, + Z auxj ="(biixi+ Z b3xi)> (3)
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anastepnie przeksztatcajac je mozemy obliczy¢ warto$ci wiasne:

@.Xi + Z 3jxij)
N=T7 . 4
(buxi + 2 “buxj) @
Jezeli ponadto przyjmiemy, ze i-ta wspdtrzedna wektora x przyjmuje warto$¢ maksymalna, tj.

W = mﬁxf(khz 1, mozemy zapisac:

n
a,+ Z axi an(b,* Zb#i)-bHaB+ ¢ a ")
h. o ai A U=
ba e b4 b, Ki b.(b,+ ¢ b jiXj)

1 1 n
Z (aubii bijaj)c: Z |aub.j- b.iaij|x] Z |aiibU_b Haul

bu2 +bii ¢ byxj bfi2+ba ¢ b 1jXj bii2+bu ¢ b ijXj
j-u= M.j*i

Majac na uwadze, ze elementy macierzy sag liczbami przedziatowymi ajj e [a.J, by e[bs],
dziatania na tych liczbach wykonamy zgodnie z arytmetyka przedziatowg, uwzgledniajac, ze
[0 jezeliOe[x~,xt]

infimum modutu liczby interwatowej definiujemy (x) = Aminjx-Lx+) jezeli 0« ]
min jx~|,[x +) jezeli «[x',x'

ostatecznie wielko$¢ b oszacujemy:

P CIRIDUOWR 5 i 0)-1o, gLaul
b A (6)
inf b 2-tby ¥ bjx; '

MM Y ”F),(J," "l

gdzie:

b! = max
Mo ]j

W wyrazeniu (6) mianownik zostat oszacowany nastepujgco:
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n
b2+bu X bip§ > bu2- bii (hjjXj >b@- ¢ b WiX

b«2- Z hbijlh ba2- Z M ij

™
>max o bHR2- Z M 4 z h bul-b«2
it A
>max 0<[bul2>- Z j[biiltbijl =b[ c.n.d.
».i**

W ten spos6b oszacowany zostat zbiér wartosci wihasnych réwnania [A]x=A.[B]x o
macierzach przedziatowych. Twierdzenie to mozna wykorzysta¢ do analizy stabilnosci
wielowymiarowych uktadéw dynamicznych, ktérych ruch opisuje réwnanie rézniczkowe

Lagrange’a Il rodzaju [M]y +[D]y +[K]y =0 . Przeksztatcajac je do uktadu réwnan

rézniczkowych pierwszego rzedu:

0 11* 0 Ik
[}6] [M]Jl{lil_g-[K] ’EAD]jlli’ (8

ktére mozemy zapisa¢ [B]z=[A]z, dla ktérego badanie stabilno$ci i oszacowanie czestosci
drgan wihasnych sprowadza sie do analizy wuog6lnionego zagadnienia wiasnego

([AR[B])W=0.

1.2. Twierdzenie Gerszgorina dla przedziatowych macierzy symetrycznych (IGSG)

Macierze przedziatowe mozemy zapisa¢ w postaci:
[A] = mid([A]) +[AA], [B]=mid([B])+[ABI, ©)

gdzie:
Twrf([A]) = 0.5(A+A +), [AA]=[AA- =-0.5(A+- A'), AA+=0.5(A+- A")] (10)

WEN[B]) = 0.5(B- +B+), [AB]=[AB' =-0.5(B+-B'), ABt = 05(B* -B"].

Jezeli ponadto macierze mid([A]) i mid([B]) sg symetryczne, mozemy dokona¢ réwnoczesnej
diagonalizacji tych macierzy mnozac obustronnie macierze [A], [B] przez macierze

diagonalizujagce V'V, gdzie V V=1.Po wykonaniu tych dziatah otrzymujemy.

[E1=E+[AE], [F]=F+[AF], (11)
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gdzie:
E=V~W ([A])V, {AE=V“AAV:AAe [AA]}=[AE]=V '[AA]V
F=V“Wc/([B])V, {AF=V*“ABV :AB e [AB]}=[AF] = V~'[AB]V (12)
Mozemy teraz powiedzie¢, ze dla kazdej pary przedzialowych macierzy Ee[E] i
Fe[F], gdzie [E], [F]JEIRmn warto$ci witasne przedziatlowego uogélnionego zadania
wiasnego zapisanego teraz w postaci [E]x=X[F]x zawierajg sie w obszarach Gerszgorina,

zdefiniowanych nastepujaco:

IGSG([EL[F]) =UIGSG Y[E].[Fj), (13)
gdzie:
ANM A f-j-fIA N
IGSG,([ELIF]) = X: *H S —
Af (14)
Af;= Lij=1,2,...n.
Roéwnanie charakterystyczne Ex=X,Fx mozemy zapisac:
eiiXj + £ A eijxj =k (fiixi + 2 A fijXj). (15)
i i
Przeksztatcajac to réwnanie, obliczymy warto$ci wiasne:
(®iixi+ Z Aelkj)
(16)

(Fn X i+Z AfijXj)

Jezeli podobnie przyjmiemy, ze i-ta wsp6trzedna wektora przyjmuje warto$¢ maksymalna, tj.

[Xj| = max|xk| = 1, mozemy zapisac:
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oS g M)~ fe(f ez X))

el 7=1
gy Uf, « .. U*)

=1 7=1
()]
X |(® iiii - fiiAejj)Ixjl ¢ (e uAfy-~ A en
j=i
fii (i - X ATjx)) f| + fiiZ Afijxj f.f+FiiX A fIXJ
j=i j=1 =

Jezeli w dalszych przeksztatceniach uwzglednimy niepewnos$ci parametréw, to elementy
macierzy Aeije[Aeij], Afye[Afij] sg liczbami przedziatlowymi i ostatecznie warto$é

mozemy oszacowac:

W 1 H I(iiMU_fiiAei)l S||(S1[AFR]] - fii[Aeif])
. Af;’
gy fil + Fi1Z Afux ] (18)
gdzie:

Afl= max0,fu2- ~ ifji[AfjjJ

Te postaé twierdzenia Gerszgorina mozemy wykorzysta¢ do wyznaczenia spektrum czestosci
drgan wilasnych wielowymiarowych uktadéw dynamicznych opisanych réwnaniem
rézniczkowym drugiego rzedu [M]y + [K]y = 0. Réwnoczesna diagonalizacja tych macierzy
umozliwia sprowadzenie tego problemu do analizy zdania wfasnego o postaci

(E+[AE]DX=X(F+[AF])x.
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2. Przykiady zastosowania twierdzenia Gerszgorina do oszacowania
wartosci whasnych

Rozwazamy ukiad pretowy przedstawiony na rysunku 1. Dla tej konstrukcji o
parametrach niepewnych, wykorzystujac twierdzenie Gerszgorina oszacujemy zbiér wartosci
wiasnych uogélnionego przedziatowego zagadnienia wtasnego [K]x=A,[M]x.

W obliczeniach przyjeto nastepujace dane liczbowe: Ei=[1.948-10u, 2.1521011] [Pa],
E2=2.0510u [Pa], J,=28300 10'8 [m4], J2=[36469.5 10'8, 40308.5-10'8] [m4], Ai=109-104 [m2]
A2=244.5 10'4 [m2], L=6 [m], H=3 [m], pi=85.6 [kg/m], p2=191.9 [kg/m].

Wykorzystujac metode elementéw skoriczonych i dokonujac dyskretyzacji jak na rysunku
1, zbudowano przedziatowe macierze sztywnos$ci [K] i bezwtadnosci [M], Macierze te sg
symetryczne, dlatego do oszacowania zbioru wartos$ci wiasnych wykorzystano twierdzenie
przedstawione w punkcie 1.2. Wyznaczajac zbidr IGSG([K], [M]) wg wzoru (13) mozemy
oszacowac zbiér warto$ci wiasnych X=to2, a przez to wszystkie czesto$ci drgan witasnych tej

konstrukcji o parametrach niepewnych.

1ELdj 1 P ® § r23H H
1B 1E4Ji 1 X M 122 1 I
1EU. 1 1 X B 119 1

1EWi1 G0 X & 116 1 §
1E Jil 1Eii1 X e 113 1

1EiJi 1 _— X - 1 1

£ i Jil X 17 1

IEi 3d _— X 141

IE2 Jd LTZ1 X i noi ﬁ

: X
IEZ}J7|7*77 2ts 77— * O 1T 173 77

Rys.l. Schemat statyczny konstrukcji
Fig. 1. Static structure



346 T. Liszka

Oszacowany zbidr warto$ci wiasnych przedstawia rysunek 2.

Rys.2. Oszacowanie zbioru wartoséci wiasnych Eig([K], [M])
Fig.2. Set of eigenvalues Eig([K], [M]) estimation

Rys.3. Oszacowanie zbioru wartosci wiasnych Eig([K|, [M])
Fig.3. Set ofeigenvalues Eig([K], [M]) estimation
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Te same obliczenia wykonano dla innych niepewnos$ci parametréw konstrukcji. Dla danych
liczbowych E,=[2.0910n, 2.09-1011] [Pa], E2=[2.09-10n, 2.09-1011] [Pa], J,=28300-108 [m4],
J2=[36469.5-10'8 40308.5-KT8 [m4], Ai=10910 4 [m2] A2=244.5-10'4 [m2], L=6 [m], H=3
[m], pi=85.6 [kg/m], p2=191.9 [kg/m], oszacowanie zbioru warto$ci wiasnych przedstawia
rysunek 3.

Rysunek 4 przedstawia oszacowania zbioru warto$ci witasnych konstrukcji o czterech
niepewnych parametrach. Przyjete do obliczen wartosci parametrow: Ei=[2.0910n,
2.09-101] [Pa], E2=[2.09-1011, 2.09-1011] [Pa], J,=[26885-108 29715-10'8]  [m4],
J2=[36469.5-10'8, 40308.5-10'8] [m4], Ai=10910'4 [m2],A2=244.5 10'4[m2], L=6 [m],

H=3 [m], pi=85.6 [kg/m], p2=191.9 [kg/m].

Rys.4. Oszacowanie zbioru warto$ci wiasnych Eig([K], [M])
Fig.4. Setof eigenvalues Eig([K], [M]) estimation

3. Whnioski

Bezposrednie zastosowanie liczb przedziatlowych do modelowania niepewnos$ci prowadzi
czasem do zgrubnego oszacowania rozwigzania, poniewaz metoda ta nie uwzglednia

zaleznosci parametréw uktadu mechanicznego.
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Poréwnujac poszczegdlne oszacowania wartosci wiasnych, nasuwa sie wniosek, ze
zastosowanie twierdzenia Gerszgorina do oszacowania zbioru warto$ci wtasnych jest stuszne
i daje dobre wyniki dla matych niepewnosci parametrow opisujgcych konstrukcje.
Niewatpliwg zaletg tej metody ( w poréwnaniu np. do metod krawedziowych) poszukiwania

warto$ci wasnych macierzy przedziatowych jest mata ztozono$¢é obliczeniowa.
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Abstract

In this paper Gershgorin theorem extension over interval numbers is presented. New
results give a possibility to estimate regions containing all eigenvalues of interval generalized
eigenvalues problem [A]x=X[B]x. Technical applications are illustrated by an example from
the frame structure and lead to estimations of eigenfrequencies of multidimensional dynamic
systems with interval parameters. Presented results give the best approximations for systems
with parameters of not large tolerances. The great advantage of that method is its low

complexity of computer calculations.



