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ANALIZA UKŁADÓW PRĘTOWYCH Z NIEJEDNORODNYMI 
WARUNKAMI BRZEGOWYMI METODĄ FUNKCJI WŁASNYCH

S treszczen ie . W  pracy p rzedstaw iono  m ożliw ość zastosow ania  m etody funkcji w łasnych  
do analizy jednow ym iarow ych  uk ładów  prętow ych  o  struk turze  dyskretnej z  n iejednorodnym i 
warunkami brzegow ym i. K oncepcję  om ów iono n a  przyk ładzie  zg inan ia  belk i E u lera- 
Bem oulliego, której w ęzły  brzegow e oparte są  na  sprężystych  podporach  o n iezerow ych  
przem ieszczeniach, a obciążen ie  stanow i dow olny ciąg  w ęzłow ych  sił skupionych. D o 
obliczeń przy ję to  dyskretny podzia ł belki na dw uw ęzłow e elem enty skończone. W arunki 
równowagi zap isano  w  postaci rów nań  różnicow ych, k tórych  rozw iązan ia  o trzym ano w  
postaci analitycznej.

ANALYSIS OF BEAM SYSTEMS WITH NON-HOMOGENEOUS 
BOUNDARY CONDITIONS USING EIGENFUNCTION METHOD

S u m m a ry . A possib ility  o f  application  o f  e igenfunction  m ethod fo r beam  system s w ith 
discrete structure w ith  non-hom ogeneous boundary  conditions is presented. A  conception  is 
given fo r exam ple o f  bend ing  o f  E uler-B ernoulli beam . Its boundary  nodes are  elastically  
supported and have  non-zero  displacem ents. The beam  is loaded by an arb itrary  set o f  nodal 
forces. The d iscretisation  o f  th e  beam  in to  tw o-node fin ite  e lem ents is adopted. The 
equilibrium  conditions are expressed  in th e  form  o f  d ifference equations. T hese equations are 
solved analytically .

1. Wstęp

Szybki rozw ój m etod  num erycznych w  ob liczen iach  konstrukcji inżynierskich , a 

szczególnie m etody e lem entów  skończonych, spow odow ał zan iechanie  poszukiw ań 

rozw iązań analitycznych. O kazało  się  jednak , że rów nież  w  przypadku  uk ładów  

m odelow anych strukturam i dyskretnym i uzyskanie  takich  rozw iązań w  postaci zam kniętej 

jest m ożliw e dzięki zastosow aniu  m etody rów nań różnicow ych. T eorię rów nań  różnicow ych
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oraz je j ap likację  do analizy  zagadnień  statyki i dynam iki regu larnych  konstrukcji prętowych 

rozw inął w  Polsce  G utkow ski [1], T em atykę tę  podjął Św itka [3,4] i R akow ski [3], stosując 

do rozw iązań w ybranych problem ów  teorii konstrukcji m etodę funkcji w łasnych. Rakowski 

w ykazał m .in. w  pracy [2], że  w  przypadku  regularnej dyskretyzacji układu, 

aproksym ow anego  zbiorem  identycznych elem entów  skończonych, m ożliw e je s t  wyznaczenie 

w arunków  rów now agi w  postaci rów nań rekurencyjnych, ekw iw alentnych w  stosunku do 

uk ładu  rów nań algebraicznych, otrzym anych w  postaci m acierzow ej dzięki zastosowaniu 

m etodologii M ES. Takie sform ułow anie, które prow adzi w  w ie lu  zadaniach  do określenia 

jed n eg o  rów nania  różnicow ego n iezależnie od liczby stopni sw obody dyskretyzowanej 

konstrukcji, pozw ala  na p rostą  analizę param etryczną rozw iązań. O kazało  się ono również 

silnym  narzędziem  m .in. do  oceny i krytycznej analizy  stosow anych e lem entów  skończonych 

i identyfikacji pasożytniczych zjaw isk  po jaw iających się w  ob liczeniach  num erycznych, jak 

na przykład  z jaw iska b lokady ścinania poprzecznego (shear locking).

W e w szystk ich  cytow anych w  artykule pracach oraz w  innych pozycjach  wymienionych 

w  b ibliografii rozw iązania  analityczne rów nań różnicow ych w yznaczano  dla wybranych 

konstrukcji prętow ych  o  jednorodnych  w arunkach brzegow ych.

W  niniejszej pracy na  w ybranym  przyk ładzie  belki E ulera-B em oulliego  (E-B) 

przedstaw iono  koncepcję zastosow ania  m etody funkcji w łasnych, dla przypadku gdy warunki 

podparcia  określone są  uogólnionym i przem ieszczeniam i o n iezerow ych  w artościach.

2. Równania równowagi dla jednowymiarowego pręta zginanego

B elkę o  skończonej długości ap roksym ow aną identycznym i elem entam i skończonym i i 

obc iążoną  dow olnym  ciągiem  w ęzłow ych sił skupionych Pr i m om entów  skupionych M r 

p rzedstaw ia  rys. 1.

o
-*■r-1 r +1

R
r

a a

Rys. 1. Belka o regularnym podziale obciążona siłami i momentami węzłowymi 
Fig. 1. Regularly discretized beam loaded by nodal forces and moments
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Do rozw ażań przy ję to  podział belki na dw uw ęzłow e elem enty skończone o  czterech  

stopniach sw obody i sztyw ności na  zg inan ie  E l.

“_____
I »2

a
--------

Rys. 2. Dwu węzłowy element skończony belkowy E-B 
Fig. 2. Two-node E-B bcam finite element

M acierz sztyw ności teg o  elem entu  w yprow adzona d la  ścisłych funkcji kształtu  m a  postać:

12 6  - 1 2  6  '

6 4 - 6 2

- 1 2  - 6  12 - 6  ^

-6 2 -6 4

i wiąże w ektory  uogólnionych przem ieszczeń i sił w ęzłow ych:

K q  = f ,  (2)

gdzie: q r  = {w, ęi, w2 </i2}, m l P2 m 2},

<pl = a  <pl , mi = M j a , d l a ;  = 1,2.

K orzystając  z  m acierzy (1), rów nania  rów now agi d la  dow olnego  w ęzła  r  m ożna 

przedstawić w  następującej postaci (rys. 3):

Pr
H-.M__________1_A/r MrJ .

Q,M , \  /  A / T ^  A*  W,

Rys. 3. Równowaga węzła r 
Fig. 3. Equilibrium o f r-th node

6 («V - i  - ™ r ) +  2(<*,_, +  2 ¿  )  +  6 (w , - w , t l ) +  2(2$¡, +  ¿ ,+1)  =  24Bm,.

- 1 2(> v, -  w ,) -  6(&-i +(#, ) + 12(h-v -  wr+1) + 6(y>, + 0 ,+1) = 24&P,
(3)

gdzie:

24EI
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W prow adzając  do rów nań (3) operatory przesunięcia B oo le’a E "  i różnic centralnych A” 

[1] otrzym am y:

(a2 + 6)/>r -  3(e  -  E~] )wr = 1 2 Bmr

i  2 (4)\ E - E  yf>r -  2A wr = ĄBPr .

E lim inując  z  rów nań (4) w ielkość  <j>r dostaniem y

A4vr, = 4b (a 2 + ć)pr - 1 2 b (e  -  E~' )mr , (5)

gdzie:

A2 = A2 = E '+ E ~ '- 2 ,  E " = E"r .

A4 = E 2 -  4E  + 6 -  4E~] + E~2 .

Z ajm iem y się przypadkiem , gdy obciążenie belki o końcach r  =  0 i r  =  R  stanowią 

jed y n ie  siły skupione Pr o dow olnym  rozkładzie (w  rów naniu  (5) należy przyjąć m r = 0 ) . 

R ozw iązan iem  rów nania  n iejednorodnego

A4 w, = 4b (a2 + ć)p r (6)

je s t  funkcja  o  dyskretnym  argum encie r  (funkcja  dyskretna), opisująca  przemieszczenia 

w ęzłó w  w r i s tow arzyszona z n ią  funkcja obrotów  w ęzłó w  <j>r o postaciach  [3]:

4 ^ ,  ¿ - ¿ ¿ W ,  (?)

gdzie  Pk = 'YJ PrWrk , a ]  to  w artości w łasne, a Wr t  to  o rtogonalne funkcje  własne w

przedzia le  (0,7?) jed n orodnego  rów nania  różnicow ego

A4wr -  4ar2 (a2 +  6)wr = 0 , (8)

odpow iadające  danym , jednorodnym  w arunkom  brzegow ym . to  funkcje obrotów

w ęzłów , które w yznacza się z  rów nań (4) po  podstaw ieniu  tam  w  m iejsce  wr 

łr  ®r,k» Bpr -*■ <*l > przyjęciu  mr = 0 .

P rzytoczm y rozw iązanie  dla belki o schem acie statycznym  ja k  na  rys. 4.

D la  w arunków  brzegow ych: 

r  =  0 ,  * „ = 0 ,  & = 0 >

= 0 .
r = R ,  -  —
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I  1  i  1  1  1  1
S O  1 2 M  r  f+1 R-l

L=Ra
S7 T 7  

—+■

Rys. 4. Schemat rozważanej belki (L=Ra) 
Fig. 4. Layout o f  considered beam (L=Ra)

otrzymuje się [3]:

( l - c o s h /r t )2 _  (l -  cos vk )2

K . t = D

1 2(cosh /Jk +2) 2(cos vk + 2)

(cosh fxkR -  cos —Sm |/t— sinh f ik
(c o sv 4 + 2

sinh u t 
r ------------- -— s i n v /

+ cosh n kr -  cos vkr

sinh n k sin vk
O r,t = 3  D  

+ 3

(cosh n k + 2Xcos vk +  2)

cosh n k + 2

(cosh jukR  -  cos vt /íXc°sh ¡it r - c o s v kr)

sinh ¿4 . , s in v t
sinh /Jkr  +   — sm vt /-

cosh fik + 2

( sinh f jk sin v kR sin vk sinh fj.k
cosh n k + 2 cos vt  + 2

gdzie: D  =

fik i v k to  p ierw iastk i rów nan ia  charakterystycznego:

(cosh fjk -  cos vt  )[(cos vk + 2)sinh n k sin vkR cosh fJkR -  (cosh / jk + 2)•

•sin 14 sinh /rt ^ c o sv t /?]= 0

 ............................. 5 -2 c o s v 't . . 5 - 2 cosh /4
związane z sobą  zależnościam i: cosh uk =    lub cosvŁ = ----------------  .

cos vk + 2 cosh n k + 2

Z nając funkcje  w r , z  zależności (2) i (4 ) m ożna określić  w zory na  w artości

przyw ęzłow ych sił w ew nętrznych [2 ]

A = M  = ^ - A 2w , - j P r , 
a  6

M r,„ l = M = ~ A 2wr + ^ P r ,

Qr,r-\ = 6 = - H e -' - i ) p „  
a  o

Qr.r+I = Q = H { E - \ ) A 2wr - H E - \ ) P r . 
a '  6

(10)
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3. Niejednorodne warunki brzegowe

W  niniejszym  rozdziale rozpatrzym y przypadek bardziej ogólny. N iech  w ęzły  brzegowe 

rozw ażanej belki oparte  są  na  sprężystych podporach: w ęzeł r  = 0 na  liniow ej i kątow ej, zaś 

w ęzeł r  = R  na  liniow ej (rys. 5).

Rys. 5. Schemat belki opartej na sprężystych podporach 
Fig. 5. Layout o f  elastically supported beam

W artości k -  to  sztyw ności sprężystych podpór lin iow ych (k 0 i a  % m  -  to  sztywność 

kątow a sprężystego  u tw ierdzenia  (%0).

O dpow iednie  p rzem ieszczenia w ęzłów  brzegow ych są  proporcjonalne do reakcji 

w ystępu jących  w  sprężystych podporach. A by uw zględnić  w  rozw iązaniu  zadania ten fakt, 

dokonam y analizy  przypadku, w  którym  belka o  schem acie p rzedstaw ionym  na rys.4 

(podpory  niepodatne), bez zew nętrznego obciążenia (-Pr = 0 )  doznaje wym uszonych 

przem ieszczeń  w ęzłów  brzegow ych:

W  zadaniu  pom ocniczym  m usim y w ięc w yznaczyć funkcję przem ieszczeń w r , spełniającą 

różn icow e rów nanie  jed norodne  (por.(5)):

Po Pi A l  P r P m  P r-i P r

-d la r  = 0 w0 = v 0, ć>o=0o ( 0 „ = a 0 ) ,
(11)

-d la  r = R

A * W r  =  0  .

R ozw iązan ie  ogólne rów nania  (12) m a postać:

W r =  C q  +  C^f +  + ^ - 3 ^ ,

zaś kąty obrotów  w ęzłów  określa  wzór, który w yznacza się z  rów nań (4)

<j>r = C, +  2C2r  + 3 C 3r 2 . (14)

( 12)

(13)
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U zupełniając trzy  w arunki b rzegow e (11) o  czw arty  M RR+1= 0 ,  czyli dla r  = R ,

FI / \
M  = — -A 2wr  = 0 , w yznaczym y z nich sta łe  C, (i =  0,1,2,3) po  podstaw ien iu  do n ich  relacji 

a2
(13) i (14). O statecznie, w ym uszenia  k inem atyczne da ją  następu jące  w zory  na ug ięc ia  i 

obroty węzłów :

3 K - v o  ą  L i .  1wr =v0 + © 0r + — I— ^ ©0Jr + ^ r | e . -

(15)

W ym uszone p rzem ieszczen ia  podpór (v 0 , vR, 0O ) w y w o łu ją  w  nich  reakcje. D odatn ie  

zwroty sił podporow ych i m om entu  u tw ierdzen ia  zaznaczono  na rys. 5. W yznaczm y ich 

wartości. N a  podstaw ie  w zorów  (10) ogólne postacie  funkcji reakcji zap isu je  się następująco:

v » = -Q 0, = — +3W1 -3w o  + w - i )
a

V r = -Q r r = —[•(¡¡'a+i - 3 w r  + 3 ^ - 1  -W R -2 ) (16)
a

    /      \
/ „  = F o /a  = - M 0J a  = — \jv\ - 2 w 0 + w -i J 

a

Po podstaw ieniu  w zorów  (15) do  funkcji (16) o trzym am y osta teczn ie  w yrażen ia  na  reakcje  

w yw ołane osiadan iem  podpór:

p ° = - ^ t (v° - v* + 0 °'r )

F * = 7 i L ( vo - u * +©<>*)
o dK

J o = F 0/a  = - ^ - i (v0 - v R + ® 0R)
onK

W przypadku  przem ieszczeń jednostkow ych  reakcje  p rzedstaw ione w zoram i (17) p rzy jm ą 

następujące w artości:

-  d la v0 = 1  ( v R = 0 ,  0 O = 0 )

1 r  1 ^  1
V  °’° = ~ o d „3 > = _ _ . /  0.0 = -8BR 3 ’ ' W R ] ’ ’ W R 2 ’

(18)
-  d la vR = 1  (v 0 = 0 ,  0 O = 0 )

Ü 0, R = — *-T , V R,R =  f 0 „ = — !— ,
&BR 8 B R i  ' 8 B R 2
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-  d la  0 O = 1  (v 0 = 0 ,  vR = 0 )

v    L _  v  - - i -  7  = - _ L
0 /  8B R 2 ’ 85/?2 ’ 'f  8 5 5  '

R eakcje  w yw ołane działaniem  obciążeń zew nętrznych na belkę  o podporach nieprzesuwnych

oblicza się zgodnie  ze  w zoram i (19), które w yprow adzone zostały po  w ykorzystaniu  relacji

(7) i (10):

1 K A
VoF) = -  O A X *  + jr (£  + 6K

^ — ¿ i  J ( £_1 - ' W * ,  \ ( £ l  + « K (19)

r A r o,t
24 a \

Po  rozw iązan iu  zadan ia  pom ocniczego i w yznaczen iu  funkcji przem ieszczeń (15) i reakcji 

(18) m ożna określić  w artości reakcji w  analizow anej belce o podatnych  podporach (rys. 5) 

stosując  zasadę superpozycji skutków. W ielkości V0' , V„' i F ‘ ( f o* =  / 0*a), będące  skutkiem 

dzia łan ia  obciążen ia  Pr oraz podatności podpór, spełn ia ją  uk ład  równań:

v;  =  K 0(p ) +  F o , o  ^ -  +  F o , f i  —  +  Vo.f -fo a
k 0 K r  Xo

k ;  = v j f > + V r .o ^ + V r ,r  a *. + ( 20)
5To

f - A F) + f  ! ^ - + f  ^ s ~ + fJo —  Jo  W  0.0 T J 0 J I  T J O /
*7 *7 Ko

W prow adźm y do obliczeń sztyw ności zastępcze (w ielkości bezw ym iarow e) i następujące

oznaczen ia  skracające zapis:

„  o35 V 0 I?k0 „  a353/cR Z,VR „  aRxa L z0A A — — , A. n — —————  — — —— A <■ — —
0 El El El El El El

R ozw iązaniem  układu rów nań (20) są  w artości reakcji:

v ;  = K \K 'V^P) + 3 K 0K r (K0(f > -  f t ]/lł)+  3K 0K f  +  Kjp>)],

F0* = ( v ^  + / 0(', | / £ ) + + Kf>)],  <?i)

/„' = A'[/K/0(/>) + 3KRKf  (/ f> -5 K 0(P))+ 3*0*, (/ÓW +£ ^ ’) I

gdzie:

JC = [ ^ '+ 3 ( ^ 0 ^  + K RK f  + JC>iTof1, K'= K 0K RK , ,
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którym odpow iadają  rzeczyw iste, uogóln ione p rzem ieszczen ia  w ęzłów  podporow ych:

v0 =  ̂  = 2ĄBR 'K [K RK f v t ] + 3A„ -  / 0(p)/ a ) +  3K f  (k„(p> + Kjp>)],
Ko

v* ^  = 2ABR3K [K 0K f V ^  + 3K 0( v y ) + ń P ) (22)
k r

© 0 = ^ -  = 2 4 B R Ą K 0K Rf ^ + 3 K 0{ f iP) + R V ^ ) + 3 K R{ f ^ - R ^ p))].
Zo

Przem ieszczenia w ęzłó w  belki stanow ią  sum ę przem ieszczeń ob liczonych dla belki o 

niepodatnych podporach i przem ieszczeń w yw ołanych osiadaniem  w ęzłów  podporow ych 

określonych w zoram i (22). B io rąc  pod uw agę  zależności (7 ) oraz w zory  (15), do  k tórych 

należy podstaw ić  v0, vR i 0 O zgodnie  z  (22), po  żm udnych  p rzekształcen iach  o trzym am y 

ostateczną postać  w zoru  n a  ug ięc ia  w ęzłów  belki o  podatnych  podporach:

= 5 l 4 - K * + n 1( i - £ ) A X *  + n 2( i - £ - ' ) A X . *  + i n 3A X , t } +
t=l &k l  J (2 j )

+ 45[n, (E + ó)P0 + i22 (£-' + ó)pr ],

gdzie:

= ^ [ k r K / <d,o>i - 6K RR 2ait +6AT/ / ł3],

Q 2 = ^ \ K 0K f { lR 2 -a ,c o 2)+ 6 K 0rR 2 + 6 K f R 2],

C23 = ~ [ K RK Ra>\<02 + 2 R 2)+ 6 K 0rR 2 + 6K r R 2( d \

¿y, = o , (r) = r  -  W, a>2 = (r) = r 2 -  2Rr - 2 R 2,

W artości k ą tów  obro tów  w ęzłó w  m ożna określić  ze  w zoru  (por. [2]):

rf, = ± [ ( e - E - ' \ 6 - A2)v , + m (e -F .- ') p \  (24)

4. Wnioski

Z najom ość rozw iązan ia  zadan ia  b rzegow ego dla belki aproksym ow anej układem  

dyskretnym  (zgodnie  z  m etodo log ią  M E S) z jednorodnym i w arunkam i brzegow ym i pozw ala 

uogólnić ob liczen ia  na p rzypadek, gdy w ęzły  b rzegow e podparte  są  na  podporach  podatnych. 

W rezu ltacie  o trzym uje  się proste  w zory  analityczne o budow ie zam kniętej, pozw alające  na



358 M . Łasecka

w yznaczen ie  dyskretnych funkcji przem ieszczeń i obro tów  w ęzłów  belki aproksym owanej 

elem entam i skończonym i. U zyskane rozw iązanie  m a charak ter bardzo  ogólny. D okonując w 

ob liczen iach  p rzejść  g ranicznych (np.xr0 ->oo i k r -»oo lub Xo ~>00)> otrzym uje  się wzory 

d la belek  o  częściow o lub całkow icie n iepodatnych podporach.

R ozw iązan ia  m ożna rozszerzyć na  przypadki innych  obciążeń (w ęzłow e momenty 

skupione) o raz  aproksym acji uk ładów  jednow ym iarow ych  innym i typam i elem entów 

skończonych  przy  zachow aniu  oczyw iście regularności podzia łu  [2],
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Abstract

A  possib ility  o f  application  o f  e igenfunction  m ethod fo r beam  system s w ith  discrete 

structu re  w ith  non-hom ogeneous boundary  conditions is presented. A  conception  is given for 

exam ple o f  bending  o f  E u ler-B em oulli beam . Its boundary  nodes a re  e lastically  supported  and 

have  non-zero  displacem ents. T he beam  is loaded by an arb itrary  set o f  nodal forces. The 

d iscretisation  o f  th e  beam  in to  tw o-node fin ite  elem ents is adopted. T he equilibrium  

conditions are expressed in the form  o f  d ifference equations. T hese  equations are solved 

analytically .


