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ANALIZA UKELADOW PRETOWYCH Z NIEJEDNORODNYMI
WARUNKAMI BRZEGOWYMI METODA FUNKCJI WEASNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono mozliwo$¢ zastosowania metody funkcji wiasnych
do analizy jednowymiarowych uktadéw pretowych o strukturze dyskretnej z niejednorodnymi
warunkami brzegowymi. Koncepcje omoéwiono na przyktadzie zginania belki Eulera-
Bemoulliego, ktoérej wezty brzegowe oparte sg na sprezystych podporach o niezerowych
przemieszczeniach, a obcigzenie stanowi dowolny cigg weztowych sit skupionych. Do
obliczen przyjeto dyskretny podziat belki na dwuweztowe elementy skonczone. Warunki
rbwnowagi zapisano w postaci réwnan r6znicowych, ktérych rozwigzania otrzymano w
postaci analitycznej.

ANALYSIS OF BEAM SYSTEMS WITH NON-HOMOGENEOUS
BOUNDARY CONDITIONS USING EIGENFUNCTION METHOD

Summary. A possibility of application of eigenfunction method for beam systems with
discrete structure with non-homogeneous boundary conditions is presented. A conception is
given for example of bending of Euler-Bernoulli beam. Its boundary nodes are elastically
supported and have non-zero displacements. The beam is loaded by an arbitrary set of nodal
forces. The discretisation of the beam into two-node finite elements is adopted. The
equilibrium conditions are expressed in the form of difference equations. These equations are
solved analytically.

1 Wstep

Szybki rozwéj metod numerycznych w obliczeniach konstrukcji inzynierskich, a
szczegb6lnie metody elementéw skofAczonych, spowodowal zaniechanie poszukiwan
rozwigzan analitycznych. Okazato sie jednak, ze réwniez w przypadku uktadéw
modelowanych strukturami dyskretnymi uzyskanie takich rozwigzan w postaci zamknietej

jest mozliwe dzieki zastosowaniu metody réwnan réznicowych. Teorie réGwnan réznicowych
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oraz jej aplikacje do analizy zagadnien statyki i dynamiki regularnych konstrukcji pretowych
rozwinat w Polsce Gutkowski [1], Tematyke te podjat Switka [3,4] i Rakowski [3], stosujac
do rozwigzan wybranych probleméw teorii konstrukcji metode funkcji wiasnych. Rakowski
wykazat m.in. w pracy [2], ze w przypadku regularnej dyskretyzacji uktadu,
aproksymowanego zbiorem identycznych elementéw skonczonych, mozliwe jest wyznaczenie
warunkéw réwnowagi w postaci réwnan rekurencyjnych, ekwiwalentnych w stosunku do
uktadu réwnan algebraicznych, otrzymanych w postaci macierzowej dzieki zastosowaniu
metodologii MES. Takie sformutowanie, ktére prowadzi w wielu zadaniach do okre$lenia
jednego réwnania réznicowego niezaleznie od liczby stopni swobody dyskretyzowanej
konstrukcji, pozwala na prostg analize parametryczng rozwigzan. Okazato sie ono réwniez
silnym narzedziem m.in. do oceny i krytycznej analizy stosowanych elementéw skoinczonych
i identyfikacji pasozytniczych zjawisk pojawiajacych sie w obliczeniach numerycznych, jak
na przyktad zjawiska blokady $cinania poprzecznego (shear locking).
We wszystkich cytowanych w artykule pracach oraz w innych pozycjach wymienionych
w bibliografii rozwiagzania analityczne réwnan réznicowych wyznaczano dla wybranych
konstrukcji pretowych o jednorodnych warunkach brzegowych.
W niniejszej pracy na wybranym przykitadzie belki Eulera-Bemoulliego (E-B)
przedstawiono koncepcje zastosowania metody funkcji wtasnych, dla przypadku gdy warunki

podparcia okre$lone sg uogélnionymi przemieszczeniami o niezerowych wartosciach.

2. Roéwnania réwnowagi dla jednowymiarowego preta zginanego

Belke o skonczonej diugosci aproksymowang identycznymi elementami skonczonymi i

obcigzong dowolnym ciggiem weztowych sit skupionych Pr i momentéw skupionych Mr

przedstawia rys. 1.

-I:}:T r r+l

Rys. 1. Belka o regularnym podziale obcigzona sitami i momentami weztowymi
Fig. 1 Regularly discretized beam loaded by nodal forces and moments
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Do rozwazah przyjeto podziat belki na dwuweztowe elementy skoficzone o czterech

stopniach swobody i sztywnos$ci na zginanie El.

| »2

Rys. 2. Dwuweztowy element skoriczony belkowy E-B
Fig. 2. Two-node E-B bcam finite element

Macierz sztywno$ci tego elementu wyprowadzona dla $cistych funkcji ksztattu ma postac:
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iwigze wektory uogdlnionych przemieszczen i sit weztowych:
Kgq =f, (2)
gdzie: qr ={w, ¢, w2 <R}, ml P2 m2},
9 =ag, mi=Mja, dla; =12
Korzystajagc z macierzy (1), réwnania réwnowagi dla dowolnego wezta r mozna

przedstawi¢ w nastepujacej postaci (rys. 3):

H--M 1 Ar M.
\ /A /T A AW,

Rys. 3. Rownowaga weztar
Fig. 3. Equilibrium of r-th node

B(<V-i -™r)+ 2(<K, +2¢ )+ 6(w, -w t])+ 2(2$), + ¢,+1) = 24Bm,.
®)
-12(>v, - w,)- 6(&-i +(#, )+ 12(hv - wrtl) + 6(y>, + 0,+1) = 24&P,

gdzie:

24E1
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Wprowadzajac do rdwnan (3) operatory przesuniecia Boole’a E™ i réznic centralnych A’

[1] otrzymamy:
(a2+6)/> - 3 - E~])wr =12Bmr
{E-E ybr - 2A%wr = ABPT. @
Eliminujac z rownan (4) wielko$¢ ¢ dostaniemy

Advr, = 4b a2+ ¢)pr-12b (e - E~")mr, (5)
gdzie:

A=A =E'+E~"'-2, E" =ET.

Ad=E2- 4E +6- 4E~]+E~2.

Zajmiemy sie przypadkiem, gdy obcigzenie belki o koncach r=0 i r =R stanowig
jedynie sity skupione Pr o dowolnym rozktadzie (w réwnaniu (5) nalezy przyja¢ mr =0).
Rozwigzaniem réwnania niejednorodnego

Adw, = 4b (a2 +¢)pr (6)
jest funkcja o dyskretnym argumencie r (funkcja dyskretna), opisujgca przemieszczenia

weztdw wr i stowarzyszona z nig funkcja obrotéw weztow <f o postaciach [3]:
4~ (el W Q]
gdzie Pk ='YJPrWrk , a] to warto$ci wiasne, a Wrt to ortogonalne funkcje witasne w

przedziale (0,7?) jednorodnego réwnania réznicowego

Adwr - 4ar2(a2+ 6)wr = 0, ®)
odpowiadajgce danym, jednorodnym warunkom brzegowym. to funkcje obrotow
weztow, ktére wyznacza sie z réwnan (4) po podstawieniu tam w miejsce wr
tr ®r,k» Bpr “m<* >przyjeciu mr =0.

Przytoczmy rozwigzanie dla belki o schemacie statycznym jak na rys. 4.

Dla warunkéw brzegowych:
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Rys. 4. Schemat rozwazanej belki (L=Ra)
Fig. 4. Layout of considered beam (L=Ra)

otrzymuje sie [3]:

(I-cosh/rt)2 _ (I- cosvk)2

1  2(cosh/Jk +2) 2(cosvk +2)

sinh ut
K .t =D (coshfxkR - cos —Sm|/t— sinh fikr L sinv/
(cosv4 +2 coshnk +2
+ cosh nkr - cosvkr
sinh nk sin vk . . .
Ort =3D ! nv (cosh jukR - cosvt/iXcesh jitr-cosvkr)
(coshnk +2Xcosvk + 2)
inh ¢4 invt
SR inh ke + ™ smvts
cosh fik + 2

gdzie: D (sinhfjksinvkR sinvksinh fik
zie: D =

coshnk +2 cosvt +2

fik i vk to pierwiastki rownania charakterystycznego:

(cosh fjk - cosvt )[(cosvk + 2)sinh nksin vkR cosh fJkR - (cosh /jk + 2)e
esin 14 sinh /rt~cosvt/?]= 0

. ETPTSRR 5-2cosv't
zwigzane z sobg zaleznoéciami: cosh uk =~ = lub cosvk = el

cosvk +2 coshnk +2
Znajac funkcje wr, z zalezno$ci (2) i (4) mozna okresli¢ wzory na
przyweztowych sit wewnetrznych [2]

A =M =*-A2w ,-jPr,
a 6
Mr,l=M =~A2wr+"Pr,
Qrr\=6 = -He-"-i)p,
a (o]

QrrH=Q= H{E-\)A2Wr-H6E “\)Pr.
A

wartosci

(10)
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3. Niejednorodne warunki brzegowe

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy przypadek bardziej ogdlny. Niech wezty brzegowe
rozwazanej belki oparte sg na sprezystych podporach: wezet r =0 na liniowej i katowej, za$

wezet r =R na liniowej (rys. 5).

Po Pi Al Pr Pm Pri Pr

Rys. 5. Schemat belki opartej na sprezystych podporach
Fig. 5. Layout of elastically supported beam

Wartoéci k- to sztywnosci sprezystych podpér liniowych (kO i a %m - to sztywnos$¢
katowa sprezystego utwierdzenia (%0).

Odpowiednie przemieszczenia weztéw brzegowych sa proporcjonalne do reakcji
wystepujacych w sprezystych podporach. Aby uwzgledni¢ w rozwiazaniu zadania ten fakt,
dokonamy analizy przypadku, w ktérym belka o schemacie przedstawionym na rys.4
(podpory niepodatne), bez zewnetrznego obcigzenia (Pr =0) doznaje wymuszonych
przemieszczen weztdw brzegowych:

-dlar =0 w0=v0, ¢>0=00 (0,=a0),

(1)

W zadaniu pomocniczym musimy wiec wyznaczy¢ funkcje przemieszczen wr, spetniajaca

-dla r=R

réznicowe réownanie jednorodne (por.(5)):
A*WE = 0. (12)
Rozwigzanie ogdlne réwnania (12) ma posta¢:
Wr=Cq+ CAF+ +AL3A, (13)
za$ katy obrotow weztéw okres$la wzér, ktéry wyznacza sie z r6wnan (4)

$¥=C, +2C2r +3C32. (14)
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Uzupetniajgc trzy warunki brzegowe (11) o czwarty M RR+1=0, czyli dla r =R,
Fl . /. \ - . .
M=— —2A 2wr =0, wyznaczymy z nich state C, (i =0,1,2,3) po podstawieniu do nich relacji
a
(13) i (14). Ostatecznie, wymuszenia kinematyczne daja nastepujace wzory na ugiecia i
obroty weztéw:

wr=v0+00r+—> KoR0  Bodriy Alrje -
(15)

Wymuszone przemieszczenia podpdr (v0, vR, 00) wywotuja w nich reakcje. Dodatnie

zwroty sit podporowych i momentu utwierdzenia zaznaczono na rys. 5. Wyznaczmy ich

wartosci. Na podstawie wzorédw (10) ogdine postacie funkcji reakcji zapisuje sie nastepujaco:

v»=-Q0,=— +3WL -3wo +w-i)
a
Vr =-Qr r =—{e(jj'ati -3wr +37-1 -WR-2) (16)
a
/ \
/., =Fola=-M 0Ja =— \jW\ -2w 0 +w-iJ
a

Po podstawieniu wzoréw (15) do funkcji (16) otrzymamy ostatecznie wyrazenia na reakcje

wywotane osiadaniem podpo6r:
p° = -Mt(W-v¥+0°T)
F*= Zdik (Vo -u * +O<>%)

Jo=F0a=-" -1i(v0-vR +®0R)
onK
W przypadku przemieszczen jednostkowych reakcje przedstawione wzorami (17) przyjma
nastepujace wartosci:

- dlavo=1 (vR=0, 00=0)

N P S S
VTEoage3 e Twry ! 9970 wre

- dlavkR=1 (v0=0, 00=0)

(18)

U0R=—*T , VRR = f0,=—1—,
&BR 8BRi ' 8BR2
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- dla00=1 (v0=0, VR=0)
v L_ v - -0 7 =-_L
0/ 8BR2’ 85/?72 " f 855
Reakcje wywotane dziataniem obcigzen zewnetrznych na belke o podporach nieprzesuwnych
oblicza sig zgodnie ze wzorami (19), ktére wyprowadzone zostaty po wykorzystaniu relacji

(7) i (10):

1K A
VoF) = -OAX™* +jr(£ + 6K
AN — g T J(EL-TW o * N (£l +«K (19)
r Ar ot
24 a\

Po rozwigzaniu zadania pomocniczego i wyznaczeniu funkcji przemieszczen (15) i reakcji

(18) mozna okres$li¢ warto$ci reakcji w analizowanej belce o podatnych podporach (rys. 5)
stosujagc zasade superpozycji skutkéow. Wielkosci VO, V,' i F* (fo*=/0a), bedace skutkiem

dziatania obcigzenia Pr oraz podatnosci podpoér, spetniajg uktad réwnan:

v; = KQp) + Fo,0 » - + Fo,fi — + Vo.f fo a
ko Kr Xo

K; =vjf>+Vro® + V rra*. + ( 20)
5To

Jo AP Bt 00! -k ts o
*7 *7 Ko

WprowadZzmy do obliczeA sztywnoS$ci zastepcze (wielko$ci bezwymiarowe) i nastepujace

oznaczenia skracajgce zapis:

5
AA_ODVO I 'f&\nl__a}é?idi_Z,VR A alRxa _Lz0
0 El El El El El El

Rozwigzaniem uktadu réwnan (20) sg warto$ci reakcji:
v; = K\K'VAP) + 3K 0K r (KQf>- f t J/I1)+ 3KOKf + Kjp>)],
FO* = (vr +1Q,|/E) + + Kf>)], <?i)
/' =AT/K/QY+3KRKF (/f>-5KQP)+ 3*0*, (fON +£/ )]

gdzie:

JC=["+3("0" + KRKf +JC>iTofl, K'= KOKRK, ,
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ktérym odpowiadaja rzeczywiste, uogé6lnione przemieszczenia weztéw podporowych:

vo=AI<O = 2ABR'K[KRKfvV t]+3A, - /Qp)a)+ 3Kf (k(p>+ Kjp>)],

v A =2ABR3K[KOKfV A +3KO(vy)+h P ) (22)
kr

©0= A - =24BRAKOKRf*+ 3 K 0{fiP) +RV ")+ 3KR{f~-R * p))].
Zo
Przemieszczenia weztdw belki stanowig sume przemieszczen obliczonych dla belki o
niepodatnych podporach i przemieszczen wywotanych osiadaniem weztéw podporowych
okre$lonych wzorami (22). Biorgc pod uwage zalezno$ci (7) oraz wzory (15), do ktérych

nalezy podstawi¢ v0, VR i 0 O zgodnie z (22), po zmudnych przeksztatceniach otrzymamy

ostateczng posta¢ wzoru na ugiecia weztow belki o podatnych podporach:

=514 -K *+n1(i-£)AX* +n2(i-£-YAX.* +in 3A X, t}+
| J

t=1 &k (21
+45[n, (E+ 0)PO+i22(E-" + o)pr],
gdzie:
=" [k rK/ €,0% - 6KRR 2ait +6AT/ /43],
Q2="KOKf{IR2-a,c02)+6KO0rR2+6KfR2],
CB=~[KRKRax<02 +2R2)+6KOrR2 +6KrR2(d\
o =0,(r)=r-W, a2= (r)=r2- 2Rr-2R2,
Wartosci katow obrotéw weztéw mozna okresli¢ ze wzoru (por. [2]):
i, =+[(e -E -"\6 -A2)v, +m (e -F.-")p\ (24)

4. Wnioski

Znajomo$¢ rozwigzania zadania brzegowego dla belki aproksymowanej uktadem
dyskretnym (zgodnie z metodologiag MES) z jednorodnymi warunkami brzegowymi pozwala
uogo6lni¢ obliczenia na przypadek, gdy wezty brzegowe podparte sg na podporach podatnych.

W rezultacie otrzymuje sie proste wzory analityczne o budowie zamknietej, pozwalajagce na
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wyznaczenie dyskretnych funkcji przemieszczen i obrotéw weztdw belki aproksymowanej
elementami skoficzonymi. Uzyskane rozwigzanie ma charakter bardzo ogdélny. Dokonujgc w
obliczeniach przej$é granicznych (np.xr0 ->00 i kr -»00 lub Xo ~>00)> otrzymuje sie wzory
dla belek o cze$ciowo lub catkowicie niepodatnych podporach.

Rozwigzania mozna rozszerzy¢ na przypadki innych obcigzen (weztowe momenty
skupione) oraz aproksymacji uktadéw jednowymiarowych innymi typami elementéw

skofAczonych przy zachowaniu oczywiscie regularno$ci podziatu [2],
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Abstract

A possibility of application of eigenfunction method for beam systems with discrete
structure with non-homogeneous boundary conditions is presented. A conception is given for
example of bending of Euler-Bemoulli beam. Its boundary nodes are elastically supported and
have non-zero displacements. The beam is loaded by an arbitrary set of nodal forces. The
discretisation of the beam into two-node finite elements is adopted. The equilibrium
conditions are expressed in the form of difference equations. These equations are solved

analytically.



