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LEPKOPLASTYCZNOSC W GRUNTACH - WRAZLIWOSC NA
PREDKOSC ODKSZTALCENIA

Streszczenie. W pracy przedstawiono opis modelu gruntu, ktéry jest w stanie opisac
wrazliwo$¢é materiatu na predkos$é¢ jego odksztatcania. Opis ten jest uog6lnieniem bardzo
czesto stosowanego w mechanice gruntéw modelu Modified Cam Clay. Podano réwniez
wynik przeprowadzonego eksperymentu oraz jego symulacje numeryczna.

VISCOPLASTICITY IN SOILS - SENSITIVITY TO STRAIN RATE

Summary. In the paper there is given description of soil model, which can describe
material sensitivity to its strain rate. This description is the generalisation Modified Cam Clay
Model that is often used in soil mechanic. There are also presented result of laboratory test
and numerical simulation.

1. Wstep

Jak wykazujg doswiadczenia, bardzo czesto mamy do czynienia z wrazliwo$cig materiatow
nie tylko na $ciezke obcigzenia, ale takze na predkos¢, z jaka obciazenie to jest przyktadane.
Klasyczne modele zdolne sg w miare doktadnie opisaé pierwszg z przedstawionych
wiasciwosci. Chcac uwzgledni¢ drugg z nich, musimy uogélni¢ stosowane modele
wprowadzajac zalezno$¢ od czasu. Jednego z pierwszych opiséw lepkoplastycznosci
dostarcza model Perzyny [8], natomiast pierwszg koncepcje uwzglednienia wptywu czasu w
prawie wzmocnienia - model Dragona - Mroza [5], Poréwnanie stworzonych dotychczas
modeli konstytutywnych opisujgcych lepkoplastyczno$¢ znajduje sie w publikacji autora [7],

Problem ten jest szczegdlnie dostrzegalny w gruntach spoistych, o czym przekonuja nas
wyniki uzyskane przez autoréw [9], Do podobnych wnioskéw dochodzimy, analizujgc
wykonane przez autora badania doswiadczalne, w ktérych, przy niezmienionych innych

warunkach, badano wptyw predkosci odksztalcenia na warto§¢ dewiatora naprezenia
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powodujacego $ciecie probki (rys. 1). Badanie to przeprowadzono na prébkach gruntu bardzo

spoistego. Lepkoplastyczno$¢ w cytowanym badaniu manifestuje sie tym, ze im wyzsza

predkos$¢ odksztatcenia, tym wieksze obserwujemy naprezenie potrzebne do $ciecia prébki.
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Rys. 1 Zalezno$¢ dewiatora naprezenia od odksztatcenia przy réznych predkosciach $cinania
Fig. 1 Dependence deviator stress on strain by different shear rate

W pracy przedstawiony bedzie konsystentny model opisujacy lepkoplastyczno$é, ktory jest
uogdblnieniem czesto stosowanego w mechanice gruntéw modelu Modified Cam Clay
Podobny sposéb opisu dla betonu mozna znalezé w publikacji Rene de Borsta [4],
Uogo6lnione bedzie réwnanie lepkoplastycznego wzmocnienia oraz warunek plastycznosci.
Nastepnie pokazany bedzie problem w szczeg6lnej postaci osiowej symetrii, ktora opisuje
badanie w komorze aparatu tréjosiowego Sciskania. W zakres rozwazan wejdg tez algorytm
numerycznego rozwigzania oraz przyktad ilustrujacy zgodno$é (na tym etapie jakoSciowa)

wynikéw doswiadczen z rezultatami testéw numerycznych.

2. Ogédlne réwnania modelu

Analizujac zadanie, przyjeto, ze odksztatcenia lepkie (op6znione) obserwowane sg po
osiaggnieciu przez punkt w przestrzeni naprezen powierzchni plastycznos$ci. Zatozono réwniez,
ze struktura og6lnych réwnan opisujacych sprezysto-plastyczno$¢ pozostaje bez zmian,
natomiast wptyw czasu jest uwzgledniony w réwnaniu wzmocnienia. Podano tez og6lniejsza
posta¢ réwnan opisujgcych powierzchnie plastycznosci, jak i powierzchnie potencjatu. Ze
wzgledu na fakt, ze proces zachodzi w czasie, réwnania te podawane sa w formie

predkos$ciowe;j.
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Pierwszym z réwnan opisujagcych model jest réwnanie dekompozycji odksztatcen, ktére

przyjmie postac:

s=e'+t eV, ()

gdzie: £ - predkos¢ odksztatcen catkowitych, t e- predkos$é odksztatcen sprezystych,

r.w - predko$¢ odksztatcen lepkoplastycznych (w ogélnosSci niesprezystych).
Drugim z postawionych tutaj réwnan opisujgcych problem jest prawo sprezystosci, ktore
podawane jest identycznie jak w klasycznej teorii plastycznosci:
o=De™* (2)
Wyzej oznaczono:
o- predko$¢ wektora naprezenia, D - macierz statych sprezystych materiatu.

Podobnie przyjeto prawo ptyniecia, ktére w ogélnym przypadku (prawo niestowarzy-

szone) mozna zapisac:

«*=* aa' 3)

Tutaj: G(o, k,k)- jest powierzchnigpotencjatu, natomiast A- skalarowym mnoznikiem

wyrazajacymdtugosc wektoraf vpw  zaleznosci oddtugosci gradientu powierzchni
potencjatu.

Bardzo waznym réwnaniem w rozpatrywanym modelu jest prawo wzmocnienia. Jak juz
wspomniano wcze$niej, wptyw czasu na przebieg procesu uwzgledniony jest w nizej
zamieszczonej zaleznosci:

k=T,(3,/MNE" -1 2aM). @
W powyzszym: «k - jestskalarowym parametrem wzmocnienia, natomiast r, i r2- sg
funkcjami materiatowymi. Takie ujecie lepkoplastycznosci zostato pokazane wpracach [4] i
5]

Kolejnymi réwnaniami, ktére beda miaty ogdlniejsza postaé¢ niz w tradycyjnej teorii
sprezysto-plastycznej, sa rownania powierzchni plastycznosci oraz powierzchni potencjatu.
Jezeli rozpatrujemy prawo wzmocnienia niestowarzyszone, to obydwie te powierzchnie maja
rézng posta¢, odpowiednio:

F(a, k,k)=0, G(o,rr,/c) =0. (5)
Oczywiscie F - jest funkcjg plastycznego ptyniecia, natomiast G - funkcjg potencjatu.
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Charakterystyczny w powyzszych réwnaniach jest fakt zaleznosci obydwu rozwazanych
powierzchni nie tylko od poziomu naprezenia w analizowanym punkcie i warto$ci parametru
wzmochienia, ale rowniez od jego predkosci. Ten sposéb uog6lnienia réwnan (5) podany
zostal w [4],

Dla uzupetnienia kompletu ogdlnych réwnan problemu podamy ponizej warunek
zgodnosci, ktory dla przyjetej w (5) przyjmie postac:

dF 8F dF
-k K

do 8k

=0. N
8k
Analizujagc powyzsze réwnanie, stwierdzamy, ze w poréwnaniu z teorig sprezysto-

plastycznos$ci jest ono uzupetnione o jeden czton zawierajacy druga pochodng parametru «
po czasie.
Po przedstawieniu ogdlnych réwnan dla rozpatrywanego zagadnienia mozemy teraz

przejs¢ do wyznaczenia zalezno$ci naprezenie-odksztatcenie. W tym celu zrézniczkujmy
rébwnanie (4) po czasie (uzyskamy warto$¢ k), a nastepnie podstawmy do warunku

zgodno$ci  (6) wyrazenia na ati k . Wykorzystajmy réwniez réwnania (1) i (2) przy

wyznaczaniu pierwszego cztonu w rdwnaniu zgodnosci. Otrzymamy wtedy:

£ °(e-e"")+f (r'e"+r-)+f (r'e"+r'5°+r0 -0-
Jezeli teraz do powyzszego postawimy zalezno$¢ (3), to otrzymamy réwnanie rézniczkowe

drugiego rzedu ze wzgledu na parametr X, ktére zapiszemy w postaci uproszczonej:

sX+ hX+c =0, 00
8G)
do)’
gdzie:
L 50-7r, 20, a3 =8 420 42F48_BE m p 2O,
00 do do 8k da do
d/c 8k

., 8F F . dF -«
c§ k,k)=m rbsg‘— r2+— r2.
do drc -
8 k
Sciste rozwigzanie podanego wyzej réwnania jest w ogéInosci zadaniem bardzo trudnym.

Chociaz réwnanie (8) jest réwnaniem rézniczkowym rzedu drugiego, to przez podstawienie

t=X mozemy sprowadzi¢ go do réwnania rzedu pierwszego. Jednak mimo to rozwigzanie

bywa w og6lnym przypadku niewykonalne. Analityczne rozwigzania podobnego zagadnienia
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dla kilku szczeg6lnych przypadkéw mozemy znalezé w [9], W dalszej cze$ci pracy

przedstawione bedzie rozwigzanie numeryczne tak postawionego problemu.

3. Opis problemu w przypadku osiowej symetrii

Aby maéc interpretowaé zachowanie sie prébki gruntu w aparacie tréjosiowego $ciskania,

konieczne jest rozpisanie zwigzkéw (1-9) dla przypadku osiowej symetrii. W dalszej czesci

bedziemy operowa¢ niezmiennikami naprezenia i odksztatcenia, ktére definiujemy
nastepujgco:
P'z
(10)
gdzie:

p' - naprezenie $rednie, ¢ - dewiator naprezenia, ev- odksztatcenie objetosciowe, e,-
odksztatcenie postaciowe, at'<72',a}',fi,e2,e} - odpowiednio naprezenia i odksztatcenia
gtéwne.

Nalezy takze dodaé, ze analizowa¢ bedziemy zwiagzki konstytutywne w naprezeniach
efektywnych dziatajgcych na szkielet gruntowy (znak prim), ktére wyliczymy zgodnie z
prawem Terzaghiego:

0'=0- Im, (11)
gdzie: o'- tensor naprezenn efektywnych, o- tensor naprezen catkowitych, u- cisnienie
wody w porach gruntu, |- tensorjednostkowy.

Uwzgledniajagc powyzsze, mozemy rozpisa¢ og6lne prawa definiujgce model dla stanu
wystepujacego w prébce podczas badania.

Niezmienniki naprezenia i odksztatcenia bedg miaty postac:

p'=-(<V+2o0y), «hoy-0y,
12)
Ey=£, +2e3,

Funkcje plastycznosci i potencjatu przyjma postac:



364 M. Lupiezowiec

Prawo wzmocnienia zapiszemy w sposéb nastepujacy:

vp vp
K=Tv{p\q',K) swrs[p',q\K) ss -T2(p",q" k). 04)

Natomiast rGwnania kanoniczne (8) i (9) sprowadzg sie do nastepujacych:

sA+hA+c =0, (15)
gdzie:
e, dF ,, dG dF, dG
dK * dKk *
ﬁ(cr’k’k.) = ~d_F-'q_(_3_____Ej_E_3Gd_G +d_F rrv d_G +d_F rrsd_G +1F r\/%3 +d_F rr dG
dp dp dq dg dK ' dp dtc sdgq gk " drc *~ 7
c(ct,k,k'):d—FKev+—dF3Ge5+—dFT2+iFii,
dp dq dK Qk

K - modut $cisliwosci, G - modut $cinania.
Do réwnania (15) dokladamy zwigzki uzalezniajace naprezenie od odksztatcenia -
analogicznie do (9):
p =N\ ey B3dG qg=3G e —A—dGI (16)
dp) dq)
Rozwiazanie zwigzkéw (15-M6) pozwala nam wykresli¢ dowolne $ciezki (naprezenia,

odksztatcenia itp.) obrazujace przebieg obcigzania materiatu ijego odpowiedz.

4. Szczegdtowa postac¢ funkcji materiatowych

W rozdziale tym przedstawione zostang funkcje materiatowe, ktére zostaty uzyte przy
rozwigzywaniu postawionego wyzej problemu. Podczas badania w aparacie tréjosiowym,
ktérego idea zostata przedstawiona w [1], obserwowaé bedziemy niezmienniki zdefiniowane
réwnaniami (10). Jak to juz byto wspomniane wcze$niej, model ten jest uogdlnieniem modelu
Modified Cam Clay (pozycje [1], [2] i [3]). Tak wiec dekompozycje odksztatcen zapiszemy

w postaci:
e vp e vp

Ss =£s+Es Ev=£V+EvV . (1

Prawo sprezystosci dla analizowanego przypadku przedstawiamy nastepujaco:
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P=Kev, q=3Ges.
gdzie: K = ------—p - modut $ci$liwosci, G - modut $cinania, e0 - poczatkowy wskaznik
K

porowatosci.
Funkcje opisujaca powierzchnie plastycznosci przyjmowac bedziemy jako réwna funkcji

potencjatu, kt6ra zapiszemy:

F(p\g\pc)=G(p'.q\pc)=q2+M2p[p-(pc+Apc)]=0. 09)
Jak tatwo zauwazy¢ w powyzszym, powierzchnia plastycznosci jest podobna do powierzchni
definiowanej przez MCC, réznicgjest uzaleznienie jej od predkosci cisnienia prekonsolidacji
pc, ktore zostato przyjete jako parametr wzmocnienia.
Po zdefiniowaniu powierzchni potencjatu mozemy napisaé¢ réwnania plastycznego ptyniecia:
P w» op
=A A~ =AM2[2p-(pc+Apc)], Es =A— =A2q, (20)
dp oq
gdzie A -jest skalarowym mnoznikiem.
Pozostato nam do okre$lenia prawo wzmocnienia lepkoplastycznego, ktére przyjmiemy w
postaci:
Pc PcoOte) epr—eVp—s§7)+ t?Pc. ?2\0
A -k A -k
W powyzszym wyrazeniu oznaczono: pco - poczatkowa warto$¢ cisnienia prekonsolidacji, a
Aew i e - odpowiednio: niesprezysta cze$¢ i aktualna warto$¢ wskaznika porowatosci. We
wzorze tym, zgodniez propozycjg Dragona iMroza [5], mamy zlewejstrony predkos¢
parametruwzmocnienia, natomiast po prawej wptyw zaré6wnowartosci pc jak i czesto
stosowang w mechanice gruntéw zalezno$¢ od predkosci lepkoplastycznej czesci
odksztatcenia.

Tak opisany model charakteryzuje sie szescioma parametrami: X, «, M, G, A, B, gdzie
cztery pierwsze sg parametrami modelu MCC, natomiast dwa ostatnie sa nowymi statymi
rozpatrywanej koncepcji.

Po ustaleniu szczeg6towych postaci funkcji materiatowych przystepujemy do rozwigzania
rébwnania (15). W tym celu szukajgc parametréw w nim wystepujacych dochodzimy do

zaleznosci:

s=-M AAPf +e)[2p-(pc+Apc)],
A -K
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h=-M\lIp- (pc+Apc)]2K-\2Gq2-M* Pc™ +e)[2p- (pO+Apc))(A+1),
A-K

c=69Gss+ M 2pBpc(A +1\).

Przyjmujac krok czasowy At oraz wykorzystujac schemat catkowania Eulera, mozemy

znalez¢ warto$¢ mnoznika A w kroku czasowym «+1:

A —Xnhat+ Xin.
Oczywiscie wartosci X™ oraz X,kz poprzedniego kroku czasowego sg znane. Po wyznaczeniu

warto$ci X wracamy do réwnania (16) otrzymujac poszukiwane zwigzki miedzy

niezmiennikami naprezenia i odksztatcenia.

5. Numeryczna symulacja modelu

Do numerycznej analizy wybrano symulacje badania w aparacie tréjosiowego Sciskania,
bez drenazu {sv =0), przy réznych predko$ciach odksztatcania prébki. Analizowano $cinanie

prébki naprezeniem dewiatorowym po uprzedniej konsolidacji. Parametry modelu przyjete w

symulacji maja nastepujace wartosci:

G = 10 MPa, M= 1.0, X=0.05,
k = 0.005, pc=130kPa, eo= 1.5,
A =08, B = 0.001.

Symulacja byta przeprowadzana dla trzech r6znych predkosci odksztatcenia postaciowego,

przy czym dla kazdej predkosci przyjeto inny krok catkowania At, co pokazuje ponizsza

tabela:
e, [%/h] At [h]
3.6 0.00028
0.45 0.0018

0.05 0.009
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Jako wynik przedstawiono $ciezke zalezno$ci dewiatora naprezenia q’ w zaleznosci od
warto$ci odksztatcenia postaciowego e, (rys. 2). Tak jak oczekiwano, otrzymaliSmy zrézni-
cowanie warto$ci naprezenia powodujgcego Sciecie prébki w zaleznosci od predkosci

odksztatcenia - im wieksza predkos¢, tym wieksze osiggane naprezenie.

epsS

Rys. 2. Wynik testu numerycznego - $ciezkaq- e,
Fig. 2. Result of numeric test- a - e, path

6. Whnioski

Po analizie zaprezentowanego w pracy modelu oraz wynikéw testu numerycznego mozna
stwierdzi¢, ze model lepkoplastyczny w ujeciu wyzej zaprezentowanym moze efektywnie
uwzglednia¢ wrazliwo$¢ predkosci odksztatcenia na przebieg procesu obcigzania materiatu.
Uzyskana na tym etapie modelowania zgodno$¢ jakoSciowa (por. rys. 1 i 2), przy braku
zgodnosci iloSciowej, wskazuje nam kierunki dalszej pracy. Tak wiec nalezatoby sie
zastanowi¢ nad poprawnym wyznaczeniem parametréw modelu (tutaj zostaly przyjete w
spos6b heurystyczny), a takze zastosowaé¢ bardziej zaawansowany od MCC ksztaht
powierzchni ograniczajacej i rownan opisujacych problem. W dalszych etapach konieczne
bedzie zbadanie zachowania sie tak opisanego modelu w stanie prekonsolidacji, a takze w
innych sytuacjach charakterystycznych dla lepkoplastycznosci (np. zjawiska petzania i

relaksacji).
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Abstract

In the paper there is presented the viscoplastic constitutive model, which is generalisation
of the MCC model. It are extended yield surface equation and hardening rule. The last
equation is created according to Dragon and Mroz [5], The other equations are the same as in
the MCC model. There is showed constitutive expressions and also numerous algorithm to
solve the problem and there is done the simulation of shear test the sample into the triaxial
apparatus by various strain rates. It is got the satisfied qualitative conformity with the
laboratory tests. The next step should take the more complicated model and design

determination material constants.



