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WPŁYW SMUKŁOŚCII MIMOŚRODU NA NOŚNOŚĆ 
ŻELBETOWYCH ELEMENTÓW MIMOŚRODOWO ŚCISKANYCH

Streszczen ie. W  artykule  p rzedstaw iono  w yniki analizy  nośności m im ośrodow o 
ściskanych ścian żelbetow ych. O bliczenia  w ykonano  dla p łaskiego stanu odkształcenia, 
stosując m etodę e lem entów  skończonych. D o  opisu betonu  zastosow ano p raw o sprężysto- 
plastyczne D ruckera-P ragera  ze  w zm ocnieniem  i osłabieniem , zb ro jen ia  sprężysto-plastyczne, 
prawo von M isesa.

INFLUENCE OF SLENDERNESS AN ECCENTRICITE ON THE BEARING 
CAPACITY OF REINFORCED CONCRETE ELEMENTS

Sum m ary. In th is paper, the  resu lts o f  calculations fo r re in forced  concrete  w alls subject 
to eccentric  load ing  are  presented. The num erical calcu la tions are carried  ou t fo r p lane strain  
with a fin ite  elem ent m etod. To describe  the behav iour o f  concrete, an e lastic-p lastic  
constitutive law  by D rucker-P rager w ith harden ing  and soften ing  w as used. T he 
reinforcem ent w as m odeled  w ith  an e lasto -p lastic  law  by von M ises.

1. Wstęp

N ośność żelbetow ych e lem entów  m im ośrodow o ściskanych zależy  od w ielu  różnych 

param etrów, takich  jak : k lasa  betonu, k lasa  stali, stopień  zbrojenia, w ym iary  przekroju  

poprzecznego, w ysokość  elem entu, w arunki podparcia  oraz m im ośród obciążenia. W  artykule 

określono w p ływ  m im ośrodu obciążenia  o raz  sm ukłości elem entu na nośność ścian. W  

analizie dla p łask iego  stanu odkształcen ia  w ykorzystano  m etodę e lem entów  skończonych. D o 

opisu zachow ania  się betonu  zastosow ano praw o sprężysto-plastyczne w g D ruckera-P ragera  

ze w zm ocnieniem  i osłabieniem . Z achow anie  stali opisane zostało  praw em  sprężysto-
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p lastycznym  w g von  M isesa. O b liczen ia  porów nano z  w ynikam i dośw iadczeń  wykonanych 

d la  słupów  przez L loyd i R angana [1] oraz K im a i Y anga [2],

2. Model betonu

Z achow anie  betonu  opisane zostało  za  pom ocą  n iestow arzyszonego  prawa 

m ateria łow ego  sprężysto -p lastycznego  w g D ruckera-P ragera  z izotropow ym  w zm ocnieniem  i 

osłabieniem  [3],[4], W  obliczeniach przy ję to  stały m oduł sprężystości. Pow ierzchnia 

p lastyczności /  i pow ierzchnia  potencjału  p lastycznego g  p rzedstaw ione są  następującym i 

zależnościam i (rys. 1):

gdzie:

t - drugi n iezm iennik  dew iatora  naprężenia, Sjj - tenso r dew iatora  nap rężen ia  (s1J=cr,J-p), p - 

naprężen ie  średnie, Oy - tensor naprężenia, c -  kohezja, kp - drugi n iezm iennik  dewiatora 

odkształceń  plastycznych, p  - m iara  tarcia, a  - m iara  zm ian objętościow ych.

f  = t  + p (k '') p- c , (O

(2)

(3)

CC rtt

Rys. 1. Powierzchnia plastyczności f i  potencjału plastycznego g  w  płaszczyźnie r i  p  
Fig. 1. Yield and flow potential curves in the r-p plane
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Rys. 2. Miara tarcia p=sin<t> i miara zmian objętościowych a=sinp w funkcji k p 

Fig. 2. Measures o f  frictional strength p=sin(|> and volume change a=sinp versus k p

M iarę  ta rc ia  |i  i m iarę  zm ian ob jętościow ych a  przy ję to  w g rys. 2, gdzie  p=sin<j) i a= sin P . 

Param etr ((> oznacza m obilizow any kąt tarc ia  w ew nętrznego , param etr p m obilizow any  kąt 

dylatancji. Param etry  (i i a  określane są  na podstaw ie  w yników  dośw iadczeń  śc iskan ia  w 

jednoosiow ym  stanie naprężenia. Od strony ściskan ia  i od strony rozciągan ia  lin iow a 

pow ierzchnia zn iszczen ia /= 0  została  zam knięta  liniow ym i n asad k am ip= fQC (śc iskan ie) i 

(rozciąganie), gdzie  fcc i fu są  w ytrzym ałością  betonu  odpow iednio  na  ściskan ie  i rozciągan ie  

w dw uosiow ym  stanie naprężenia. Z astosow ane p raw o zaw iera  następu jące  funkcje  i stałe  

m ateriałow e: funkcje |i=f(łcp) i a=f(Kp) oraz 5 stałych m ateriałow ych: E -  m oduł sprężystości, 

v -  liczba Poissona, c, fcc i ftt. W  obliczeniach n ie  uw zględniono  pe łzan ia  betonu.

3. Model stali

D o opisu  zb ro jen ia  w ykorzystano  stow arzyszone spręży sto -p lastyczne praw o 

m ateriałow e w g von M isesa. W  praw ie  tym  funkcje pow ierzchni p lastyczności f  i potencjału  

plastycznego g  m ają  n astępu jącą  postać:

/  = g  = T - c ( K p )  (4)

Dla kp< 0.05%  kohezja c w zrasta  lin iow o od 0 do fy/2, natom iast d la  k p> 0.05%  przy jm uje  

stałą w artość  ró w n ą  fy/2  (fy je s t  g ran icą  p lastyczności stali).
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4. Badania doświadczalne

W  celu określen ia  w pływ u zm iany m im ośrodu na nośność elem entu  L loyd  i R angan  [1] 

przeprow adzili badan ia  m im ośrodow o ściskanych słupów  żelbetow ych. D o badań  przyjęto 

słupy o  przek ro ju  poprzecznym  0.1 m  x 0.3 m  i w ysokości 1.5 m. C ałkow ity  stopień 

zb ro jen ia  w ynosił 2%  (zbro jen ie  sym etryczne), g rubość  o tu len ia  by ła  rów na 0.01 m. Na obu 

końcach słupy podparte były przegubow o. M im ośród obciążenia  w ynosił e=0.01 m, 0.03 m i

0.04 m.

C elem  badań  K im a i Y anga [2] by ło  określenie w pływ u sm ukłości na nośność elem entów 

m im ośrodow o ściskanych. B adania  w ykonano  dla żelbetow ych  słupów  przegubowo 

podpartych na  końcach. W ym iary słupów , przekrój poprzeczny 0.08 m x 0.08 m, całkowity 

stop ień  zb ro jen ia  1.98%  (zbrojenie sym etryczne), grubość o tu lenia  0.015 m. Obciążenie 

p rzyk ładano  na stałym  m im ośrodzie  e=0.024 m. Param etrem  zm iennym  b y ła  wysokość 

słupów  (0 .24  m  -5- 2 .4  m).

5. Obliczenia numeryczne

O bliczen ia  num eryczne w ykonane zostały  d la ścian, w  płaskim  stan ie  odkształcenia. 

W pływ  m im ośrodu obciążenia  b adano  na ścianach, k tórych w ym iary  przy ję to  na podstawie 

badań  [1], D o  obliczeń przyjęto  ściany o w ysokości 1.5 m, p rzekroju  poprzecznym  0.1 m x

1.0 m. C ałkow ity stopień zb ro jen ia  w ynosił 2% , przy grubości o tu lenia  równej 0.01 m. Ściany 

zbro jone by ły  sym etryczne. Z ałożono  pełną w spółpracę zbro jen ia  g łów nego z betonem. Na 

końcach  ściany podparto  przegubow o. O bciążenie przykładane by ło  na  zmiennym 

m im ośrodzie  (e=0.00 m + 0.04 m).

W  celu określen ia  w pływ u sm ukłości w ykonano ob liczen ia  ścian, k tórych wymiary 

przy jęto  na podstaw ie badań  [2], W ym iary przekroju  poprzecznego 0.08 m x 1.0 m, całkowity 

stopień  zb ro jen ia  1.98%  (zbrojenie  sym etryczne). G rubość o tu lenia  w ynosiła  0.015 m. 

O bciążen ie  p rzykładano na stałym  m im ośrodzie e=0.24 m. Z ałożono  p e łn ą  współpracę 

zb ro jen ia  g łów nego  z  betonem  (brak poślizgu), lub m ożliw ość pełnego poślizgu na styku stal- 

beton. Ściany na obu końcach podparte były przegubow o. W  obliczeniach przyjęto stałe 

m ateriałow e w g  tab .l.
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T abela 1
S tałe m ateria łow e d la  betonu przyjęte 

do obliczeń ścian
Obliczenia [ 11 Obliczenia [2]

E 38.4 GPa 23 .7 GPa
V 0.2 0.2

<t>D 4*. O o 40°

4>or 20° 20°

P„ 10° 10°
P c r 0° 0°
K>’ 0.3% 0.3%
c 10.0 MPa 4 .6 MPa
fee - 25.5 MPa
fu 2.0 MPa 1.5 MPa

W  celu  porów nania  w yn ików  obliczeń num erycznych z  badaniam i ob liczone nośności 

ścian pom nożone zostały  przez grubości słupów  (odpow iednio  0.3 d la  ścian o  w ym iarach  w g 

[1] i 0.08 dla ścian o w ym iarach w g  [2]). Przeliczone w yniki po rów nano  z obliczeniam i 

nośności w g P N -B -0 3 2 6 4 :1999 [10],

N a  rys.3 p rzedstaw iono  w ykresy  zależności o  =P/(bl) w  funkcji p ionow ych  odkształceń  

obliczone d la  jed n o o sio w o  ściskanej próbki betonow ej (h=150 m m , b=150  m m ) przy 

założeniu g ładkiej dolnej i górnej podstaw y (1=1.0 m - d ługość próbki, f0 - w y trzym ałość  

betonu przy jednoosiow ym  ściskaniu). O bliczona w y trzym ałość  betonu  w ynosi 25.5 M P a  i

59.0 M Pa. W artości odpow iadają  w ytrzym ałości betonu  w  dośw iadczeniach.

■ ¿"'J

Rys.3. Wykres zależności o - e  dla próbki betonu (jednoosiowe ściskanie): 
a) obliczenia [1], b) obliczenia [2]

Fig. 3. Calculated stress-strain curve during uniaxial compression for the concrete specimen: 
a) calculations [11, b) calculations [2]
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D la  stali przyjęto  następujące stałe  m ateriałow e: Es=210 GPa, v=0.3, fy=430 MPa 

(obliczenia w g  [1]), Es=210 GPa, v=0.3, fy=387 M Pa (obliczenia w g [2]).

D o obliczeń m etodą elem entów  skończonych zastosow ano elem enty prostokątne, w 

k tórych każdy składał się z  4 elem entów  trójkątnych. E lem enty  tró jkątne opisano liniowymi 

funkcjam i kształtu. O bliczenia w ykonano dla p łaskiego stanu odkształcenia. W  obliczeniach 

uw zględniono  duże odkształcenia  (tzw. podejście „updated  L agrangian”). D o rozwiązywania 

n ielin iow ego  układu rów nań ruchu zastosow ano zm odyfikow aną m etodę Newtona-Raphsona. 

O bliczenia  p rzeprow adzono dla g lobalnej, sprężystej m acierzy sztyw ności. D la  wszystkich 

przypadków  obciążenia  p rzyrost siły pionowej był stały. Z a  nośność ścian przyjm ow ano siłę, 

p rzy której n ie uzyskano  zbieżności obliczeń z uw agi na ich  w yboczenie.

6. Wyniki

T abela  2 zaw iera w yniki nośności ścian d la  różnych w ielkości m im ośrodu obciążenia. 

W yniki num eryczne porów nano z wynikam i analitycznym i w g  [10] oraz wynikami 

dośw iadczeń  [1], U zyskano dobrą  zgodność obliczeń z  dośw iadczeniam i. Wyniki 

num eryczne są  zb liżone do w yników  nośności obliczonych w g [10], Przy zwiększeniu 

m im ośrodu obciążen ia  nośność ściany maleje.

Tabela 2
N ośność ścian d la  różnych w ielkości m im ośrodu dzia łającego  obciążen ia  -  e

Mimośród e MES Doświadczenia [1| Obliczenia f 101
e=0.00 m 1929 kN - 2028 kN
e=0.01 m 1266 kN 1192 kN 1267 kN
e=0.02 m 962 kN - 983 kN

R ysunek 4 przedstaw ia  przykładow y rozwój pionow ych naprężeń norm alnych 0 2 2  w  środku 

w ysokości ściany (e=0.02 m) w  funkcji p rzyłożonego obciążenia  -  d la ściany wg [1], 

N aprężen ia  CT22 w  zbrojeniu  strefy rozciąganej są  dużo m niejsze od granicy plastyczności 

(022=70 M P a «  fyd=430 M Pa). N ośność zbrojenia rozciąganego n ie je s t w ięc  w  pełni 

w ykorzystana.
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P[kN]

Rys. 4. Pionowe naprężenia normalne o)2 w środku wysokości ściany w funkcji obciążenia 
(e=0.02 m. s-stal, c-beton)

Fig. 4. Vertical normal stresses On in the mid-height o f the wall 
(e=0.02 m, s-steel, c-concrete)

W tabeli 3 zestaw iono  wyniki obliczeń nośności ścian różnej w ysokości przy  stałej 

wielkości m im ośrodu. U zyskano  do b rą  zgodność obliczeń z  dośw iadczeniam i. W raz ze  

wzrostem sm ukłości nośność ścian m aleje. Ściany, w  których założono  p e łn ą  w spółpracę 

zbrojenia z betonem , m iały nośność w iększą (około  15% ) w  porów naniu  do  ścian, w  których 

przyjęto pełny poślizg  betonu  w zdłuż zbrojenia.

T abela  3
N o śność  ścian d la różnej w ysokości i stałym  m im ośrodzie  e=0.024 m

Wysokość
Smukłość

X
Doświadczenia [2] Obliczenia [10] MES

(brak poślizgu)
MES

(pełen poślizg)

1=0.24 m 10 83.1 kN 98 kN 91 kN 87 kN
1=0.48 m 20 - 92 kN 88 kN 84 kN
1=0.72 m 30 - 86 kN 85 kN 81 kN

1=1.44 m 60 63.7 kN
65.7 kN 63 kN 78 kN 74 kN

1=1.90 m 80 - 52 kN 68 kN 59 kN

1=2.40 m 100 38.2 kN 
35.0 kN 40 kN 56 kN 44 kN



376 T. Majewski

a)

b)

Rys. 5. Naprężenia normalne a22 w środku wysokości ścian w funkcji przyłożonego obciążenia: 
a) 7=10, b) 7=60, c) 7=100, (e =0.024 m, s-stal, c-beton)

Fig. 5. Vertical normal stresses a21 at the mid-height o f  the wall
(a-7 =10, b-7 =60, c-7=100, e=0.024 m, s-steel, c-concrete)
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N a rys. 5 pokazano  przykładow y rozwój pionow ych naprężeń norm alnych  o 22 w  środku 

wysokości d la  różnych  sm ukłości X (X  =10, 60, 100). Z n iszczen ie  w szystk ich  ścian nastąpiło  

w wyniku w yczerpan ia  nośności betonu w  strefie  ściskanej. N ap rężen ia  w  zbrojeniu  

rozciąganym  były  dużo m niejsze od granicy  plastyczności fyd=387 M P a (np. CT22<120 M Pa 

dla ^=10). W  zbro jen iu  ściskanym  dla ścian krępych (X.<30) naprężen ia  C22 by ły  b lisk ie  fyd, 

natomiast d la ścian sm ukłych (A>30) by ły  dużo m niejsze od fyd (np. dla X=10, 022=380 M Pa, 

dla X=100, 022=150 M Pa).

R ysunek 6 przedstaw ia obliczone i pom ierzone przem ieszczen ia  poziom e w  połow ie 

wysokości ścian w  funkcji obciążenia  P. D la  ścian krępych (A,<30) obliczone ug ięc ia  były 

identyczne z pom ierzonym i. D la  ścian sm ukłych (X>30) ug ięcia  pom ierzone  są  w iększe od 

obliczonych.

P [kN]

Rys. 6. Przemieszczenia poziome w środku wysokości ścian w funkcji obciążenia 
(e-doświadczalne, c-MES, 1-ściana krępa X=10, 2-ściana smukła X.=100)

Fig. 6. Horizontal deflection at the mid-height o f the wali
(e-experimental, c-FEM, 1-short wali - X=10, 2-slender wali - X= 100)

7. Wnioski

N a podstaw ie  przeprow adzonej analizy m ożna stw ierdzić, że:

1 U zyskano  do b rą  zgodność obliczeń z dośw iadczeniam i.

2. W zrost m im ośrodu obciążenia  i sm ukłości elem entu pow oduje znaczny  spadek 

nośności.
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3. U w zględnien ie  w  ob liczeniach  num erycznych pełnego  poślizgu m iędzy zbrojeniem 

głów nym  a betonem  pow oduje spadek nośności o 10% - 20%  .
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A bstract

R esults o f  num erical calculations o f  reinforced concrete w alls subjected to eccentric 

com pression  are  presented. T he influence o f  the slenderness and the eccentricity  on the load -  

bearing  capacity  w as investigated. T o  describe concrete, an e lastic-p lastic  constitu tive law by 

D rucker-P rager w as used. To sim ulate the behaviour o f  reinforcem ent, an elastic-plastic 

constitu tive  law  von M ises w as used. N um erical results w ere com pared w ith experimental 

tests. A satisfactory agreem ent w as achieved.


