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PROPAGACJA FALI PRZYSPIESZENIA W PRECIE O ZMIENNYM
PRZEKROJU

Streszczenie. W niniejszej pracy uzyto analizy opartej na zatozeniu jednowymiarowego
stanu natezenia do wyznaczenia réwnania transportu dla wektora amplitudy fali
przyspieszenia. Przeprowadzono analize numeryczng propagacji fali przyspieszenia w
sprezystym precie o wolno zmieniajacym sie przekroju poprzecznym. Wyniki przedstawiono
dlanieliniowo sprezystego materiatu Mumaghana.

ACCELERATION WAVE PROPAGATION IN RODS OF VARIABLE
CROSS-SECTION

Summary. This paper employs an approximate form of analysis based on the assumption
of one-dimensional stress to find the transport equation for the amplitude of the vector of the
acceleration wave. The numerical analysis of the propagation of acceleration wave in elastic rod
of slowly varying area of cross-section was made. Results are illustrated in Mumaghana's
nonlinear elastic materials.

1. Wprowadzenie

Propagacja fali przyspieszenia w kontinuum materialnym umozliwia przeprowadzenie
badan, ktore stanowig podstawe do szerszego poznania nieliniowych materiatow. Fala
przyspieszenia zostata doktadnie przebadana przez Baileya i Chena [1,2] oraz omo6wiona
przez Chena [3],

Celem niniejszego opracowania jest analiza fali przyspieszenia propagujacej sie w pretach
0 zmiennym przekroju poprzecznym. Podstawowe réwnania propagacji dla omawianego
przypadku preta podat A. Jeffrey w pracy [4], Autor wykazal, ze réwnanie transportu dla

natezenia fali w przypadku propagacji fali przyspieszenia w hipersprezystym precie o
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zmiennym przekroju poprzecznym jest uog6lnionym roéwnaniem Riccatiego. Pewne
uzupetnienie pracy [4] stanowi opracowanie A. Jeffreya i R.P. Gilberta [5], Autorzy
udowodnili, ze natezenie fali przyspieszenia dla osrodka, w ktérym funkcja energii naprezenia
(potencjat sprezysty) Z(p) spetnia warunek d”~/dp7*0, opisuje rownanie Bernoulliego,

gdzie p jest gradientem przemieszczenia.

2. Podstawowe zaleznosci

Rozwazamy jednorodny o$rodek sprezysty o statej gestosci p w ksztalcie
pétnieskonczonego cienkiego preta o wolno zmieniajgcym sie przekroju poprzecznym i
potencjale sprezystym |. Zaktadamy, ze przekroj jest osiowo symetryczny i zmienia sie¢ w
funkcji odlegtosci. Przyjmujemy kartezjanski uktad wspotrzednych materialnych {Xa} oraz
kartezjanski uktad wspétrzednych przestrzennych {r,}, (i,a =1,2,3), ktére parametryzujg te

samg przestrzen oraz wzajemnie sie pokrywaja. Deformacje mozemy zapisa¢ w postaci
zaleznosci (por. [4]):
(X,i)+X dla x,=xi Xt=X
€Y

gdzie u{X,t) jest przemieszczeniem punktow kontinuum wzdtuz osi preta.

S(X) P
N\ s S(X)+dS(X)

T+dT X,=X

Rys.l. Osiowo symetryczny pret o wolno zmieniajacym sie przekroju poprzecznym
Fig. 1. Axis-symmetry rod of slowly varying area of cross-section

W przyjetym uktadzie wspotrzednych gradient przemieszczenia i predko$¢ oznaczymy przez:
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W zastosowanymprzyblizeniu zaktadamy, ze naprezenienominalne wprzekroju

poprzecznym jest wytgcznie osiowe i state wzdtuz przekroju.

T=T,, = %p" ° - 3)
Naprezenia normalne TRI1 = 7j,38 towarzyszace ruchowi gtdwnemu moga by¢ pominiete.
Powyzsze zatozenie dopuszcza jedynie propagacje fal ptaskich.
Przekr6j poprzeczny oznaczymy przez S(X) i przyjmujemy, ze:
S(X)=A®@{X), (4)
gdzie AOQO jestpowierzchnigpoczatkowg preta dla X =0,natomiast d(X) jest

bezwymiarowym mnoznikiem (<?(o0)=I). Zaktadamy, ze powierzchnia boczna preta wolna
jest od naprezen. Tym samym warunki brzegowe definiujemy réwniez w sposéb przyblizony.

Wszystkie powyzsze zatozenia wykluczajg doktadny opis propagacji fal w precie w kierunku
podtuznym (dylatacyjnym). Ruchy w kierunku prostopadtym do X , ktére (przez sprzezenie
reprezentowane w liniowej teorii przez wspotczynnik Poissona, a przez wiele innych statych
- w teorii nieliniowej) muszg wystapi¢ w tym samym czasie co ruch gtéwny, nie moga by¢
wigczone i uwzglednione.

Dla deformacji (1) rownanie ruchu przybiera postac¢ (por.[4]):

gdzie:

a2
i=c{p) = ' a (6)

ypfy2.
Roéwnanie (4) jest rownaniem o dwu zmiennych funkcjach v i p . Dodatkowe réwnanie

dla tych funkcji wynika z réwnos$ci pochodnych mieszanych (por. [5]):
7
dt dX @)

Warunek (6) oraz réwnanie (5) sg podstawowymi roéwnaniami  propagacji

jednowymiarowej fali przyspieszenia dla omawianego przypadku preta.

3. Propagacja fali przyspieszenia

Przyjmujemy, ze propagacja zaburzenia dla X =0 w chwili t=0 nastepuje wzdtuz osi

preta w dodatnim kierunku osi X .
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Obszar przed frontem pozostaje w spoczynku i jest poddany deformacji pO(x).

Rys.2. Propagacja powierzchni nieciggtosci A o kierunku N
Fig. 2. The propagation slowness surface A atthe direction N

Funkcje p i v sgciagte, natomiast drugie ich pochodne doznajg skoku nieciggtosci. Tak wiec

front propagacji zaburzenia jest falg przyspieszenia.
Whprowadzimy nastepujace oznaczenia: znak (+) oznacza wielko$¢ na powierzchni A przed
frontem fali, natomiast znak (-) wielko$¢ na powierzchni A za frontem fali (patrz rys.2).

Woweczas zapiszemy:
p-=p\ c=v,~-v,\ ®)
gdzie a oznacza natezenie fali przyspieszenia. Poniewaz v* =0, natezenie fali bedzie
réwne:
T=v,\ (©)]
Rownanie transportu dla nieciggtosci cr zgodnie z praca Jeffreya i Gilberta (por.[5]) ma
postac:

exp -jp(r)dr
\'0 (10)
1+ 0-(0k Jp(z) exp| p(r)dr dz

[o L o

gdzie cr(o) jest poczatkowg wartoscia natezenia fali przyspieszenia dla X =0, natomiast

T, rd3z» .
i~ 0 — In5(jf
~)4 2p Ica {dp ax \(/J ) 0D
ppo=
4/*/ {dp Jo

gdzie wielkos¢ c0 jest predkoscia propagacji frontu fali przyspieszenia. Zgodnie z [5]
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dx_V

0 (12)

Woyrazenia oznaczone indeksem ,,0” ( por. (12)) oznaczaja wielkosci przed frontem fali.

Dla deformacji (1) gradient deformacji oraz lewy tensor deformacji odpowiednio wynosza:

>+1 0 0 p2+2p+1 0 0
pa= 0 10 4. 10 (13)
0 01 01

Niezmienniki lewego tensora odksztatcenia Bf] okreslimy zalezno$ciami:
7,=B,, 7j={B.Bn-B,B,)I2, /3=det(s,), (14)

natomiast tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa zapiszemy w postaci:

T 52 - v dla M =123.
dF,,, dF,, 05)

Przyjmujemy, ze S(X)= Aerx.W0owczas natezenie fali przyspieszenia a(X) wynosi:
Q(X)x-r

at(x) =< fe(axr (16)
I-a(0)2 e 2 -1
Q (xy

gdzie:
T cal
Q)= 1- O (7
2P'c 1w ).
Zaktadajac natomiast, ze 5(77)= Ae rx, natezenie fali przyspieszenia cr(X) bedzie réwne:
Q(X)x-r
- QO)x-r (18)
1+ <r(0j 2 P(X)
Q{)r

4. Fala przyspieszenia dla materiatlu Murnaghana

Zaktadamy, ze fala przyspieszenia propaguje sie w Scisliwym materiale sprezystym

okreslonym potencjatem Murnaghana (por. [8]):



384 1. Major

w(1,1, -3)’ -3 f +
(19
5«=xi(/, -3)-~ (;,-3X/, -3)+f(/, -u
dla ktérego pochodne wzgledem niezmiennikéw wynosza:
5E v 52 Y
*” ar 9 & ~ar ar * « dla K,L,M =123 (20)

Materiat sprezysty Murnaghana opisany jest piecioma statymi sprezystosci (I,m,n,X,p). Trzy
pierwsze sg statymi sprezystosci drugiego rzedu, pozostate dwie statymi Lamego.

Funkcje materiatowe majg posta¢ (por.[7j):

AR _3)2+ X+2p+4mN 3j+8E+n _*( _3) (21)
""p 8 4 8 4
£2=-1
7 = I +2m 11+ 2/r + 4f» 'I+2m'j
e , (0 -3)+ A . £m—-p|\ .

Dla deformacji (1) niezmienniki tensora deformacji wynosza:
It=p2+2p +3, 12=2p2+4p+3, 12=p2+2p +\, (22
natomiast nominalny tensor naprezeniajest rowny:
T=lru=2p(l+/?)(E, +2S2+23). (23)
Dla wartosci poczatkowej, gdy p =0 niezmienniki tensoraodksztatcenia Btj, funkcje
materiatowe oraz tensor nominalny naprezenia odpowiednio wynoszg:
/,=12=3, Jj=1,
1T8/(+n (24)
pl 8

5. Analiza numeryczna

State przyjeto zgodnie z [7], przeliczajac z [tG/c/n2] na \Pa\. Przyjeto wartosci statych
m,n,I,X,p jak dla stali:

m =-6,239-105[Pa], n=-6,945 105[Pa] , /=-4,522-105[Pa],
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X =1,089+105[Pa], n = 8,093 MO04[Pa].
Zaktadamy na poczatku, ze materiatjest nieodksztatcony.
ToSo=TuS{X)=0, pBXx)=0.
Przyjmujemy, ze:

Y =05[/m\ .

a) b)

_m  <r,(X) 0.005-
2

Rys.3. Wykresy natezenia fali przyspieszenia: a) dla S(X)= AefX. b) dla S(X)=Ae ,x, przy
zatozeniu ze a0 - 10"2[tm/s2]

Fig. 3. The diagrams of the acceleration wave intensity: a) for S(X)= AerX, b) for S(X) = Ae~'/X,
for the assumption that cr0 = 10"2[m/s 2]

6. Wnioski

Przeprowadzona analiza numeryczna wykazata, ze wraz ze zmiang przekroju
poprzecznego analizowanego przypadku preta zmienia sie natezenie fali przyspieszenia.

Dla preta o rosnagcym przekroju poprzecznym natezenie fali maleje (patrz rys.3a). W
przypadku gdy przekréj poprzeczny preta maleje, natezenie fali przyspieszenia rosnie (patrz
rys.3b). Do obliczen numerycznych przyjeto statyczng predko$¢ odksztatcenia rzedu
110"4[s""], zgodnie z [6], Wartosci odksztatcen dynamicznych w procesie propagacji fal

przyspieszenia w metalach, zgodnie z cytowang literaturg (por. [6]), mieszczg sie w przedziale

od 10“2[y~‘] do 102[v']. Przeprowadzona analiza numeryczna, zgodnie z poczynionym

zatozeniem, uwzglednia wylacznie statyczng predkos¢ odksztatcenia. Wart podkreslenia jest
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réwniez fakt, iz poczatkowa warto$¢ przekroju poprzecznego preta nie wptywa na natezenie

propagujacej sie fali przyspieszenia.
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Abstract

The problem discussed in this paper run on propagation of disturbance in rod of slowly
varying area of cross-section was made. This paper employs an approximate form of analysis
based on the assumption of one-dimensional stress to find the transport equation and
corresponding evolution law governing the intensity of acceleration wave. The numerical
analysis of the propagation of acceleration wave in elastic rod of slowly varying area was

made. Results are illustrated for Mumaghana's nonlinear elastic materials.



