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PROPAGACJA FALI PRZYSPIESZENIA W NIELINIOWYM
MATERIALE SPREZYSTYM

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwaza sie¢ propagacje ptaskiej fali przyspieszenia w
nieliniowo sprezystym materiale Zahorskiego. Na wstepie obliczono wspoétrzedne
zredukowanego tensora akustycznego i okreslono predkosci propagacji fal. Dalej w oparciu o
wektory jednostkowe o kierunku amplitudy wyznaczono sktadowe promienia akustycznego.

ACCELERATION WAVE PROPAGATION IN NONLINEAR ELASTIC
MATERIALS

Summary. The paper considers the propagation of acceleration waves in Zahorski
nonlinear elastic materials. At the first the acoustic tensor is calculated and velocity of the
propagation waves is defined. Then with the aid of unit vectors in the direction of the
amplitude the components of acoustic ray are determined.

1. Wyprowadzenie podstawowych zaleznosci

Rozwazamy deformacje okre$lajaca proste Scinanie (patrz np. [3], str. 55).
X'=X'+KX2- x2=X2; x2=X3 )
Przyjmujemy kartezjanski uktad wspotrzednych materialnych

Uktady te parametryzujg te sama przestrzen oraz wzajemnie sie pokrywajg. Dla przyjetej

deformacji (1) gradient deformacji, jego odwrotno$¢ oraz lewy i prawy tensor deformacji
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natomiast niezmienniki tensoréw deformacji przybierajg wartosci:

I, =1j =3+£2; [j =1. )

Rys. 1 Rzut elementu powierzchniowego w konfiguracji odniesienia B,, i w konfiguracji chwilowej

B na ptaszczyzne X’X2oraz x'x2
Fig. 1 View surfaces component in the related configuration B,, and in the instantaneous

configuration B at the plane X'X2and x'x2

Zgodnie z opisem deformacji (1) otrzymujemy:
dx' =dXx+KdX2; dx2=dX2; dx3=dX2 4)

Pola elementéw powierzchniowych w obu konfiguracjach wynosza:
dSR=J{dX'y +{dX2f -dX2 ®
dS =~{dx'y +(dx2y mdxi =J(dX|+dX2f +(dX2y -dX3,

tak wiec:

o=\l 42k A -+K tC£L (6)
ds, V {dX1) +(dX2)2 (dXiy+ (d X 2)2
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Rys. 2. Rzut elementu powierzchniowego w konfiguracji odniesienia Bs na ptaszczyzne X'X2
Fig. 2. View surfaces component in the related configuration B,, atthe plane X'X2

Zgodnie z rys. 2. (gdzie A jest punktem poczatkowym, a B koricowym) funkcje sin fi i cosfi
odpowiednio wynosza:
dx’ dX2
sinf3 = COSHT - (7)
AdX1D2+(dX2)2" AJ(dX1)2+ (dX2)2
Wstawiajac zaleznosci (7) do réwnania (6), otrzymujemy ostateczng posta¢ ilorazu

elementéw powierzchniowych konfiguracji chwilowej i konfiguracji odniesienia:

ds

sin 2/3 + K 2cos2fi
ds.. (8)

Przechodzimy do transformacji wspotrzednych wektora N w konfiguracji odniesienia na

wspotrzedne wektora n w konfiguracji chwilowej. Zgodnie z [4] mamy:

nt =J X akN,, dS., 9)
ds

Dla wektora N = [cosfi, sin fi,0] (patrz rys. 2.) otrzymujemy wektor n o wspo6trzednych:

cosfi _ (10)
ds Ji- Ks\n2fi +K 2cos2fi

dSR _ sinfi-K cosfi
dS  fil Ksin2fi +K2cos2fi

n2=Xa2Na sina; n3=0.

Zaktadajac, ze kat fi =0 uzyskujemy powierzchnie nieciggtosci £, prostopadta do

plaszczyzny Scinania i otrzymujemy zwigzki:
ds _ . _ o 1_. _ K
—=V1i+K ; w= ~—==; n2= U
ds fi+ K2 fi+K2’ L)

gdzie K jest miarg $cinania i odpowiada tangensowi kata a (patrz [6]).
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Rys. 3. Potozenie ptaszczyzn i S dla katow p =0, a* 0, oraz odpowiadajgce im wektory
normalne N i n
Fig. 3. Surfaces location and S forangles /?=0, a*0, and adequate normal vectors N and n

W wyniku deformacji wektor N = [1,0,0] przechodzi w wektor n o wspétrzednych:

1 K
n= ,0 (12)
vt+a77’ Vi+k 2

2. Propagacja ptaskiej fali przyspieszenia we wstepnie odksztatconym
materiale Zahorskiego

Zaktadamy, ze ptaska fala przyspieszenia propaguje w materiale Zahorskiego, dla ktérego
potencjat sprezysty opisany jest zaleznos$cig (patrz. [5]):
W =crp=C,(/, -3)+ C2(/2- 3)+C3(/,2- 9) (13)

Funkcje materiatowe dla przyjetego potencjatu wynosza:

0,=-(C,+2C3,); §2=—; au= *. (19
3 P P

Osrodek poddany jest deformacji wstepnej, odpowiadajgcej prostemu Scinaniu opisanej w

punkcie poprzednim. Zgodnie z [4] tensor funkcji materiatowych pierwszego rzedu wynosi:

A"S= {0 N+ 1
P {+2ct2[2x,axkp - g ikCail- x fx ka + (g ik-fi,tk ‘/]+40-1x,&x /]

Tensor akustyczny qik w konfiguracji chwilowej zapiszemy w postaci rownania:
aik=K " x raxspnms. (16)

Po obliczeniu wspétrzedne tensora akustycznego przyjmuja wartosci:
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K 17
<h=-~rb, +2C2+2C35+" 2)]; qgn =q21=-2C2- (7
14 A i¥K2’
722 233 _ 2 [ci+2C3@+")}—+ +C - —723 -7l - "R —®'
- 1+K 2
Przechodzimy do obliczenia zredukowanego tensora akustycznego. Zgodnie z [4] mamy:
= < | * (18)

Uwzgledniajac (14) otrzymujemy wsp6trzedne zredukowanego tensora akustycznego:

2K2
FUNT Btk 2/ b, +C2+2C36G+ ~2); 9ll=r — — [c, +C2+2C3(3+K 2);

(i+a: ) 1l+k )

L =>—75b. +Ca+2C36+K2)l (22=7-1-7?.[ci+C2+2C3@+jS:2)]; (19)
W+K ) V+K )

B B, OFCAITKY+2CIE+K YT ql3=q23=L =L =0-

Pamietajac, ze pu‘2 jest wartoscig whasng tensora qlk, wyznaczamy predkosci a,. W wyniku

obliczen otrzymujemy:
* *

(20)

N+ g2 (C, +C2X i+A2)+2C3[(6+/:2)a:2+3U:
P n(\ + K 2f

*

a2=0; u3l="® ¢, +c2(i+/r)+2c3(3+/(:2)

p(i+"2)
Przechodzimy do wyznaczenia jednostkowych wektoréw odpowiadajgcych kierunkowi
O

wektora amplitudy fali, pamietajac, ze gj jest wektorem wiasnym tensora qlic.
Dla predkosci a, i a3 mamy odpowiednio:

0 K 1 . —

2= 0 5 @=loai] (21)

Vi+a:2’Vi+ k2

Promien akustyczny zgodnie z [1] zapiszemy w postaci réwnania

Ra -N.. (22)

Tpu2 1 g
Predkos¢ U w konfiguracji odniesienia B,, obliczymy korzystajac z zaleznoSci (por. [4]):
U2X'ixjSn,nd =« 2. (23)

Dla predkosci a, otrzymujemy:
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L= p(*+*2
0) 2(C, +C2A +" 2)+2C3[6+" 2K 2+ 3]| ()
Dlad',d2*0id2=0 oraz wektora N = [I,0,0] mamy dwanascie wspdtrzednych A “/
47 =2 C,+2|C2+C36+K2)]  AL1_ N1, N G-
APRI=2[ci+C2(i+" 2)+2C3(3+A:2)]; 4,V =8C3ST, 4,V =-2C2;
X,V =4(Ct+2CJ); 431=43%= =gV =0.

Podstawiajac (24) i (25) do (22), otrzymujemy wspotrzedne promienia akustycznego dla

predkosci ut:

o} © 4C3k {\+K 2
RI=1;, «2 h+k2) R2=0. (26)
(c, +C2XI+* 2)+ 2C3[(6+ K2)k2+ 3]
Dla predkosci u3w oparciu o (23) otrzymujemy:
U @7

3 2C,+C2(1+~2+2C33+" 2
Dla t/,d2=0 i i/3* 0, oraz wektora N = [1,0,0] mamy trzy wspdtrzedne A,‘V:

3V =2[C,+C2(1+ A2)+2C3(3+A2)]; A2 =-2CXK; A*3=0. (28)
Podstawiajac (27) i (28) do (22) otrzymujemy wspdtrzedne promienia akustycznego dla

predkosci u3:

©) ®) C2K ®)
R2 7% =0. (29)

C, +c2(i+a:2)+2C3(a:2+3)
Przyjmujemy teraz, ze ptaszczyzna nieciggtosci Z propaguje w kierunku n prostopadtym do
kierunku propagacji n ptaszczyzny Z .Wobec prostopadtosci wektoréw normalnych n i n
otrzymujemy:

n, =sina = nl- cosa = n, =0. (30)
VT+1 2 HOl+K 2
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Rys.4. Kierunki propagacji wzajemnie prostopadtych ptaszczyzn £, £ oraz £,,, £R
Rys.4. The directions of the propagation perpendicular surfaces £, £ and £R, £,

Podstawiajac do (16) powyzsze zaleznosci, gradient deformacji (patrz (2)) oraz funkcje
materiatowe (14) otrzymujemy wspotrzedne tensora akustycznego qik dla ptaszczyzny £
2 [cli+"23+a:2)+c2(i+ "2(4+"2))+2C3(3(i +6a:2)+a:’(i4+3a:2))],
1+K |

2=-At [cl(i+T7:2(3+72))+c2(2+/:2(3+a:2))+2C3(5+a:2(i4+8"2+k a
1+K 2 (31)

"3 = \fg: [C +2c3E+k 2\ 1FAZ3+K 2))+ 20+ /12)];

2'; C2+4C31+K2X2+K2)]; qn =fB=23=22=0

+ K-

-7
<2 .Z\

Przechodzimy do wyznaczenia zredukowanego tensora akustycznego” . Zgodnie z (18),

uwzgledniajac (30) i (31) otrzymujemy wsp6trzedne zredukowanego tensora akustycznego:

-[(C, +C2)(I1 + K2(? +K2))+2C3(3+ A:2(14 + 8K 2+ A-4)];

dn = 2K -[(C, +C2)(1 + K 2@+ K 2))+ 2C3(1 + K 2(8+ 6K 2+ K 4))];

27 2

* G reXta 3t rA3ra U B2+ 4]

(I+K2J

g2=-Kqt2=-T™ v [(C +C2\ +K2{3+K 2))+2C{l +K2{s+6K2+ K 4))];
(I1+*2)2
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t =75, =T 7[(c,+2C3@B+M)X1+"2@B+r))+C21+r)];
. * * .
*B=*B="31 =132 ~"
Predkosci propagacji wynosza:
-2 i +L 2 [(C,+CzXI+" (3 +r)X |+ ")+ |
P p(l+" 221+ 2C3|l +K2B+K2(I+ (3+K 2)2)]+2K 2]’

- (33)
«2=0; «=*f=AfArjf(c.+2C& +KDI+ k2{i+k2)+c\+a 2)]

Dla predkosci a, i a, otrzymujemy odpowiednio:

ii 1 K a r . (34)
c}: 0 ; d=[001].
Vita2Vi+a?2

| — o) -
Przechodzimy do wyznaczenia promieni akustycznych Ra [ Ra dla predkosci a, i a3.Do

ich wyznaczenia niezbedne sa wspotrzedne wektora N, ktére obliczymy z warunku (por. [4]):

rr 1 f_dS

" 'T -** (15)
Z obliczen wynika, ze:
V- 1, fc2 .
N,= . . ;o AR2= . ;o M3=0. (36)
yil+K2)+K2 JAN+K2)+K2
Przyjmujac K =0 otrzymujemy wektor N = [0,1,0].
Dlad',d2 0 id3=0, orazwektora N mamy dwanascie wsp6trzednych
=zl.Y = A 22 =KC3K, Al2=4(C2+2C3);
A2,2=-2C2; AA2=-2CX; zLY =2[c, +C2+6C33+" 2)]; (37)
¢V =2[c, +2(C2+C3(5+£ 2)]; =¢.Y =AY =AY =0.
Uwzgledniajac (33) i (23) otrzymujemy:
1 [?(i+a:2XaM +3a:2+1i)
' (39)

Ul 2|(c, +c2)[i+a:2(3+a:2)](i+a2)+2C3 (i+a2)"r+a:2(i+(3+a:2)2+2A 2

Wartosci wspétrzednych promienia akustycznego zgodnie z (22) wynosza:
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Al +3A2 +K*) [(C, +C2XI+" 2)+2C3E+ 472+ 7 4)]

[+2C3[(i +3/:2+ a:4X3+4a:2+ /rd)+2A:2)
|>2 _ (i+/:2Xi+3a:2+a:4) [(c, +c2n+ k2)+2C +ak2+ k4)[

4 +kY+k' Jfc +r) +
[+ 2C3[(I + 3K2+ AAX3 + AK2+/¢4)+ 1K*

R3=0.
Uwzgledniajac (33) i (23) otrzymujemy:
1 YO(A4 +3"T2 +1)

u* 2[(c, + 2C3@B+ K 2)XI+ K 2(3+ K 2))+ C2(1+ K 2)]

Dlad',d2=0 i d2"m0, oraz wektora N = [0,1,0] mamy trzy wsp6trzedne A ““/
A 22 =2[c, +C2+ B33+ A2)]; 233=-2C2K ; 2BV = 0.

Zgodnie z zaleznoscig (22) otrzymujemy:

£1 k\c,+2C3(3+A:2)] Jk a+3K2+\

[c, +2C3(3+72)] [i+A:2(3+7:2)]+C2(i+i:2)

) \J\+K2)+C2+2C {I +K2A3 +K 2)]jK4+3K2+1 . |> =Q

[c,+2C3(3+A 2)] [I + AR2(3+ AT2)]+C 2(i + ~?)

3. Whnioski

395

(39)

(40)

(41)

(42)

Z przeprowadzonych obliczen widaé, ze wartosci predkosci zalezg od wstepnego

odksztatcenia okreslonego parametrem $cinania K . Wida¢ rowniez na podstawie obliczen, ze

wraz ze zmiang parametru K zmieniajg sie wartosci wsp6trzednych promienia akustycznego.

Nie zamieszczona w pracy analiza numeryczna (dla K e (0;1,5) zgodnie z [6] oraz

statych C,,C2,C3 przyjetych w oparciu o [6] oraz [2]) wykazata, ze dla powierzchni

propagacji Z okreslonej wektorem normalnym n predkosci w i a3 malejg. Podobnie w

przypadku powierzchni Z okre$lonej wektorem normalnym n predkosci w, i u3 maleja.



396 M. Major

Interesujacy wynik uzyskano przy transformacji wektora n prostopadtego do powierzchni |

na wektor N prostopadty do powierzchni w konfiguracji BK. Z obliczen wynika, ze dla

zachowania ptaszczyzny powierzchni SR parametr $cinania moze zmienia¢ sie w przedziale

K e (0, ~ / 2). Przyjmujac warto$¢ powyzej V2 /2, otrzymujemy inny obiekt geometryczny.
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Abstract

The problem discussed in this paper run on propagation of the discontinuity plane
disturbance in initially deformed elastic continuum. The paper considers the propagation of
plane acceleration waves in Zahorski nonlinear elastic materials.

At the first the acoustic tensor is calculated and velocity of the propagation waves is defined.
Then with the aid of unit vectors in the direction of the amplitude the components of acoustic

ray are determined.



