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IZOTROPOWY OPIS NARASTANIA KRUCHYCH USZKODZEN
W BETONIE

Streszczenie. W pracy sformutowano opis odksztatcalnosci betonu z uwzglednieniem
rozwoju mikrospekan w jego strukturze. Do oceny stopnia rozwoju uszkodzeri w betonie
uzyto parametru skalarnego, zaktadajgc dla uproszczenia, iz w trakcie catego procesu
obcigzenia beton pozostaje materiatem izotropowym. Przyjeto, iz poziom uszkodzenia w
materiale zalezy od aktualnego stanu naprezenia oraz wyprowadzono warunki ograniczajace
ewolucje tego parametru na podstawie rozwazan termomechanicznych.

ISOTROPIC DESCRIPTION OF BRITTLE DAMAGE EVOLUTION IN
CONCRETE

Summary. A description for the deformability of concrete with taking into account an
evolution of microcracks in its structure is formulated in the paper. Making an assumption
that concrete is an isotropic material during the whole process of loading there is a scalar
parameter used for the determination of damage evolution. It is also assumed that the level of
damages in material is dependent on the present state of stress and the thermomechanical
limitation is derived for this case.

1. Wprowadzenie

W trakcie procesu obcigzenia betonu, z uwagi najego kruche witasnosci, pojawiajg sie w
nim uszkodzenia (mikropekniecia) o kierunkach zorientowanych zgodnie z kierunkami
gtdbwnymi naprezen, co powoduje, iz w betonie rozwija sie wtdrna anizotropia materiatowa.
Problem ten byt poruszany w pracach Chaboche a [1], Chena [2], Dragona [3], Karpenki [6] i
Litewki  [11,12], gdzie sformulowano fenomenologiczne modele anizotropowej
odksztatcalnosci betonu z uszkodzeniami struktury. Gléwny nacisk przy wprowadzaniu
wspomnianych modeli kfadziony jest na przestanki wynikajace z empirycznych obserwacji
dziata natury mechanicznej na beton: mikropekniecia rozwijaja sie pod katem prostym do

kierunku dodatnich naprezen gtéwnych, intensywno$¢ wystepowania mikropeknie¢ zalezy od
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wartosci pierwszego niezmiennika tensora naprezen i od drugiego niezmiennika dewiatora
naprezen [4,8],

W niniejszej pracy podjeto probe sformutowania réwnania fizycznego okreslajacego
odksztatcenia w betonie z uwzglednieniem efektdw mikrospekan w jego strukturze oraz
ograniczen termomechanicznych uwzgledniajgcych dyssypacje energii z materiatu.
Uszkodzenia, dla uproszczenia rozwazan, reprezentowane sg przez parametr skalarny, ktory
wprowadzono przez poréwnanie niezmiennikéw tensoréw materiatowych anizotropowego i
izotropowego opisujacych odksztatcalno$¢ betonu. Nalezy tu nadmienié, iz sprowadzenie
opisu uszkodzeri betonu z anizotropii do izotropii narzuca ograniczenie do analiz materiatu
nieuszkodzonego w stanie poczatkowym i braku redystrybucji naprezen wywotanej generacja

makropeknieé.

2. Opis uszkodzen- réwnanie fizyczne

Jak zaznaczono we wstepie pracy, beton poddany obcigzeniom staje sie wtornie
anizotropowy w wyniku nierownomiernej orientacji mikrorys. Stad doktadna analiza
odksztatcalnosci betonu wymaga od nas, by uzalezni¢ jego podatno$¢ w réwnaniu fizycznym

od tensorowej miary uszkodzen
(9
gdzie: Ajld- tensor okreslajagcy podatno$¢é materiatu ortotropowgo, Z> - tensor efektu

uszkodzenia [10],

Stosujac teorie reprezentacji funkcji tensorowych (tw. Rivlina-Ericsena i Hamiltona-Cayleya)
oraz ograniczajac sie do liniowej zaleznosci, podajemy za Litewka [10] posta¢ tensora
materiatowego

&lj&d + +  jk)+a(NijEk + Ay )+
ZZSo
gdzie: EO,v0- poczatkowy modut Younga i wspdtczynnik Poissona, a, y -state materiatowe,
81 - symbol Kroneckera.
Z drugiej strony réwnanie (1), pod katem aplikacji, mozna znacznie uprosci¢ pomijajac

rozwéj anizotropii i uzalezniajac tensor okredlajacy podatno$¢ materialu od skalarnego
parametru uszkodzenia

©)
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gdzie: FljU- tensor okre$lajagcy podatno$¢ materiatu izotropowego, co- skalarny parametr

uszkodzenia przyjmujgcy wartosci od zera dla materiatu nieuszkodzonego do jednosci w
przypadku petnego zniszczenia.

Tensor FjjU okreslony jest tutaj klasyczng zaleznos$cia
Fm =~ S \VSU+ +SaSjk) . (4)

Zastosowanie rownania (3) wprowadza zatozenie, iz beton pozostaje izotropowy w ciggu
catego procesu obcigzenia. W rzeczywistosci, odksztatcalno$¢ tego materiatu cechuje sie
anizotropowoscia. Stad, by poprawnie okres$li¢ posta¢ skalarnego parametru co, wymagane
jest wprowadzenie pewnej miary, ktéra pozwoli iloSciowo okresla¢, w jakim stopniu materiat
o wiasnosciach anizotropowych rézni sie od materiatu izotropowego o zblizonych
wiasnosciach [7], W przypadku materiatu izotropowego tensor podatnosci ma wartosci state,
natomiast w materiale anizotropowym zalezg one od wyboru uktadu odniesienia. Z tego
powodu przy formutowaniu ,izotropowego” opisu uszkodzen w materiale niezbedne jest
postuzenie sie niezmiennikami tych tensorow. Sg one dane zalezno$ciami

I\ =Ajjij>h= A m, (®)
gdzie: 7,,/2- niezmienniki tensora czwartego rzedu A IXK.

Poréwnujac odpowiednie niezmienniki tensoréw okreslajgcych podatno$¢ materiatu z
uszkodzeniami o wiasnosciach ortotropowych wedtug zapisu (2), z jego izotropowym

odpowiednikiem wedtug zapisu (4), otrzyma¢ mozemy poszukiwane réwnanie na parametr o

-i- N4 — 2N W
gdzie:

. Fm = +(6a + 4y)Dkk. (7)

Lo to - tq Lo

3. Rownanie ewolucji uszkodzenia

W pracy przyjeto rownanie ewolucji uszkodzenia, zaktadajac, iz o poziomie uszkodzen

decyduje aktualny stan naprezenia. Stad tensor uszkodzenia bedzie dany zaleznoscig [11,12]
Aj=fA +fan +f&aPti. (8)
gdzie: i2y- tensor uszkodzenia [13], /,/2,/3- skalarne funkcje niezmiennikéw tensora

naprezen.
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Sprowadzajac rownanie (12) do formy liniowej, mozna zapisa¢ je w postaci [11,12]:

A, =CsusaSv+Djo~o~(Ty, (©)
gdzie: su - dewiator tensora naprezen, C.,D - state materiatowe.
W réwnaniu (9) sprecyzowano posta¢ skalarnych funkcji niezmiennikéw tensora naprezenia
zgodnie z relacjami:

f =CSldskH fi = . (10
Pierwszy czton rédwnania (9) okresla zniszczenia izotropowe, natomiast drugi zalezy od znaku
sktadowej tensora naprezenia i roznicuje wptyw S$ciskania-rozciggania na rozwoj uszkodzen,
opisujac cze$¢ anizotropowa zniszczenia.

Wiedzac, ze wartosci gtéwne tensoréw uszkodzenia i efektu uszkodzenia sg zwigzane

zaleznoscia:

12, (i

mozemy rozpisa¢ réwnania ewolucji na parametr uszkodzenia wprowadzone w zapisie (6):

3-6v0
0=i~— N— — — 02)
3~6V° i(6aidr/ 1 +fr" i f> t A +f"-
EO \1 ~f ~fiaw 1“/, 1 —Fi™3Bj
6+ 3v0
eo=\ ? n T (13)
6+3v° I @CiSr] ~ +-~a" | + 2 , fi
EO \I-/i -fi°en I-./i -fi*n Wi -/2CB:

4. Termomechanika procesu

Rozpatrzymy stosunkowo prosty model odksztatcatnosci betonu, zaktadajacy, iz beton
nieuszkodzony jest materiatem liniowo sprezystym i izotropowym. Natomiast pojawiajace sie
w trakcie procesu obcigzania betonu uszkodzenia determinowane sgjedynie przez aktualny
stan naprezenia w materiale. PodejScie takie ogranicza stosowalno$¢ rozwazanego modelu do
opisu odksztatcen doraznych bez uwzglednienia zjawisk Teologicznych.

Energetyczny opis procesu narastania uszkodzen struktury betonu rozpoczniemy od

okre$lenia niezaleznych pél procesu termodynamicznego. Bedzie to tensor odksztatcen £v,
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przyrost temperatury O oraz parametr uszkodzenia co jako zmienna wewnetrzna omawianego
procesu. Wowczas energia swobodna bedzie okre$lona nastepujaco:

PA =P"{ev,e,cd), (14)
gdzie: p - gesto$¢ materiatu, A - energia swobodna
W  wynikutypowych rozwazan termodynamicznych z konfrontacji bilansu  energii i

nieréwnosci wzrostu entropii otrzymamy nieréwnosc¢ rezydualng [5]

- pSG-pA +ave{j- &-> 0, (15)
*0

gdzie: S- entropia, @,- strumien ciepta, TO- temperatura poczatkowa, # -przyrost

temperatury.
Zalezno$¢ powyzsza powinna by¢ spetniona dla kazdego rzeczywistego procesu narastania
odksztatcen i uszkodzen oraz zmian przyrostow temperatury.
Na potrzeby  analizowanego procesu energie swobodng aproksymowac¢ bedziemy
nastepujagcym wielomianem
pt(ev,0,a)=p4o- (ero e, - pSaA0 +

1 1 1 06)
+ 2Eauf«eu ~20 £ *veu- -cv02-0"0 +(00"0 ,

gdzie: EiJU tensor okreslajacy sztywno$¢ materiatu, Ac, (<0),j,SO- energia swobodna, tensor
naprezenia i entropia dla stanu naturalnego, O0tj- tensor wspotczynnikdw okreslajacych
naprezenia termiczne, cv- ciepto wiasciwe.
Tensory EijU i 0Oopisujg whasnosci materiatu izotropowego, stad mamy:

E,u=AS:Bk +pfaSj, +6uSk), 0, =aT{3A+2p% , (17)
gdzie: A,p- state Lamego, ar - wspotczynnik liniowej rozszerzalnos$ci termicznej.
Wstawiajac energie swobodng w formie (16) do relacji (15), uzyskamy:

ipS« +cv0 +0tet - Ovcoev - pS)0 +
+(("0),y ~Emeu +0]ElKeu +0J0-a>0LD +crv)ev + (18)

+ -0nN0 M) - >0
Powyzsza nieréwno$¢ jest liniowa wzgledem 0 i e, , stad stuszne sa wynikajace z niej

zZwigzki:
pS =pS0-+cv0 + 0ijSij - a0 fy, (19)

0j, = Emeu ~mEmsa ~P.P +°>>Puwe ~ (0,,),], (20)
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\ e,jruzj -Pysyel(b-~->0. (21)

Z uwagi na tematyke podjeta w pracy pominiemy w rozwazaniach wplywy termiczne i

naprezenia stanu naturalnego:
E,jklekt ~ Q)Ejjeu » -A O +cafifi- (Q0)., -E ~SA » Asvd,-rrl=o  (22)
Wowczas otrzymamy
er. =(I-m)EIjliEu, (23)
NE uZurya >0-> >0, (24
gdzie: (amff- tensor naprezen od dziatari mechanicznych (przy zatozeniu braku odksztatcer
dystorsyjnych).

I& Ib,, . X
Y— >0,co<0 dlaie”/,,/,)-

- Parametr uszkodzenia maleje w czasie- stan niedopuszczalny
Z uwagi na ograniczenia termodynamiczne procesu.

(c )y _ .
A>0,c»i0 dla/e(o,ir)
h 6 Czast 2 o . .
petre zniszczenie - Parametr uszkodzenia nie maleje w czasie- stan zgodny
materiatu z ograniczeniem termodynamicznym

Rys.l. Ewolucja parametru uszkodzenia @
Fig. 1 Evolution of the damage parameter o

Powyzszy warunek na rozwdj parametru uszkodzenia @ pozwala stwierdzi¢, iz w przypadku,
kiedy energia zgromadzona w ciele w wyniku wykonania przez naprezenia pracy na
odksztatceniach jest dodatnia, predkos¢ parametru uszkodzenia jest nieujemna. Warunek ten
eliminuje sytuacje, w ktorej parametr uszkodzenia bedzie ulegat zmniejszaniu podczas

procesu odcigzenia materiatu (rys.l).

5. State materiatowe

Wyznaczenie parametrow materiatlowych wystepujagcych w réwnaniach fizycznych (1) i
(3) na odksztatcenia w betonie nalezy oprze¢ na podstawie danych doswiadczalnych. Procz

standardowych wielkosci Ea, vO0 pojawiajg sie tu takze nowe state a, y, C i D okre$lajace
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wplyw uszkodzen w strukturze materiatu na jego odksztatcalno$é. Sposéb wyznaczenia tych
statych zostat wyczerpujaco opisany przez Litewke w pracach [11,12], gdzie proponuje sie tu
wykorzysta¢ wyniki z badania dwuosiowego i jednoosiowego statycznego $ciskania probek
betonowych. Poréwnuje sie tam pomiary eksperymentalne [9,11] z uzyskanymi na drodze
teoretycznej krzywymi opisanymi réwnaniem (1). Przyktadowo, przytoczono ponizej dwa
zestawy wartosci parametrow, gdzie symbolem fan oznaczono $rednig wytrzymato$¢ na
Sciskanie:

1)E0=20200[M%], v0=0,21, C = 2,244 -10 3[/WPar2], D =6,174-10 4{MPa"2],
a=-4,877+10 6[iwa 1), y =1,352-10 *P a'j, fcln=23,9[MPa] [11]
2)£0=27900[MPa], ~=0,19, C=4432 \0"[MPa 2}, D =3,233-10 4[A4Pa 2],

a =-3,645-\0 ([MPa '], y =9.338-10 "AiPa '], fan=14,92[AiPa] [11]

Rys. 2. Poréwnanie danych eksperymentalnych [11] z krzywymi teoretycznymi dla
jednoosiowego $ciskania betonu (fan=23,9 [MPa])

Fig. 2. Comparison of the experimental data [11] with die theoretical curves for the uniaxial state
of stress in concrete (/O=23,9 \MPa])
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Rys. 3. Poréwnanie danych eksperymentalnych [9] z krzywymi teoretycznymi dla dwuosiowego

$ciskania betonu (022/on=0,5/,,,,=14,92 [MPa])
Fig. 3. Comparison of the experimental data [9] with the theoretical curves for the biaxial state of

stress in concrete (022/01]=0,5;~n¥14,92 [MPa])

Rys. 4. Poréwnanie danych eksperymentalnych [9] z krzywymi teoretycznymi dla dwuosiowego

Sciskania betonu (022/011=1;/*=14,92 [MPa])
Fig. 4. Comparison of the experimental data [9] with the theoretical curves for the biaxial state of

stress in concrete (02 oii=1;/,,= 14,92 [MPa])

Poréwnawczo, dla przedstawionych danych zestawiono na rysunkach 2, 3 i 4 krzywe

opisujagce przebieg naprezen i odksztatcen, uzyskane z zastosowaniem tensora efektu
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uszkodzenia [11] i parametru uszkodzenia wyliczonego w oparciu o pierwsze niezmienniki

tensoréw podatnosci.

6. Whnioski

Zaproponowane réwnanie do opisu zaleznoSci  naprezenie-odksztatcenie z
wykorzystaniem parametru skalarnego daje duze uproszczenie pod katem aplikacji modelow
opisujacych uszkodzenia wywotanych deformacjami natury mechanicznej. Nalezy jednak
zauwazy¢, iz w stanach bliskich granicy wytrzymatosci przy nierbwnomiernym stosunku
naprezen gtownych wystapi¢ moga rozbieznosci w stosunku do krzywych opartych na
tensorowym opisie uszkodzen.

W pracy wprowadzono takze ograniczenie stawiane na rozwazany proces, wynikajace z
analizy termomechanicznej. Uzaleznienie ewolucji uszkodzenia struktury materiatu od
aktualnego stanu naprezenia pocigga za sobg koniecznos$¢ postawienia dodatkowego warunku,

iz dla procesu odcigzenia warto$¢ zastosowanej miary uszkodzenia nie moze male¢.
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Abstract

An description for the deformability of concrete is formulated in the paper taking into
account the microcracks evolution in its structure, which arise generally in perpendicular
sections to directions of tensile principle stresses. This phenomenon generates the secondary
anisotropy in concrete. Making an assumption that the damage evolution can be treated
approximately as an isotropic one it is possible using a scalar parameter for determination it
what gives a great simplification in the considerations. Then the definition of the scalar
damage parameter should be based on a comparison of the invariants of compliance tensors
formulated for the anisotropic and isotropic cases. This operation allows stating how an
anisotropic material differs from an isotropic one with similar properties. Further it is
assumed that the damage evolution is dependent on the present sate of the stress tensor. An
elimination of the situation that the scalar damage parameter can diminish during the process

ofunloading is introduced by the thermomechanical limitations.



