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NUMERYCZNA ANALIZA STOCHASTYCZNEJ STATYKI |
DYNAMIKI UKLADOW BELEK WSPORNIKOWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono sformutowania zagadnien stochastycznej statyki i
dynamiki uktadéw konstrukcyjnych z parametrami losowymi zdefiniowanymi przez ich
pierwsze dwa momenty statystyczne. Przedyskutowano rozwigzania analityczne i
numeryczne. W rozwigzaniu analitycznym zastosowano technike perturbacji z doktadnoscia
do drugiego rzedu do analizy pierwszych dwéch momentéw statystycznych. W
sformutowaniu numerycznym zaimplementowano metode stochastycznych elementéw
skofAczonych. Wyniki przedstawiono na przyktadzie belki wspornikowej obcigzonej sitg
wymuszajaca.

NUMERICAL ANALYSIS OF STOCHASTIC STATICS AND DYNAMICS
OF CANTILEVER SYSTEMS

Summary. The paper presents a formulation for stochastic problems of static and
dynamic systems with random parameters, that are defined by first two statistical moments.
Analitycal and numerical solutions are shown. In the analytical solution the second-order
perturbation technique is employed for second-moment analysis, while in the numerical
solution the stochastic finite element model is applied. The numerical results are presented
via a cantilever beam excited by a Heaviside force.

1. Wstep

W dobie szybkiego rozwoju metod komputerowych najbardziej powszechng metoda
analizy konstrukcji jest metoda elementéw skonczonych (MES), wsrod wielu prac wymienic¢
mozna [1-2], Rosnace mozliwosci komputerow spowodowaty jednak stworzenie nowych
metod uwzgledniajgcych aspekty losowosci konstrukcji. Naprzeciw tym potrzebom wychodzi

stochastyczna metoda elementdw skoriczonych (SMES).
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Powstajac na bazie deterministycznej wersji MES, uzupetnia te metode o opcje
stochastyczng, pozwalajaca uwzgledni¢ niepewnosci danych wejsciowych i wyjsciowych w
rozpatrywanych uktadach konstrukcyjnych. Niepewnosci te zdefiniowane sa poprzez
parametry losowe, w szczeg6lnosci przez wartosci S$rednie i wzajemne korelacje lub
kowariancje. Moga to by¢ lokalne charakterystyki geometryczne i materiatowe uktadu, jak
pole przekroju elementu belkowego, grubosc¢ elementu ptytowego czy powtokowego, modut
Younga, liczba Poissona, gesto$¢ masy itp., rébwniez obcigzenie zewnetrzne. Jako dane
wyjsciowe otrzymujemy odpowiednio pierwsze dwa momenty statystyczne, tj. wartosci
Srednie i wzajemne kowariancje poszukiwanych odpowiedzi, takich jak: przemieszczenia,
naprezenia etc.

W pracy przedstawiono analize uktadu belek wspornikowych rozwigzanych zar6wno
metodg analityczng, jak i metodg stochastycznych elementéw skoriczonych. Pokazano
przyktad belki wspornikowej obcigzonej sita skupiong prostopadta do jej osi. Zatozono
losowy rozktad pola przekroju poprzecznego.

Praca sktada sie z 4 rozdziatdbw. Po wprowadzeniu w punkcie 2 przedstawiono idee i
gtowne zatozenia metody. W rozdziale 3 pokazano sformutowanie analityczne oraz
numeryczne zagadnienia. Rozdziat 4 zawiera wnioski kofcowe.

W pracy wszystkie wartosci liczbowe podano w wymiarach N, cm, s. Zastosowano zapis

w konwencji sumacyjnej.

2. Modele stochastyczne

2.1. O podejsciu perturbacyjnym drugich momentow

Metoda stochastycznych elementéw skonczonych opiera sie na perturbacyjnej analizie
drugich momentoéw statystycznych (PADMS). Sama za$ PADMS wywodzi sie z analizy
pierwszych dwoch momentéw  statystycznych zmiennych losowych wyrazonych przez
rozwiniecie potegowe do drugiego rzedu. Rozpatrzmy wektor x= {jc,(@)j, i=1,2,..., i, gdzie
a={ar}, r=1,2,.., r jest wektorem parametrow losowych, zdefiniowanych przez pierwsze dwa
momenty statystyczne - warto$ci oczekiwane a°={ar°} oraz macierz kowariancji Cov(ar, a,),
r,.S= 1,2,.., f . Rozwijajac x;(a) w szereg Taylora wokot wartosci $rednich ar® z doktadnoscia

do drugiego rzedu:

1 d2xl

2! darda a=at

(ar-af)(ar-a°®) m
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i stosujac przeksztatcenia liniowe mamy:

gdzie: ij=1,2,..., i; r,s= 1,2,.., r. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze okre$lone w punktach ar
zerowe, pierwsze i drugie pochodne sg wielkosciami deterministycznymi. W réwn. (2)
wystepuje wektor xf2a r°) przedstawiajacy liniowa kombinacje r2 wektoréw dJdaTas, r,s
=1, 2,..., r. Sugeruje to, ze mozliwe jest zastapienie r2réwnan dla drugich pochodnych przez
jedno rownanie dla «<; bedzie to omodwione szczeg6towo w nastepnym rozdziale.
Zaleznosci (2) okreslaja pierwsze dwa momenty centralne, czyli wartosci oczekiwane i
wzajemne kowariancje zmiennych x-.

W poréwnaniu z technikami statystycznymi, np. symulacja Monte Carlo, o zaletach
PADMS decyduje to, ze: (i) nie jest konieczne zatozenie normalnego rozktadu dla
parametrow losowych ar, (ii) na wejsciu potrzebne sg tylko pierwsze dwa momenty, a nie
caty rozktad i (iii) koszt obliczen jest o rzad wielkosci nizszy przy tej samej doktadnosci.

Mankamentami PADMAS sa:
(a)- zmienne  musza spetnia¢ warunki matej fluktuacji i ciggtosci w punktach ar°,
(b)- nawyjsciu sa tylko pierwsze dwa momenty probabilistyczne

(c)- doktadnosé Cov(x,,, x j jest pierwszego stopnia (E[xnj stopnia drugiego).

2.2. Sformutowanie stochastycznej metody elementéw skohczonych

Niech bedzie dany liniowy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych o i stopniach
swobody:

®)
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Ly(«*)=""yar)"F +AiK )"+~ (ar) = @
Wektor obcigzen zewnetrznych f, i macierze bezwiadnosci, ttumienia i sztywnosci

m~Cy, kjj sa funkcjami wektora parametréw losowych a -{£Jr}, zdefiniowanych przez wektor

wartosci oczekiwanych a® = {ar0} oraz macierz kowariancji Cov(ar,as). Wektor xj oraz jego
kolejne dwie pochodne oznaczaja odpowiednio wektory przemieszczeni uog6lnionych,
predkosci i przyspieszen. Mamy wiec do czynienia z uktadem réwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu drugiego z parametrami losowymi (w deterministycznej wersji MES - to
uktad réwnan ze statymi wspdtczynnikami). Funkcje f(arr), mi/ar), Cij@), ki/ar sa
dwukrotnie rozniczkowalne w punktach ar®, przy czym dla ar= a/Imacierze m,j(ar’), Cij@r),
kij(ar’) sa symetryczne i dodatnio okreslone. Skifadowe wektora przemieszczen X sg wiec
niejawnymi funkcjami parametréow losowych a.r i czasu r,x,= xl(ar,r). Celem analizy jest
okreslenie pierwszych dwdch momentéw zmiennych losowych x.(ar,z), tzn. E[x,] i
Cov(xi, Xj).

Poniewaz x,(arr), f,{arT), m,(ar), Cijfar), kj{ar) sa funkcjami zmiennych losowych,
dokonujac perturbacji funkcji woko6t wartosci oczekiwanych a” do drugiego rzedu, z matym

parametrem s, otrzymamy wyrazenie, ktore zapisane symbolicznie jako

() =0° +0'rsAa, +i(-r e2AarM s 5)

gdzie
eAar =5ar =e(ar-a°) (6)
elAarAas = bar8ai = z2(ar-a°r)(as-a°) ()

sg odpowiednio pierwszg wariacjg zmiennej a, wokot ar®, drugg mieszang wariacjg ar, as
wokét a°, a°. Symbole (-)0, (0T > ()5 oznaczajg odpowiednio warto$ci zerowych,

pierwszych i drugich pochodnych czgstkowych okreslonych w punktach, czyli

10 20
da.da. (®)

Zgodnie z koncepcja perturbacyjng podstawiajac réwn.(5) do réwn.(3) dochodzimy do
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mii*i +4 * i+k*xj)+(milxj +c°xjr +kjjxf)eAa, +(mgxf +c°xf + k°xf)yg2AarAas
+CijA° +knxi)lfAar - h * -(">E*? +c;ixil +k;ixf) (9)
-(fffi + QV +ksxj)+k x2+<*j +kBXIE -£~ X =0

Uwzgledniajgc dowolno$¢ i wzajemng niezalezno$¢ wariacji 5ar i poréwnujac cztony tego
samego rzedu wzgledem e, w réwn. (9) otrzymujemy nastepujacy hierarchiczny uktad

réwnan rozniczkowych SMES:

¢ jeden uktad zerowego rzedu réwnan dla x,0(ar°,r)

«W+W +W -f? (10)

r uktadéw pierwszego rzedu réwnan dla X'n(ar’, z), r~1,2,..., f
< * o |/ + = fir-k*?2+ + 7x9) ()

jeden uklad drugiego rzedu réwnan dlax,(2>(ar’, v
+ =f™ -(ne”r+c?x)+k?x))
_2(mikj* +c;|x;s+k;jx'k°v(ar,as)

gdzie (-)(2 oznacza dwukrotng sume, por. réwn.(8)

(9d=("Cov(arfir) rs=12, ..f 13)

Catkowita liczba uktadéw réwnan wynosi wiec (r+2); dla poréwnania symulacja Monte
Carlo wymaga o (103) uktadéw prébnych dla rozwigzan o podobnej doktadnosci.
Traktujgc rownania statyki jako szczeg6lny przypadek dynamiki réwn. (3), gdy pominiete
sg efekty bezwtadnosci i ttumienia nijj=0, Cjj=0, tzn.
ki@ =f(ap =12 .1 (14)
uktad (10)-(12) réwnan rézniczkowych zredukowano do:

 jednego uktadu zerowego rzedu réwnan dlaxj° (a,°)
X5 =& (15)
mr uktadoéw pierwszego rzedu rownan dla X (a, ), r=1,2,.., r

kx'r= fr-kmn
*J h e (16)

mednego uktadu drugiego rzedu réwnan dla x,(2) (a,0)
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KXT =fi2~k™xj ~2k:rx ’Cov(ar,as) an
Po kolejnych rozwigzaniach uktadéw réwnan (10)-(12) dla x,°, X,'r i x,2>otrzymujemy dwa

momenty probabilistyczne przemieszczernn uog6lnionych jg (ar,x) oraz ich pochodnych

wzgledem czasu, czyli predkosci i przyspieszen.
E[x,r] =xf(a°’r,t) +ix<2)(af,0 (18)

Cov(x,(a?,/D,x/ (a?,/2)) = xf(a°)x;,@r)Cov(ar,as) i,j=1,2, ..,i; r=1,2,..,r (29)
gdzie t,ti i t2 sa punktami czasowymi. Dla zagadnien statyki rozwigzania uktadéw réwnan

(15)-(17) okre$laja dwa pierwsze momenty tylko dla przemieszczen X (ar)

Elx] =xf(a°) +"xP)(«") (20)

Cov(x, (a°),xj (o®)) = x f @r)x;1(a®)Cov(ar,as) i,j= 1,2,..., i;r=1,2,...,r 21

3. Przykfady ilustrujace

3.1. Rozwiazanie analityczne belki wspornikowej

Rozpatrujemy belke wspornikowa o dtugosci L, sztywnosci na zginane EJ, polu przekroju
A, obcigzony sitg skupiong Q (rys. 1.).
Zaktadamy, zeE,Q,L dane sg deterministycznie, natomiast pole
° przekroju A przyjmujemy jako zmienng losowg wyrazong za pomocg
E[/4]=A° oraz Var[A]. Szukamy E[x] oraz Var[x],

Ej Wychodzac z réwnania rownowagi

R(J) =Q-K(J)-y(J) =0, (22)
ktére rézniczkujemy dwukrotnie. Zgodnie z réwn.(5) otrzymujemy

hierarchiczny uktad réwnan réwnowagi w postaci:
Rys. 1 Schemat belki
Fig. 1L Beam’s scheme

ke (A)x® = Q°

(23)
Ke(A)x = Q'- k (A)x® (24)
Ke(A)Xx" = Q" - 2k'(A)X' - k"(A)x® (25)

Poszukiwane wartosci E[x] oraz Var[x] mozna zapisac:
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£(x) = x° +—(x) Var (A) (26)
Var (x) = (x')2Var (A)
(27)
Zaktadajgc J=B A 2, w naszym przypadku rézniczkujemy najpierw wzgledem J,
Ko - 3E..J 0
U o
) Q°=Q
K __U Q=0 (28)
k"= 0 B* =0
Podstawiajac rownanie (26) do réwnan(21)-(23), otrzymujemy:
3EJ O
y Q (29)
3EJO0_ _ 3E o (30)
LX = —X
U L
3EJ O 3E .
X =-2 37X 31
Vv (31)
i dalej
2QL
QL QL . Q (32)
3E(J°) 3E{J°Y 3E(J )

Pierwsze dwa momenty statystyczne dla belki wspornikowej wynosza:

- 1 ° (33)
E(x) = 3Eq(_\] oy 1+ U o) Var (J °)

Var (x) = ot var (), (34)

ktére po podstawieniu J=RA sg roéwne:

£(*) = +m -Var (Au) (35)

Q:

3E(RA>)

Far (x) : Var (-4“) (36)
W obliczeniach przyjeto nastepujace dane liczbowe: dtugosé belki L= 600, modut Younga-
E= 2,05x 7, moment bezwadnosci przekroju belki Jy=Jz= 46220 (rura stalowa 350x1), pole
przekroju z+=154, sita wymuszajgca g= 100000 , =0,513. Przyjeto odchylenie standardowe
réwne 15% wartosci Sredniej. Wowczas E[A°]=154 cm4i Var[J°]= (0,15)21542= 3,465.
Zgodnie ze wzorem (33)-(34) otrzymujemy:

£[*] = 7.771184 Yar(x) = 1,299662. (37)
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3.2. Rozwigzanie belki wspornikowej za pomocg SMES

Przeprowadzono analize numeryczng za pomocg SMES w celu poréwnania z metoda
analityczna. Znaleziono odpowiedz dynamiczng ukladu na site wymuszajaca, stosujac
metode superpozycji modalnej. Belke wspornikowa zamodelowano jako 32-elementowy
uktad . Przyjeto przekrdj rurowy <))50xI o nastepujacych charakterystykach: pole przekroju
poprzecznego .4=154, pole przekroju poprzecznego przy S$cinaniu Av=98, momenty
bezwtadno$ci przekroju na zginanie Jy= Jz = 46220 oraz gesto$¢ masy materiatu
p =7850-10'®; liczba Poissona v=0,3; wspoétczynnik tlumienia £=0,02. Pole przekroju
poprzecznego A w analizie deterministycznej (MES) okres$lono jako warto$ci oczekiwane .4°,
natomiast podczas analizy stochastycznej nalezato zdefiniowa¢ dodatkowo macierz
kowariancji

Cov(Ar,A,) =aEraEs-A?A°-jj(Ar,At) (38)

w ktorej funkcja korelacji zmiennych losowych

/ (39)
gdzie dtugosé korelacji k=3, wspétczynnik wariacji zmiennych losowych <xa=0,15,
Xr, xs- wspoétrzedne x Srodkdw poszczegdlnych elementow skoriczonych, r, s = 1, 2,..., 32.
Macierz kowariancji ma wiec wymiar 32x32; na jej przekatnej znajdujg sie wariancje
zmiennych losowych, natomiast poza przekatng wystepujag kowariancje pomiedzy
poszczegb6lnymi zmiennymi.
W naszym przypadku obcigzamy belke funkcjg Heaviside’a. Jest to sita skupiona,

wymuszajagca 0 statej wartosci Q, nagle

o(0 przytozona w chwili t=0.(rys.2). Efekt
Q nagtego przytozenia sity jest rdwnorzedny
podwojonemu statycznemu dziataniu tej

sity. W rzeczywistym uktadzie thumionym

Rys. 2. Funkcja Heaviside’a efekty dynamiczne sg nieco mniejsze.

Fig. 2. Excitation function Heaviside’a Obliczenia  wykonano w  zakresie

czasowym 2,048 s, zdefiniowanym 1024 krokami czasowymi, kazdy o dtugosci At = 0,002 s.
Uwzgledniono pierwszych 12 czestotliwosci wiasnych. Wyniki analizy SMES pokazano na

rys. 3-4.
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Rys. 3. (a) wartosci oczekiwane przemieszczen dla weztéw 16 i 32, (b) kowariancje
Fig. 3. (a) expected value, (b) covariance

Rys. 4. (a) momenty zginajace, (b) sity poprzeczne, (c) sity podiuzne
Fig. 4. (a) bending moments, (b) shearing forces, (c) axial forces

4, Whnioski koricowe

Metoda stochastyczna przedstawiona w pracy daje mozliwosci prostego, efektywnego
uwzglednienia wptywu losowego na uktady konstrukcyjne. Nietrudno jest implementowac
opcje analizy stochastycznej do istniejgcych pakietow deterministycznych MES. W planach
jest zastosowanie metody do obliczer uktadow kominowych, stworzenie modelu, badania w

tunelu aerodynamicznym i weryfikacja wynikdw dos$wiadczalnych z numerycznymi.



484 P. Popiel

LITERATURA

1. Zienkiewicz O. C.: Metoda elementéw skonczonych. Arkady, Warszawa 1972.

2. Bathe K.-J.: Finite Element Procedures in Engineering Analysis. Prentice Hall,
Englewood Cliffs, New Jersey 1982.

3. Vanmarcke E. H.: Random Fields: Analysis and Synthesis. The MIT Press, Cambridge,
MA, 1984.

4. Hisada T., Nakagiri S.: Stochastic finite element method developed for structural safety
and reliability. Proc. 3 Int. Conf. on Safety Reliability, 1981, str. 395-402

5. Liu W. K., Belytschko T., Mani A.: Random field finite elements. Int. j. numer, methods
eng., 23, 1831-1845 (1986).

6. Haug E. J., Choi K. K., Komkov V.: Design sensitivity analysis of structural system.
Academic Press, Orlando 1986.

7. Kleiber M., HienT. D.: The Stochastic Finite Element Method. Wiley, New York 1992.

8. Chmielewski T., Zembaty Z.: Podstawy dynamiki budowli. Arkady, Warszawa 1998.

9. Hien T. D.: Wybrane dziaty matematyki w ujeciu komputerowym. PS, Szczecin 1998.

Recenzent: Dr hab. inz Zbigniew Zembaty, prof. Politechniki Opolskiej

Abstract

The paper presents a formulation for stochastic problems of static and dynamic systems
with random parameters, that are defined by first two statistical moments. Analitycal and
numerical solutions are shown. In the analytical solution the second-order perturbation
technique is employed for second-moment analysis, while in the numerical solution the
stochastic finite element model is applied. The numerical results are presented via a

cantilever beam excited by a Heaviside force.



