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ZASTOSOWANIE MODELU NIELOKALNEGO
DO OPISU ZACHOWANIA SIE ELEMENTOW BETONOWYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono obliczenia numeryczne elementéw betonowych
poddanych $ciskaniu jednoosiowemu w plaskim stanie odksztatcenia. Obliczenia wykonano
za pomocg metody elementdw skonczonych przy zastosowaniu dwoéch réznych sprezysto-
plastycznych praw konstytutywnych. Otrzymane wyniki sg zalezne od siatki elementow ze
wzgledu na przyjecie ostabienia w materiale. W celu otrzymania witasciwie zdefiniowanego
problemu brzegowego i rozwigzania niezaleznego od siatki elementow konwencjonalne
prawa konstytutywne z ostabieniem wymagajg rozszerzenia. W niniejszym artykule prawa
konstytutywne sa rozszerzone przy zastosowaniu modelu nielokalnego.

THE APPLICATION OF A NON-LOCAL MODEL
TODESCRIBE THE BEHAVIOUR OF CONCRETE ELEMENTS

Summary. Paper presents numerical simulations of behaviour of concrete elements
subjected to uniaxial compression for plane strain. FE-calculations are performed with two
different elasto-plastic constitutive laws. Numerical results obtained suffer from mesh
sensivity due to the presence of material softening. To obtain a well-posed boundary problem
and a mesh independent solution, conventional constitutive laws with softening require an
extension. In this paper elasto-plastic constitutive laws are extended by non-local strain terms.

1 Wstep

Zjawisko lokalizacji deformacji zachodzi w wielu materiatach, takich jak: metale, grunty,
polimery i beton. W tym przypadku deformacje koncentruja sie jedynie w matych obszarach
materiatu. Wskutek wystepowania lokalizacji w materiale pojawia sie spadek wytrzymatosci
(ostabienie). Lokalizacja przebiera postac rys lub stref $cinania.

Klasyczne symulacje numeryczne zachowania sie materiatbw z ostabieniem nie sg

w stanie prawidtowo opisa¢ szerokosci stref lokalizacji i odlegtosci miedzy nimi. Otrzymane
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wyniki sag zalezne od zastosowanej siatki elementéw skofczonych (ich rozmiam i utozenia),
Bazant [2], de Borst [4], Wraz z zageszczaniem siatki lokalizacje sa coraz wezsze oraz
wyznaczone Kkrzywe sita - przemieszczenie zaleza od szerokosci strefy lokalizacji
(w szczeg6lnosci w obszarze ostabienia). Przyczynajest fakt, ze réwnania rézniczkowe ruchu
zmieniajg swoj typ (dla obliczen statycznych z eliptycznego na hiperboliczny) i problem
brzegowy jest zle zdefiniowany (de Borst i inni [6]). Deformacje lokalizujg sie w strefach
0 zerowej szerokosci (dla obliczen analitycznych) oraz w jednym elemencie przy obliczeniach
metoda elementow skonczonych. Z tego powodu klasyczne prawa konstytutywne wymagaja
rozszerzenia o dtugos$¢ charakterystyczng (zwanego regularyzacjg), aby opisa¢ szeroko$é
lodlegto$¢ miedzy strefami lokalizacji.

Jednym ze sposobow regularyzacji jest model nielokalny (Eringen [8, 9]). W tym modelu
miara odksztatcenia zalezy nie tylko od odksztatcen plastycznych w rozwazanym punkcie
ciata, ale takze od odksztatcen plastycznych wokot tego punktu (Bazant i inni [3]). Pozostate
naprezenia i odksztatcenia sa zazwyczaj wielkosciami lokalnymi. Podejscie nielokalne zostato
wykorzystane przez Brinkgreve’a [7] oraz Marchera i Vermeera [10],

W artykule przedstawiono obliczenia numeryczne elementu betonowego poddanego
jednoosiowemu Sciskaniu wykonane metodg elementéw skonczonych na bazie dwdch
réznych praw materiatowych sprezysto-plastycznych. Zastosowano model z prawem
Druckera-Pragera 6raz von Misesa. To drugie prawo zostato rozszerzone o odksztatcenia
nielokalne wedtug propozycji Brinkgreve’a [7], aby otrzymac¢ wyniki niezalezne od siatki

MES.

2. Modele konstytutywne dla betonu

2.1. Kryterium plastycznosci Druckera-Pragera

Jednym z dwdch modeli betonu dostepnym w programie Abaqus jest sprezysto-plastyczny
model betonu [1], Model ten stosuje sie do opisu elementéw betonowych obcigzonych
monofonicznie przy stosunkowo niewielkich naprezeniach hydrostatycznych. Wykorzystuje
on wzmocnienie i ostabienie izotropowe oraz stowarzyszone prawo ptyniecia. Model betonu
definiuje sie za pomocg nastepujacych parametrow: modutu sprezystosci, wspéiczynnika
Poissona, krzywej naprezenie - odksztatcenie w jednoosiowym $ciskaniu, krzywej naprezenie

- odksztatcenie w jednoosiowym rozciaganiu, stosunku wytrzymato$ci na Sciskanie
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w dwuosiowym stanie naprezenia do wytrzymatosci na Sciskanie w jednoosiowym stanie
naprezenia rhca, stosunku jednoosiowej wytrzymatosci na rozcigganie do jednoosiowej
wytrzymatosci  na  $ciskanie, stosunku gtéwnego odksztatcenia plastycznego dla
wytrzymatosci na Sciskanie w dwuosiowym stanie naprezenia do odksztatcenia plastycznego
dla wytrzymatosci jednoosiowej na $ciskanie rbo stosunku gtdwnego naprezenia rysujgcego
(gdy inne naprezenie gtdwne osigga warto$¢ wytrzymatosci betonu na Sciskanie) do
naprezenia rysujgcego w jednoosiowym rozcigganiu zy oraz wspotczynnika Scinania po
zarysowaniu ff.

W obszarze $ciskania beton jest modelowany powierzchnig uplastycznienia Druckera-

Pragera (powierzchnia ,,$ciskania” narys. 1):
fc=q-"alp-~Tc=0, 1)

gdzie y>=-tr(a,y)/3 jest naprezeniem S$rednim, q~-"3J2, J2 - drugi niezmiennik dewiatora
naprezenia, ao - parametrem oraz rc - parametrem wzmocnienia okreSlonym na podstawie

zaleznoSci naprezenie - odksztatcenie dla jednoosiowego $ciskania. W obszarze rozciggania

powierzchnia wykrywania rys jest opisana réwnaniem:

/ \
oL - 3-60-2p - ?-As\

n at,

gdzie a,"“jest jednoosiowa wytrzymatoscia na rozciaganie, $- parametrem, at- parametrem
wzmocnienia w rozcigganiu, p’ i q' - wartosciami zdefiniowanymi jak p i q, lecz bez

sktadowych naprezen zwigzanych z otwartymi rysami.

Rys. 1. Powierzchnie zniszczenia betonu w ptaszczyznie dewiatorowej (a" - jednoosiowa
wytrzymato$¢ betonu na Sciskanie)
Fig. 1 Concrete failure surfaces inthe p- g plane {a*- ultimate uniaxial compressive stress)
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2.2. Kryterium plastycznosci Misesa

Drugim modelem wykorzystanym w obliczeniach numerycznych jest prawo plastycznosci
von Misesa z izotropowym wzmocnieniem i ostabieniem. Model ten zostat wykorzystany
jedynie do pokazania skutecznosci zastosowanej techniki regularyzacji (model nielokalny).

Funkcje ptynieciag i plastycznosci/sg zdefiniowane jako (stowarzyszone prawo ptyniecia):

©)

gdzie oo jest wytrzymatosciag efektywng i epjest efektywnym odksztatceniem plastycznym

(Ep=(2/3ele,f)m, e,/- dewiatory odksztatcen plastycznych).

3. Model nielokalny

Model nielokalny zostat po raz pierwszy zaproponowany przez Bazanta [3] do opisu
zachowania sie betonu. Jego celem jest uzyskanie wynikéw niezaleznych od siatki MES
i poprawa zbieznosci obliczefi numerycznych. Srednie naprezenia o*ij i odksztatcenia £5y

definiuje sie wéwczas jako:

@)
©)

gdzie indeks gérny gwiazdka oznacza wielko$¢ nielokalng x,, jest wspotrzedng lokalng x,,-
wspotrzedng lokalng (w=l, 2, 3), w - funkcjg wagowg 0j, i 3 - odksztatceniami lokalnymi

w calym materiale oraz A - objetoscig wagowa;:

Jako funkcje wagowa w przyjeto rozktad Gaussa [7]:

gdzie r jest odlegtoscia od rozwazanego punktu do wszystkich punktéw materiatu oraz /jest

dtugoscig charakterystyczng zwigzang z szerokoscig strefy lokalizacji. Usrednianie
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odksztatcen i naprezen (réwn. 4 i 5) jest wiec ograniczone do niewielkiegoobszaruwokot
rozwazanego  punktu. Jako wielko$¢ nielokalng mozna zdefiniowaé tylkoefektywne

odksztatcenie plastyczne sp* w obszarze ostabienia (Bazant [3]):

Bix)=h\wrfkx-+r)adv (&)

Wedtug propozycji Brinkgreve’a [7] wielkos¢ nielokalng ep* mozna przedstawic jako:

s'pM:a-«K +-7fA r)epx +r)dv, @

AV
gdzie ajest parametrem. To sformutowanie sktada sie z czesci lokalnej i nielokalnej. Okazato
sie ono bardziej efektywne (dla a> 1) do opisu lokalizacji niz sformutowanie zawierajace
tylko cze$¢ nielokalng [7], Dla a =0 otrzymuje si¢ teorie lokalng, a dla a =1 réwnanie (8).
Dla uproszczenia obliczen (de Borst i Muhlhaus [5]) przyrosty plastyczne zostaty zastapione

przez przyrosty catkowite:
s’'{x)*>ep+a Jw(r)e(x+r)dV - e(x) (10)

gdzie dSpjest przyrostem efektywnych odksztatcen plastycznych, ad s - catkowitych.

4. Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne przeprowadzono wstepnie dla elementu betonowego w ptaskim
stanie odksztatcenia o szerokosci 15 cm i wysokosci 30 cm poddanego jednokierunkowemu
Sciskaniu (rys. 2a). Dla weztéw na dolnej krawedzi zablokowano przesuwy w kierunku
pionowym. Dla zapewnienia statecznosci probki zablokowano przesuw poziomy $rodkowego
wezta na dolnej krawedzi. Odksztatcenie w materiale zostato wywotane przez pionowy
réwnomierny przesuw weztow gornej krawedzi probki. Obie poziome krawedzie probki byty
gtadkie. W celu zbadania wptywaj siatki MES na wyniki obliczenia przeprowadzono dla
trzech siatek: 5x10, 10x20, 15x30, gdzie kazdy prostokat sktadat sie z czterech elementéow
tréjkatnych z liniowymi funkcjami ksztattu. Lokalizacja zostata wywdana przez

wprowadzenie imperfekcji materiatowej w lewym dolnym narozu prébki (rys. 2b).
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b)
h 15 cm -m*3 cm

terrow r

4yt

Rys. 2. Sciskanie jednoosiowe: a) geometria i warunki brzegowe, b) potozenie imperfekcji
Fig. 2. Uniaxial concréte compression: a) geometry and boundary conditions of the specimen, b)

location of imperfection

Dla prawa sprezysto-plastycznego wg Druckera-Pragera przyjeto modut sprezystosci
rowny 29 GPa oraz wspotczynnik Poissona 0,18. Granica plastycznosci byta réwna
18,AMPa. Wytrzymato$¢ jednoosiowg betonu na $ciskanie przyjeto réwng 32 MPa przy
odksztatceniu 2,2%o0, a wytrzymatos¢ residualng jako 12 MPa (modut ostabienia jest rowny
1,5 GPa). Wytrzymato$¢ betonu w jednoosiowym rozcigganiu byta réwna 2,4 MPa. Aby
opisa¢ zachowanie betonu w rozcigganiu, przyjeto przemieszczenie uo réwne 7-10'56 m
(odpowiada to energii pekania Gfréownej 84 kN/m). Pozostate state materiatowe byty réwne:
Thf-1,16, rj/=1,28, rf=0,33 oraz p°=1,0. Imperfekcje w modelu wprowadzono obnizajac
0 2% jednoosiowa wytrzymatos¢ na Sciskanie.

Na rys. 3 i 4 pokazano wyniki: efektywne odksztatcenia plastyczne na zdeformowanych
siatkach (wspotczynnik skali jest rowny 6,0) oraz wykresy sit pionowych w funkcji
przemieszczenia gdrnej krawedzi probki. Deformacje lokalizujg sie w strefie S$cinania
o0 szerokosci jednego elementu o nachyleniu 45° rownym nachyleniu siatek. Wyniki wskazujg
na silng zalezno$¢ wynikéw od zastosowanej liczby elementéw skoriczonych, gdyz szeroko$é
strefy $cinania maleje wraz ze zmniejszaniem sie rozmiaru elementu. Maksymalne efektywne
odksztatcenia plastyczne wystepujg w pasmie o szerokosci trzech elementéw (kolor szary).
Wszystkie wykresy sit pionowych sg podobne do miejsca osiggniecia maksimum
P=6,18-103 kN dla vmax&1 mm. Nastepnie przebieg sit zalezy od zastosowanej siatki.

Na rys. 5 i 6 pokazano wyniki obliczen numerycznych dla kryterium von Misesa.
Przyjeto podobne state materiatowe. Deformacje i odksztatcenia koncentrujg sie ponownie
w strefie Scinania o szerokosci jednego elementu o nachyleniu 45°. Maksymalna sita pionowa

wynosi 5,45-103 kN dla przemieszczenia vmex=0,66 mm. Wykresy sita - przemieszczenie sg
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Rys. 3. Efektywne odksztatcenia plastyczne dla r6znych dyskretyzacji (model sprezysto-
plastyczny z kryterium Druckera-Pragera bez regularyzacji)

Fig. 3. Equivalent plastic strains for different discretisations (an elasto- plastic model by Drucker-
Prager without régularisation)

079

Przemieszczenie [ml

Rys. 4. Wykresy sita- przemieszczenie dla réznych dyskretyzacji (kryterium Druckera-Pragera

bez regularyzacji)

Fig. 4. Load—displacement diagrams for different mcsh discrétisations (Drucker-Prager criterion

without régularisation)
do siebie zblizone tylko do miejsca osiggniecia przez site maksimum (rys. 6). Dla siatek
10x20 i 20x40 spadek nosnosci w obszarze ostabienia jest gwattowny.

Na rys. 7 i 8 przedstawiono wyniki obliczern numerycznych dla kryterium von Misesa
rozszerzonego 0 odksztatcenia nielokalne. Obliczenia wykonano dla parametru a
zmieniajacego sie od 1 do 4 oraz dla dtugosci charakterystycznej / zmieniajacej sie od 2 cm
do 10 cm. Na rys. 7 pokazano efektywne odksztatcenia plastyczne dla a=2 i 1=3 cm.
Deformacje koncentrujg sie w strefie o szerokosci wiekszej niz jeden element skonczony.
Szerokos$¢ tej strefy wynosi w przyblizeniu 7 cm i nie zalezy od zastosowanej siatki. Na rys. 8
przedstawiono zalezno$ci sita - przemieszczenie. Warto$¢ maksymalna sity jest taka sama jak
dla modelu bez regularyzacji (rys. 6). Wszystkie wykresy maja ten sam przebieg przed i po

osiggnieciu maksimum. Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze szeroko$¢ strefy
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Rys. 5. Efektywne odksztatcenia plastyczne dla réznych dyskretyzacji (model sprezysto-
plastyczny z kryterium von Misesa bez regulaiyzacji)

Fig. 5. Equivalent plastic strains for different discretisations (an elasto- plastic model by von
Mises without régularisation)

Przemieszczenie [m]

Rys. 6. Wykresy sita- przemieszczenie dla roznych dyskretyzacji (kryterium von Misesa bez
regularyzacji)

Fig. 6. Load—displacement diagrams for différent mesh discrétisations (von Mises criterion
without régularisation)

lokalizacji ro$nie wraz ze wzrostem parametréw a i / (w przyblizeniu jest réwna ai).
Maksymalna sita pionowa nie zalezy od wartosci a i /. Ostabienie materiatowe zmniejsza si¢

wraz ze wzrostem /.

5. WhioskKi

Obliczenia numeryczne pokazuja, ze wyniki uzyskane przy korzystaniu z klasycznych
modeli sprezysto-plastycznych sg zalezne od siatki elementow skoinczonych (szerokos$¢ strefy

lokalizacji oraz zalezno$¢ sita - przemieszczenie w obszarze ostabienia). Przyjecie
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Rys. 7. Efektywne odksztatcenia plastyczne dla r6znych dyskretyzacji dla modelu sprezysto-
plastycznego z kryterium von Misesa (z regularyzacja)

Fig. 7. Equivalent plastic strains for different discretisations using an elasto- plastic model by von
Mises (with régularisation)

[x106]

Przemieszczenie [m]

Rys. 8. Wykresy sita- przemieszczenie dla r6znych dyskretyzacji (kryterium von Misesa z
regularyzacja)

Fig. 8. Load-displacement diagrams for différent mesh discrétisations (von Mises criterion with
régularisation)

odksztatcenia jako wielkosci nielokalnej pozwala na peilng regularyzacje problemu
brzegowego. Szeroko$¢ strefy lokalizacji jest wtedy wartoscig stalg i niezalezng od siatki.
Szerokos¢ strefy lokalizacji wzrasta wraz ze wzrostem dtugosci charakterystycznej.
Modelowanie numeryczne lokalizacji deformacji w betonie bedzie kontynuowane.
Kryterium plastycznosci Druckera-Pragera zostanie rozszerzone o odksztatcenia nielokalne.

Dlugosé charakterystyczna zostanie powigzana ze $rednig $rednicg kruszywa w betonie.

Podziekowania

Obliczenia numeryczne wykonano na komputerach Tréjmiejskiej Akademickiej Sieci

Komputerowej (TASK) w Gdansku.
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Abstract

Numerical simulations of behavior of concrete elements subjected to uniaxial

compression for plane strain are presented. Two different elasto-plastic constitutive laws are

used. To obtain a mesh-independent solution for materials with softening, a non-local theory

is applied.



