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Streszczenie: Artykut dotyczy algorytméw branch & bound zastosowa-

nych do optymalizacji sterowania dyskretnych proceséw produkcyjnych.
Omawia rézne sposoby konstrukcji dolnych ograniczen. Przedstawiono
ogélng klasyfikacje dolnych ograniczen, twierdzenia dotyczace mozli-
woséci konstruowania dolnych ograniczen w zaleznosci od wkasnosci pro-
bleméw. Zaprezentowano szczegétowy podziat dolnych ograniczen zadania
uzyskanych w wyniku zmiany Jego modelu oraz podano ogélne reguty domi-
nacji dolnych ograniczeh. Rozwazania zilustrowano przyktadem.

Summary: The paper deals with branch & bound algorithms applied to
control optimization of a class of discrete manufacturing processes.
Different manners of lower bound constructions has been presented and
domination rules of lower bounds has been defined. The paper uses for-
malization introduced in the earlier author™s paper. An example is
given.
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1. Wstep

Artykut dotyczy algorytméw branch & bound CB&BJ zastosowanych do optyma-
lizacji sterowania dyskretnych proceséw produkcyjnych CDPPD.

W literaturze mozna spotka¢ trzy zasadnicze typy opracowan zwigzanych z
metoda B&B: opracowania bardzo ogélne Cpoziom sztucznej inteligencjib5,
opracowania dotyczace metody zastosowanej dla pewnej klasy probleméw,np.
zdefiniowanej za pomoca modelu programowania dyskretnego, wreszcie opra-
cowania prezentujace algorytmy dla pojedynczych, konkretnych probleméw.
Artykuty dotyczace optymalizacji sterowania DPP naleza na ogét+ do tej osta-
tniej grupy . W przeciwienstwie do nich niniejszy artykut nalezy do dru-
giej grupy i zwigazany jest z badaniami majacymi na celu formalne przedsta-
wienie réznych mozliwosci konstruowania algorytméw. Stanowi on kontynuacje
wczesniejszego opracowania autorki £33, w ktérym zaprezentowano podstawowe
klasy algorytméw B&B w oparciu o formalny model klasy DPP. Niniejszy arty-

Opracowame wykonano w ramach grantu nr 8-8528-9102 "Komputerowe systemy
sterowania i podejmowania decyzji'.
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kut poswiecony Jest przedstawieniu réwnych sposobéw konstrukcji dolnych
ograniczen oraz ich wzajemnych relacji w algorytmach wykorzystujacych

irodei procesu wieloetapowego.

2= Problemy poszukiwania obiektu z4#ozonego

Problemy sterowania DPP nalezg do tzw. klasy probleméw poszukiwania
obiektu ztozonego zdefiniowanej w C23 w oparciu o pojecie procesu wielo-
etapowego.

Definicja 1

Wi el oetapowyrn procesem decyzyjnym Ckonstruujacym} nazywamy proces P
zdefiniowany przez szoéstke CU,Y.y»,f, Y2, Yp} , gdzie: U Jest zbiorem
zwanym zbiorem decyzji, Y Jest zbiorem zwanym zbiorem stanéw, y”~,YA,Yp
sa wyréznionymi odpowiednio stanem poczatkowym oraz zbiorami stanéw niedo-
puszczalnych i koncowych, f jest funkcjag czesciowg f . U x Y =Y
zdefiniowana za. pomocg funkcji g : Y «2U nastepujaco:
Cu.yD € Dom Ff u e gCy}; tak wiec funkcja gCy} okresla podzbiér
decyzji U~™Cy}, dla ktéorych funkcja F jJest okreslona w stanie .

Trajektoria procesu jest skonczony lub nieskonczony ciag stanéw
y = Cyo.yle e»eeyn-«} rozpoczynajacy sie w stanie poczatkowym y~ ,
wyznaczony przez funkcje przejscia dla znanego ciagu decyzji u i
konczacy sie Cw przypadku ciagéw skonczonych} w zbiorze stanéw Yp, Y~ lub
w zbiorze stanéw, dla ktérych funkcja przejscia Jest nieokreslona, czyli
UNCy} » 0. Trajektorie konczace sie w zbiorze stanéw kohncowych nazywane sa
dopuszczalnymi, za$ wyznaczajace je ciagi decyzji dopuszczalnymi ciagami
decyzji Cciggami sterujacymi}. Proces P reprezentowany jest przez zbior
trajektori i.

Definicja 2

Zadaniem poszukiwania obiektu zdtozonego jest zadanie, w ktérym poszuki-
wany obiekt jest zdefiniowany zft pomoca dopuszczalnego lub optymalnego
ciggu decyzji pewnego wieloetapowego prccesu decyzyjnego okreslonego
oefinicja 1, a wiec jest bezposrednio ciggiem sterujagcym lub odpowiednim
stanem koncowymi Jednoznacznie wyznaczonym przez ciag sterujacy-
Zadanie optymalizacji wyznacza para CP,Q} , w ktérej proces P reprezen-
tuje wszystkie ograniczenia natozone na dopuszczalny ciag decyzji, zas O
jest kryterium.

Definicja 3

Ustalonym problemem poszukiwania obiektu ztozonego Jest taki zbidr
zaaan poszukiwania, ktére maja wspélnie zdefiniowany zbiér danych oraz
wsp6lng Cparametryczna} definicje wieloetapowego procesu decyzyjnego, zas
w przypadku problemu optymalizacyjnego dodatkowo wsp6lnag definicje funkcji
kryteri alnej.

Zbior wieloetapowych proceséw P, majacych wsp6lna parametrycznag defi -
nicje wielkosci u, Y, vy, Ff, Y. Yp, bedziemy oznaczali symbolem Pt

nazywajac go roéwniez wieloetapowym procesem. W przypadku wymagajacym roz-
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réznienia, proces P e P bodziemy nazywa¢ indywidualnym wieloetapowym
procesem. Problem optymalizacji bedzie oznaczany Jako para CIP,CD.

Dyskretny proces produkcyjny zostat zdefiniowany w CI.33 Jako szcze-
g6lny przypadek procesu wieloetapowego, w ktédrym przynajmniej Jedna wspod-
rzedna. stanu lub wyjscia jest wspotrzednag liczbowg monotonicznie rosnaca
wzddtuz trajektorii.

3. Klasyfikacja algorytméw

Jak wiadomo, metoda B&B nalezy do metod przegladu sterowanego. O0gélnie
méwigc, polega ona na konstruowaniu drzewa decyzyjnego, ktérego wierzchot-
kom odpowiadaja podzbiory rozwigzan lub zbiory obiektéw tego samego typu
co poszukiwane rozwigzanie problemu Droga eliminacji wierzchotkéw, kto-
rych nastepniki nie zawieraja rozwiazan dopuszczalnych badz lepszych od
najlepszego z uzyskanych dotychczas, ogranicza sie i1los¢ obliczen.

Zbiér obiektéw zwigzanych z wierzchodkiem drzewa decyzyjnego bedzie
oznaczany symbolem ACoD. V C33 wyrézniono i oméwiono nastepujace grupy
algorytméw B&B optymalizujacych sterowanie DPP:

- algorytmy konstruujace rozwigzanie w oparciu o proces wieloetapowy,

- algorytmy poprawy.

- algorytmy wykorzystujace dekompozycje.

Przypomni Jmy. Ze p>od pojecier; algorytméw poprawy rozumie¢ bedziemy algory-
tmy, ktére startuja majac dane pewne rozwigzanie dopuszczalne Club pewien
obiekt tego samego typu co rozwiazanie dopuszczalnej, ktdérego elementy sa
zmieniane w kolejnych iteracjach. Natomiast algorytmami konstruujacymi
nazywa¢ bedziemy algorytmy, ktére kolejno dotaczaja pewne elementy rozwiag-
zama |nie majac poczatkowych ustalen. Nalezy podkresli¢, Zze pewne obiekty
moga by¢ konstruowane za pomoca kilku odmiennych wieloetapowych procesoéw

i wéwczas definicja wykorzystywanego procesu zasadniczo okresla koncepcje
algorytmu [23. Oczywiscie duza ilos¢ algorytméw sktada sie zaréwno z cze$-
ci konstruujacej, jak i poprawiajacej Cw szczegélnosci pierwszy etap algo-
rytméw poprawiajacych poiega na konstrukcji poczatkowego rozwiazania, z
tym ze na ogot etap ten jest trywiainyj. NajczesSciej zalicza sie wtedy
algorytm do grupy o dominujacym sposobie.

W przypadku algorytméw konstruujacych w oparciu o wieloetapowy proces,
z kazdym wierzchotkiem drzewa aecyzyjnego zwigzany jest pewien poczatkowy
ciagg decyzji tego procesu. Ciag ten, nazywany ciagiem charakterystycznym

dla wierzchotka, wyznacza zbiér AC<D.

4. Dolne ograniczenia
4.1. Klasyfikacja dolnych ograniczen

Koncepcja wyznaczania dolnego ograniczenia zalezy istotnie od tego,
do ktérego z wyrdéznionych w punkcie 3. typéw nalezy rozwazany algorytm.
Ze wzgledu na sposdb konstruowania wyréznimy nastepujace grupy dolnych

ograniczen
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i} ograniczenia otrzymane jako czesciowa, wartos¢ monotom czni e rosnacego
kryterium Cw szczegélnosci obliczong dla poczatkowej wartosci ciagu
sterujacego capowiedniego wieloetapowego procesu),

2} ograniczenia otrzymane w wyniku rozwigzywania innego problemu lub
zadania Czmiana modelu},

3} ograniczenia otrzymywane w wyniku kombinacji awéch poprzednich typoéw.

Wartos¢ dolnego ograniczenia kryterium dla zbioru rozwigzan zwigzanych z

wierzchotkiem @ bedzie oznaczana LCoD.

Twi erazenie 1

Dla kazdego problemu C(P,0}. gdzie t* jest wieloetapowym procesem, za$
© minimalizowanym kryterium $cisle monotonicznie wzrastajacym wzdduz tra-
jektorii tego procesu, moze by¢é zastosowany konstrukcjny algorytm B&B o
ograniczeniu dolnym réwnym czes$ciowej wartosci kryterium. Q. obliczonej
dla poczatkowej czesci trajektorii Cy~.y~.-.y"} wyznaczonej przez clac
cnarakterystyczny Cw przypadku maksymalizacji funkcja krytenalna musi
mai e€} .

Dowdd jest oczywisty. 2 monotonicznos$ci $cistej funkcji Q wynika
bowiem, ze dla kazdego nastepnika o* wezda o0 w drzewie decyzyjnym
wartos¢ LCco"} > LCtoD
Definicje kryterium separowatnego, addytywnie separowatnego, monotonicznie
i Scisle monotonicznie rosngcego podane sg w Cli. Jakkolwiek w przypadku
monotonicznosci niescistej twierdzenie jest roéowniez stuszne, to jednak
efektywnos¢ rekurencyjnego algorytmu znacznie spada, gdyz w tym przyoadku
LCco’} > LCoD i dziatanie eliminacyjne dolnego ograniczenia jest o wiele
stabsze. 2 tego wzgledu konstrukcyjny algorytm z dolnym ograniczeniem tego
typu nie powinien by¢ stosowany.

Algorytm okreslony w twierdzeniu 1 Jest najprostszym z rozwazanej klasy.
Jak wida¢, wykorzystuje on minimum informacji. Oczywiscie wykorzystujac

wiecej informacji otrzymujemy algorytmy efektywniejsze.

Twierdzenie 2

Dla kazdego problemu CIP,0}, gazie f jest wieloetapowym procesem, za$
© minimalizowanym kryterium addytywnie separowalnym dla tego procesu,
moze by¢ zastosowany konstrukcyjny algorytm podziatu i ograniczen c ogra-
niczeniu dolnym réwnym sumie czesciowej wartosci kryterium C dla stanu
y. oraz dolnego oszacowania kryterium dla koncowych odcinkéw trajektorii
rozpoczynajacych sie w stanie y”~.

Dowéd, jako oczywisty;pomijamy
Powiemy, ze kryterium Jest mul tiplikatywnie separowatne jesli moze byc
rekurencyjnie obliczane dla kolejnych stanéw trajektorii wedduc wzoru.

—rQ, m. . «&Q gdzie o0Q * eOCu. .,y 3}, i=1,

Twierdzenie 3
Dla kazdego problemu CIP.©} , gdzie © Jest minimalizowanym, kryterium
mul ti pl ikatywni e separowal nyir. dla procesu P oraz crQ™>0 dla kazdej pary
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Cu.yS, dla ktorej Jest okreslona funkcja przejscia, moze byé zastosowany
konstrukcyjny algorytm B&B o ograniczeniu dolnym réwnym iloczynowi czes$-
ciowej wartosci kryterium dla stanu oraz dolnego oszacowania
kryterium dla koncowych odcinkéw trajektorii rozpoczynajacych sie w stanie
Yy, - Prawdziwo$¢ twierdzenia wynika z faktu, ze kryterium wzrasta monotoni-
cznie wzdduz trajektorii.

1

Rys.1. Typy dolnych ograniczen zadania uzyskanych w wyniku zmiany Jego mo-
delu. Linie przerywane wskazujag dodatkowe konsekwencje zmian

Fig.l. Types of lower bounds for a task, obtained as a result of its model
change
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Omawiajac druga grupe”™ ograniczen Cczyli otrzymywanych w wyniku zmiany
model u)» zwréémy uwage na konieczno$¢ odréznienia konstrukcji dolnego
ograniczenia dla konkretnego zadania od konstrukcji tegoz ograniczenia dla
catego problemu. Podziat dolnych ograniczen zadania uzyskanych w wyniku
zmiany Jego modelu przedstawiono na rysunku 1. Zwréémy uwage, ze relaksa-
cja Czdefiniowana ponizejJ Jest tu tylko jednym ze sposobéw zmiany modelu

wykorzystywanym do uzyskania dolnego ograniczenia.

Wprowadzimy teraz pewne formalne rozréznienie typow relaksacji. W pracy
T7] mozna znalezé¢ nastepujaca og6lng definicje relaksacji problemu. *Jesli
problem P polega na minimalizacji cCxJ, gdzie x e A, za$ problem R
polega na minimalizacji cCxJ, gdzie x e B i jesli A c B, to problem R
nazywany Jest relaksacja problemu . " Definicja ta jest jednak zbyt ogé* -
na, dlatego przedstawimy nieco inne ujecie, dopasowane do klasy rozwaza-
nych probleméw. Punktem wyjscia dla niego Jest zdefiniowanie relaksacji
zadania.

Powiemy, ze zadanie A* jest zrelaksowanym zadaniem w stosunku do zada-
nia A, JesSli zbidr rozwigzan dopuszczalnych zadania A zawiera sie w
zbiorze rozwigzan dopuszczalnych zadania A”. Poniewaz ograniczylismy
zbioér probleméw do takich, w ktdérych poszukiwany obiekt jest wyznaczony
przez cigg decyzji pewnego wieloetapowego procesu, zatem dla dyskusji rela-
ksacji zadania wykorzystamy podang ponizej definicje relaksacji procesu.
Niech P & CU»Y,yQ,f,YN YpJ bedzie indywidualnym wieloetapowym procesem
posiadajacym zbidr dopuszczalnych ciggéw sterujacych oraz zbidér trajek-
torii dopuszczalnych odpowiednio U oraz Y . Przypomnijmy, ze funkcja
przejscia f zdefiniowana jest za pomoca funkcji g : Y +>2U okresla-
jacej dla kazdego stanu y podzbidér decyzji mozliwych w tym stanie.

Definicja 4

Modyfikacje indywidualnego procesu P polegajaca na takiej zmianie
definicji ktoregokolwiek ze zbioréw U.Y~.Yp czy funkcji g, ze zbioér
dopuszczalnych ciagéw sterujacych zmodyfikowanego procesu jest nie
mniejszy niz pierwotny zbiér Ua" ponadto Y& £ YN" Yf £ YF» UprJ £
LICyd dla kazdego y e Y, Cwielkosci primowane oznaczaja odpowiednie
wieikosci zmodyfikowanej, zas$ pozostate wielkos$ci procesu pozostaja nie
zmi enl one, nazywamy relaksacja indywidualnego procesu.

Poniewaz indywidualny proces P jednoznacznie okresla zadanie poszu-
kiwania rozwigzania dopuszczalnego, zaiem definiujac typy relaksacji
procesu tym samymi okreslamy typy relaksacji zadan.

a Relaksacja polegajaca na ograniczeniu zoioru stanéw niedopuszczal-
nych. Niech zbiér stanéw niedopuszczalnych zdefiniowany jest jako alter-
natywa predykatéw:

YN =<y €Y : YCyJ u VECYJ u .. \"CyJ>
Ssiér ten mozemy ograniczy¢ opuszczajac w definicji przynajmni ej jeden
predykat lub odpowiednio zmieniajac wystepujace w nim dane.
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b. Relaksacja polegajaca na powiekszeniu zbioru stanéw koncowych. Jeili
zbidér stanéw koncowych Jest zdefiniowany za pomocag koniunkcji predykatéw
Yp =<y €Y : ~ACyD n CyD n ~pCy3>,
to w definicji zmodyfikowanego zbioru stanéw koncowych procesu zrelaksowa-
nego opuszczony Jest przynajmniej Jeden z tych predykatéw lub tez odpowie-
dnio zmienione sg wystepujace w nim dane.

c. Relaksacja polegajaca na modyfikacji definicji zbioréw UP. Jeili defi-
nicja zbioréw Up ma posta¢ koniunkcji predykatéow
Up Cy3 = <u e U : pijCu.yd n /jgCu.yJ n ee=PpCu.y3>,

to zmodyfikowana definicja dla procesu zrelaksowanego nie zawiera przy-
najmniej Jednego predykatu lub w predykacie wystepuja odpowiednio zmie-
nione dane.
W szczegélnosci, dla zmienionych danych, ktéry$s z predykatéw moze dla tego
procesu nigdy nie by¢ spedniony . zatem moze by¢ usuniety Jako zbedny. W
tym przypadku konsekwencja zmiany danych Jest zmiana postaci Cschematud
definicji odpowiedniego zbioru. Reprezentuje to na rysunku 1 strzatka
przerywana C1J.

Zauwazmy, ze wskutek modyfikacji definicji zbioroéw YN.'X_ oraz U
pewne wspétrzedne stanu wystepujac© w opuszczonych predykatach mogg oka-
za¢ sie zbedno w modelu procesu zrelaksowanego. Na skutek tego definicja
zbioru stanéw i w konsekwencji Tfunkcji przejscia moze réwniez by¢é zmie-
niona. Reprezentuje to na rys. 1 przerywana strzatka C3J.

Niech G «:CYp» RJ bedzie grafem przejs$¢ indywidualnego procesu P,
gdzie Yp Jest zbiorem stanéw nalezgcych do wszystkich trajektorii proce-
su Cdopuszczalnych i niedopuszczalnych} za$ R c prYp jest zdefiniowana
nastepujaco: Cy,y*D c R + 3 uell”CyD .takie, ze fCu,y) « y*. ZdeFfiniujmy Jako
graf dopuszczalny = CYd»RdJ procesu P podgraf Jego grafu przejs¢
etaki» ze Yd c YP Jest zbiorem stanéw nalezacych do trajektorii dopusz-
czalnych procesu P» za$s Rif restrykcja R do zbioru Yrf. Ponizsze

wdasnosci dotyczg procesow lokalnie skonczonych.

Wkasnos¢é 1

Graf dopuszczalny procesu P Jest izomorficzny z pewnym podgrafem
czesciowym grafu dopuszczalnego procesu zrelaksowanego.

Wkasnos¢ 2

Niech P* bedzie procesem zrelaksowanym w stosunku do procesu P i
lokalnie skonczonym. Je$li proces P* ma taka samg definicje stanu Jak
proces P, to graf dopuszczalny procesu P jest podgrafem czesciowym
grafu dopuszczalnego procesu P* Cdefinicje podgrafu czesciowego oraz
izomorfizmu graféw podane sa miedzy innymi w [6]J.

Jesli ciag sterujacy moze by¢ konstruowany za pomoca réznych wieloeta-
powych proceséw, woéwczas typ relaksacji zalezy dodatkowo od wykorzystywa-
nego procesu. Zdefiniujmy teraz relaksacje problemow.
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Definicja 5

Proces TP jest zrelaksowany w stosunku do procesu [P, jesli dla kaz-
dego zestawu danych wyznaczone przez nie indywidualne procesy P* c P~
oraz P c IP stanowia pare proceséow, w ktérych P~* Jest zrelaksowany
w stosunku do P.

Definicja 6

Problem A* Jest zrelaksowany w stosunku do problemu A ,jesli istnieje
para procesow (@ i [IP definiujacych zbiory rozwigzan dopuszczalnych
odpowiednio probleméw A* oraz A taka, ze proces IP” jest zrelaksowany
w stosunku do procesu .

Reasumujac, mozemy wyrézniac¢ typy reiaksacji;biorac pod uwage:
aD rodzaj procesu definiujacego obiekt,
bD rodzaj ograniczenia modyfikowanego w procesie.

4. 2.Donu.nacja dolnych ograniczen

Jak wiadomo, najwazniejszym dla efektywnosci algorytmu podziatu i ogra-
niczen jest opracowanie takiego dolnego ograniczenia, ktére z jednej stro-
ny Jak najlepiej przybliza wartos¢ kryterium, z drugiej zas$ wyznaczane
jest przy mozliwie maktym naktadzie obliczen. Dla konkretnego problemu moz-
na zaproponowa¢ dolne ograniczenia réznego typu. Dominacje ich przedstawia
sie zazwyczaj za pomoca tzw. graféw relacji dominowania, w ktérych wierz-
chotkom przypisuje sie poszczeg6lne dolne ograniczenia zakodowane za pomo-
ca, ustalonych dla rozpatrywanego problemu, symboli graficznych [53, [43.
Grafy dominowania konstruowane sa oddzielnie dla poszczegélnych probleméw.

Korzystajac z wprowadzonego podziatu dolnych ograniczen, mozemy teraz
poda¢ ogdélne reguty spekniane przez relacje dominacji niezaleznie od roz-
patrywanego problemu. Ustalmy zadanie CP,Q3>. Powiemy, ze dolne ogranicze-
nie L* dominuje dolne ograniczenie L, jesli dla kazdego wierzchotka w
drzewa decyzyjnego zachodzi: L*CoD > LCcoD. W podanych ponizej regutach
dominowania, méwiac o zmianie procesu, kryterium, danych, bedziemy mieli
na my$li zmiane w pozadanym kierunku:

a. ograniczenie L* wuzyskane w wyniku zmiany kryterium i zmiany pro-
cesu Jest dominowane przez ograniczenie uzyskane w wyniku tylko zmiany
Ctaki ej samejJ kryterium badz tylko zmiany Ctakiej samejJ procesu;

b. ograniczenie L’ wuzyskane w wyniku zmiany struktury procesu oraz
w wyniku relaksacji procesu Cw znaczeniu def.-0 jest dominowane przez
ograniczenie L wuzyskane w wyniku tylko zmiany Ctakiej same.p struktury
procesu badz tylko w wyniku relaksacji Ctakiej samej!) procesu.

c. JesSli ograniczenie L uzyskane jest. w wyniku opuszczenia oewnych
predykatéw w definicjach zbioroéw SN» S?, Up , a ograniczen; * L7 uzvs-
kane jest w wyniku opuszczenia oprécz nich jeszcze dodatkowych
predykatéw, to ograniczenie L dominuje ograniczenie L _"mbwiac c de-

finicjach wymienionych zbioréw, w tym i nastepnym podrézcziaie bedziemy
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miel

¢

i na mys$sli podana, wczes$niej post-a¢ alternatywna w przypadku zbioru
i koniunkcyjna w przypadku zbioréw Sr i UPS;
d. ograniczenie dolne uzyskane w wyniku relaksacji indywidualnego pro-
cesu P poprzez opuszczenie pewnego predykatu w definicji zbioru S»,
Sp lub Up Jest dominowane przez ograniczenie uzyskane w wyniku tylko

zmiany danych wystepujacych w odpowiednim predykacie.

5. Przyktad

Dla zilustrowania wprowadzonego podziatu dolnych ograniczeh odniesie-
my go do przyktadowych ograniczen dla problemu kolejnosciowego tas$mowego
Cflow-shop problem} z ogélna mihimaksowa funkcja celu podanych w drugiej
czesci [53. Zagadnienie kolejnosciowe tasmowe postaci n |m|P, > K njX
mozna sformutowaé nastepujaco. Dany jest n-elementowy zbiér zadan Z *
ktére maja by¢ wykonane za pomoca m-elementowego zbioru maszyn I Kazde
zadanie sktada sie z m-elementowego ciggu operacji, ktére maja byé wykona-
ne na kolejnych maszynach. Znane sg czasy wykonywania kolejnych operacji
kazdego zadania. Dana jest relacja > czesciowego porzadku w zbiorze
zadan. Dla kazdego zadania, np. i-tego, okreslona jest niemalejaca funkcja
fi Cim * K reprezentujaca koszt zwigzany z wykonaniem zadania w termi -
nie cim- Nalezy okresli¢ kolejnos¢ wykonywania zadan, ktéra spednia
wymogi relacji czesciowego porzadku i przy ktérej kryterium

f - max TF,CC., 5 osigga minimum.
max 1<i<n 1o a9

W pierwszej czesci pracy C53 podano ciekawy algorytm, ktéry mozna zaliczyé
do grupy algorytméw poprawy. Opierajac sie na werbalnym opisie problemut
wyrézniono nastepujace dolne ograniczenia okreslone jako:

a} relaksacje mozliwosci wykonawczych maszyn,

b5 relaksacje czas6w trwania operacji,

c5 relaksacje funkcji kosztéw zadan,

d5 relaksacje ograniczen kol ejnosciowych Cczeéciowego porzadku} ,

e} relaksacje liczby zadan,

f} relaksacje przydziatu czaséw trwania operacji.

Przedstawimy teraz umiejscowienie ich w schemacie dolnych ograniczen poda-
nym na rysunku i.

Ad a}

Relaksacja mozliwosci wykonawczych maszyn”poiegajaca na dopuszczeniu,
ze dla pewnych wybranych maszyn o ograniczonej przepustowos$ci Créwnej
liczba operacji wykonywanych jednoczes$nie moze by¢ dowolna*powoduje
zmiane algorytmu funkcji przejscia, odpowiada wiec blokowi 13.

Ad bD

Relaksacja czaséw trwania operacji”™ polegajaca na przyjeciu jednako-
wego Cmini mainego} czasu trwania dla wszystkich operacji wykonywanych na
pewnych maszynach”Jest réwnoznaczna z wprowadzeniem dodatkowej whasnosci
spednianej przez dane powodujacej zmiane algorytmu dla funkcji przejscia

i odpowiada blokowi 11.
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Ad cD
Relaksacja funkcji kosztéw zadanh,poi©gajaca na przyjeciu funkcji
kosztéw wszystkich zadan jednakowych i réwnych

f*CO * min ¥ CO O<t<ocJ
I<i<n
odpowiada blokowi 2.
Ad dD

Relaksacja ograniczen kolejnosciowych,- a wiec przyjecie v = 0 ,odpo-
wiada relaksacji procesu polegajacej na zmianie definicji zbioru UP i
jest reprezentowana blokiem 10.

Ad e}

Relaksacja liczby zadan,poiOgajaca na wyznaczeniu dolnego ogranicze-
nia dla pewnego podzbioru zadan Z* c¢ 2 fodpowiada relaksacji procesu
polegajacej na zmianie definicji zbioru stanéw koncowych reprezentowanej
blokiem 10.

Ad O

Relaksacja przydziatu czaséw trwania operacji odpowiada blokowi 6.

Analogicznie mozna scharakteryzowa¢ dolne ograniczenia dla zagadnie-
nia kolejnosci owego gniazdowego opisane w [43.
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Abstract: The paper refers to branch &bound algorithms applied to
control optimization of a class of discrete manufacturing processes. It
deals with constructions of lower bounds. The general classification of
lower bounds constructions has been given. Then the theorems connecting
properties of the problem with the possibility of creating lower bound of
a given type have been presented. Detailed classification of lower bounds
obtained as a result of model change has been introduced and domination
rules have been defined. An example illustrates the consideration.



