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NARUNKI ZBIEŻNOŚCI ALGORYTMÓW DYSKRETNEGO STEROWANIA SAMOLOTEM LEKKIM 
THE CONVERGENCE CONDITIONS FOR AIRCRAFT CONTROL DISCRETE ALGORITHMS 
LES CONDITIONS DE CONVERGENCE DES ALGORITHMS DE COMMANDE DIGITALE POUR 
AVION D ' AFFAIRES

Streszczenie: W pracy przedstawiano wyniki oszacowania warunków
zbieżności dwóch algorytmów sterowania samolotem z autopilotem cyFrowym 
w kanale pochylania. Oszacowanie tych warunków wykonana stosując pojecie 
modułu ciągłości Funkcji w przestrzeniach Banacha. Uzyskane warunki 
sprawdzona metoda symulacji dla samolotu dyspozycyjnego "M-20 MEWA".

Summary: The paper present! the results oF evaluation convergence
condition For selected aircraFt control algorithms applied to the 
autopilot’s pitch channel. To evaluate these conditions the notion aF 
the modules Function continuity in the Banach space is used.Computer 
simulations carried out For the light aircraFt "M-20 MEWA" and the 
theoretical results have shown good agreement.

Résumé: Dans cot article on a consider é les résultats d ’évaluation 
des condisions de convergence de deux algorithms de commande pour un 
avion avec le pilote automatique digital au chanel d ’assiette 
longitudiale. L'évaluation de cettes conditions a été réealisée en 
appliquant l ’idée du module de continuité des functions dans l ’espace de 
Banach. Les conditions sont examinées pendant la simulation pour l ’avion 
d ’affaires “M-290 MEWA".

WPROWADZENIE

Różnorodność metod projektowania układów sterowania obiektami latającymi 
wynikła z różnych wiasnasci dynamicznych tych obiektów i zadań, jakie
spełniają w czasie eksploatacji. Jest to przyczyną braku jednolitych 
kryteriów dla projektowania autopilotów. W przypadku sterowania ciągłego 
zadania te rozwiązano z powodzeniem za pomocą metod linii pierwiastkowych 
bądź też charakterystyk logarytmicznych, umożliwiających sprawdzenie 
obszarów stabilności układu. Wprowadzenie autopilatów cyfrowych, przy
jednoczesnej agregacji danych o stanie obiektu, wymaga innego sposobu 
projektowania układów. Używane powszechnie metody symulacyjne prowadzą do 
poprawnych wyników, lecz czas potrzebny na realizacje procedur wyboru
parametrów autopilota zalety ad stopnia znajomości obszarów zbieżności 
algorytmu symulacyjnego oraz dokładności oszacowań zmiennych stanu obiektu 
dla wybranego czasu próbkowania. Problem zbieżności wybranego algorytmu 
symulującego ruch podłużny samolotu dla małych pochyleń zastał
przedstawiany w niniejszej pracy w ujęciu pół ciągłym i dyskretnym.
Załóżmy,Ze układ sterowania samolotem w ruchu podłużnym ma prostą 
struktura podaną na rys.l.
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Rys.l. Struktura układu sterowania kątem pochylenia samolotu 
Fig.l. Pitch angle control system structure

Niech stan samolotu opisany bedzie układem równali liniowych:

x(t)=Ax(t)+B5H (t) (1)

gdzie: x (t ) = [u ,a ,q ,© A i B - macierze stałych współczynników o
wymiarach odpowiednio (4x4) i (4x1), 

u - przyrost prędkości podłużnej, 
a - przyrost kąta natarcia,
q - przyrost prędkości pochylenia kątowego, 
f* - przyrost kąta pochylenia samolotu, 

t warunkami początkowymi
x(0)=xQ (2)

Kąt pochylenia samolotu mierzony miernikiem giroskapowym dany jest 
("Ownaniem o postaci:

d© (t) m
dt

T -------- + O (t) * K $<t)

Przyjmijmy,±e prawa sterowania bidzie miała właściwości regulatora PID 7 

ograniczanym przedziałem całkowania C23, tj,;

dA©(t—T ) 4
A (t) «= K A©(t-T ) + K  —   + K |A© (t —T )dr (4)

H  p  1  R  U L  T *kJ .
tt

dla 0<tt<t i T będącego czasem opóźnienia potrzebnym na obliczenie 
wartcsci sygnału sterującego 6^. Tak postawiany problem symulacji odpowiada 
Układowi z rys.l, gdy ruch obiektu wraz z miernikiem symulowany jest przez 
Układ analogowy, zaś .komputer stanowi przelicznik realizujący zależność 
(4). Odpowiada wiec rzeczywistemu układowi sterowania samolotem przez 
•utapilot a strukturze cyfrowej z przyjętą częstotliwością komutacji danych 
o stanie samolotu, «t = 1/T, oraz tą samą czestat 1 iwaś cią ustawiania 
mechanizmu wykonawczego.
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2. PRZYPADEK MODELU PÓLCIAGLEGO

Rozpatrzmy wpierw przypadek oszacowania zbieżności algorytmu C13.C35.C45 
Z równaniem węzła

A0Ct3 = & -6 Ct3 , 9 = const. r«-,i m z

gdy rozwiązanie równania C13 przyjmiemy w postaci:

JeA«k*i<r'llB6HCCkTDdt C6>r 
CklO

w przedziale czasu CO.T^] podzielonym na K rOwnych odcinków czasu 
o długości T, przy czasie opOZnienia bodącym r-krotnością przedziału T. 

Równania C3),C4) i C5) przyjmą postać !
T  T

T  T

AdCkT3 = 9 - 0  m 9 C C k - 1 3 T 3 - K  e t C k - 1 3 T 3 C l - e  m 3 C73Z  m  m

K K
R R

6 CkT) = CK - — —  +K TDAfrCCk-rJTU- -=—  Afr[Ck-r+DTl + 
h  p  T i  T

k-i
KxT ^  AetCl-r3T3 C83

i. = k - »

dla ograniczonego do 3T czasu całkowania-'członu całkującego regulatora. 
WartoSC wektora xCCk+13T3 =CFx3 CCk+13T) bedzie równa :

f *t<
rxt Ck +13T3 = e*T xCkT3+ |eAI(k'>1>T'11 BCCKp —  +KT5*
k T

T  T

T  T

»  t e  -e m & t C k -r-13T3 -K et  Ck-r-15TKl-e m 5 3 +

t e  -e 9 tCk-r3T3-K e t  Ck-r3T3 Cl-e 33 +

r — < T  ^
K T  ) [ & -e m e C Ci -r -15T3 -K &i Ci -r-l)T3 Cl -e )3>dt CO)
X /  x m m

i^k—*
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Warunki zbieżności algorytmu (9) określimy korzystając z pojęcia modułu 
Ciągłości -funkcji w przestrzeniach Banacha [lj.

Rozważmy przestrzeń C funkcji ciągłych na odcinkach [kT,{k+l)T]
k =0,1,...,K z normą maksimum oraz przestrzeń C T O jT̂ .] funkcji n-krotnie 
rożniczkowalnych w spasnb ciągły na odcinku C0»T ] ze standardową normą;

¡¡x| * max [|x || : i= 0,1,... ,n ] .
c n t o . T  i n o . T  i

Ponieważ w dalszym ciągu interesować nas bedzie transformacja (Fx) dana
jzaleincscią (9) w punktach dyskretnych kT (k =0,1,...,K), mażemy założyć,
te jest ona określona na przestrzeni C i przyjmuje wartości
p tej przestrzeni. Jej moduł ciągłości rozumiany jako

<o (Fx ,T) = sup [| (Fx) t (k+1 )T3-(Fk) (kT) | : k= .0,1,... ,K .] 
spełnia n ierOwnaSC ;

< k .2 > T

u (Fx ,T) < |eATf | x[Ck+1)T}-x< kT) |j tjj J

K  K  k  + i  < k - * i v r

* < ( K ---  —  +K T)e + — —  & +K T ) O > - I e*Kk*i>T-ti tK   —  +K T)6 + —   0 +K T > O > -p T I r T r I x
k T

K _  k - i  Ckt-2>T

AC<k«-2>T-tJ* i <K - — —  +K T)© •*- — —  © + K t V  © >dt|! + II -j
p  T  I  x  T  x  I  /  x  "  11

< k * » T

-   K K
T  R  K

* Be " f ( K  —  +K T) f> C(k-r)Tj+ — —  6 [(k-r + l)Tj +
p  T  I  m  I m

k - 1  < k * l > T  _  T

- K,T ^  ̂ [(i-rJTJJdt +J eA1<lt*1)T-u Be ^  <(KP T +KIT )*
i®k-9

* ©  c (k-r-1JT3+ — Z—  © C(k-r)T3H< T V  © i ( i-r-1 )T3>dt|j +
m  T m  Z /  m  "
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TCk**lT ^  ____  y.
T *

e* t * u ) i- u  B ( l - e  — ----- E— : ) { K  ( K -  -= '= = "-+ «  T ) & [ ( k - r ) T 3 +
m  p  I Z>-I

k —1  < k «- l> T

9[(k-r+l|T]+KK T )  £> [ (i-r )T3>+ I e * « k « i i T - l i  B  $^ K m T ^  9[(i-r)T]>+
l * k - l

K. KT R «
* (1-B m K K  (K - —  +K T)e[(k-r-l)T3+  -—  ©C(k-r)T3 +

m  p  I I  I

KjK^T ^  ©[ ( i-r-1 )T]>dt J (10)

Wartaić drugiego modułu prawej strony (10) jest równa zero , zań 
pozostałe oszacowania pa prostych przekształceniach prowadza do 
hierOwnoici:

T T
eAT— 1 T~ K* "  T

w (Fx )£ | B|( ----5---  ||« m ||(Kp+2 —  +4 K T ) | « ( e m > T)+ |B||l-e * J*

eAT-l
*8 — ----  J|Km (K^+2 —  +4KT)|u(f> T ) + | eAI |co (x ,T) (11)

gdzie: w(0,T)”sup C|jS C (k+1 )T]-© (kT) | : k=0,l,...,K 3. 
w(x,T)=w(£,T) dla & c x.

A wiec rozpatrywany algorytm bedzie zbieiny, do pewnego otoczenia 
rozwiązania problemu (1), (3), (4), (5), jeS.l i:

T
—  - eAT-l K«

|eAT|+2jBS|l-e " || ||Km (Kp+2 —  +4KT)| < 1 (12)

przy «terowaniu spełniającym warunek:

lim |<5H C(k+l)T3-ćH (kT)|-0 
k -#00
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3 . frtypadek MODELU DYSKRETNEGO

W druaim przypadku rozpatrzmy algorytm, w którym obiekt opisany 
równaniem C U  z warunkami C23 reprezentuje równanie rOinleowe w postaci:

x[(k+l)TJ=ft1x(kT)+Bt6H(kT); k=0,f K (13)
gdzie macierze i B | tworzone są odpowiednio z macierzy A i B:
x( t)=Ax(t)+BiK, atlMllii* Lilii  r Ax[kT]+B5H, AjZl+TA, B ^ T B
oraz elementy wektora x(kT) należą do przestrzeni Rn , n=4, przy czym
xC OJ =x 11 4Jo
Załóżmy jak wyżej. że obiekt jest sterowany ciągiem impulsów o 

wypełnieniu równym r=l z opóźnieniem T =rT wzgledem chwili kT oraz 
G ® const:

_  R  R
6 C JTJ -K T ) $ +K & -CK + -=“ JGtCJ-rJT3+ 0( C J-r+1 JT3+

1  ¿ L  *  P  =  P  T
v s j - 3

k-1
+ KjT ©CCj-rJT) C15J

przyjmując dla uproszczenia obliczeń równanie miernika w postaci:
& CkTJ = BCkTJ.m

W celu oszacowania warunków zbieżności algorytmu C13J i C15J, przyjmujemy
przestrzeń l“  CRnJ złożona ze wszystkich ograniczonych ciągow.-

ixCkTJJ w Rn . xC kTJ =tuCkTJ,aCkTJ, qCkTJ , BCkTJ )T
Niech w Rn bedzie zadana norma maksimum,to znaczy :

{xJ-maxC(u|.|a|, |q|. j»|>.
natomiast norma w l'̂ ’CR'Ima klasyczna postać :

|x|=sup< max |xCkT>|: k < K >.
»<i<< L

Rozważmy wlec transformacje F określoną na przestrzeni l^CR^:

k - 1

CFxJCkTJ=A>tx + V CJTJ dla k=1.2 K. C18J1 O » 1 H
j=o

gdzie ó^CJTJ dane Jest zależnością C1SJ, będącą rozwiązaniem równani*
różnicowego C13J w dyskretnych chwilach czasu kT. Warunki gwarantujące . że 
transformacją F Jest kontrakcją wzgledem miary niezwartosci fj, czyli
istnieje stała h m (0.1) taka , ż e : 

mCFX5S k pCXJ ; x « X.
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Określimy przyjmując miar* nlezwartosei w przestrzeni l°°CRn3 w postaci:

p<X3«llm <sup <sup< ¡xCiT3-xC JTJ |: i.J>k >>>,
n-CO X«X

gdzie X Jest dowolnym niepustym 1 ograniczonym podzbiorem przestrzeni
i °°C r ”) .

Wybierzmy wiec dowolne x e X i k < K oraz q bedace dowolna liczba 
naturalna. Mamy:

k » q - l  j - ‘

|CFx3tCk+qJT3-CFx3CkTJ J « |A|k*q,xo + ^  a [Ic*,*j‘1>BiIKfT ^ \ +KpeI+
j  = o  i. = j  -  a

Ka K* J‘ł
-CKp- — —  30t C J -r3TJ ♦ — —  »CCJ-r+lJTl-KjT Ot Ci-r3>T3-Akxo +

i *  j - »

v - i  j - i  K b  K r

+ V  A<k* J' ł>B 1 K T  V & *K & -CK + - = —  3 & t C J - r 3 T 3 +  - = —  » i  C J - r + 1 3 T 3  +
i  i X X p x p  T T

J *  o  i  *  j  -  »

j-*
* K^T £  8tCi-r)T33| C173

1 « J - »

Oszacowanie C175. po uwzględnieniu nierówności;

k 1C1 + | A | * - | A | V . . + | A |  3 S

1+IA1
1 ^ 1  -

Oraz oczywistego warunku |A | < 1 daje »dla k-*oo i |xCkT3 | £ M »
i 4następując* nierówność;

* + l\l K. i
|<Fx31 Ck+q3T3-CFxJ j S | A j k lxo M 2 ~ T ~  +Kp+3V l  “

« JBJ sup C JeCpTł - 8CsT>|: p,s 2: k-r3 ♦

I M “
+ M |K + 2- J 5- +3 K T|   JB | C183

1 P T  x i - | A t I 1

Przechodząc teraz z k-wo i biorąc kres górny obu stron nierówności C1834 
dostajemy:
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I M
^ F x l  5

«19)

ca pozwala nniaskawsc, ±e ciąg {«(kT)} bodący rozwiązaniem zadania (là) ma 
Skciiczaną granice, gdy:

4. UWAGI KOŃCOWE
Zauwaimy , Ze otrzymane wystarczające warunki zbieżności algorytmu 

półciągłego i dyskretnego zaletą ad parametrów prawa sterowania 
realizowanego przez autopilata i czasu T repetycji układu. Czas opóźnienia 
sygnału sterującego podawanego na wyjście mechanizmu wykonawczego nie 
wpływa bezpośrednio na zbieżność procedury, lecz ma istotny wpływ na 
wartość błędu kąta & osiąganego przez samolot w kolejnych chwilach kT. 
Omawiane przypadki algorytmu były symulowane dla wybranych danych samolotu 
”M“20 MEWA" dla różnych czasów apóżnisi rT potwierdzając poprawność 
zaprezentowanych w pracy wyników. 2 uwagi na ograniczenia objętościowe 
pracy zastana one zaprezentowane szerzej w czasie trwania Konferencji ADPP.
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Abstract:
The paper presents the results of evaluation of convergence condition 

estimation for selected aircraft control algorithms applied to the
autopilot’s pith channel. The control algorithm structure allows for the
transmission of signal delay between the autopilot and its actuator. The 
PID regulator control law was implemented in the autopilot’s controller.

The estimaton of algorithm convergence conditions was carried out for
the semi-continuous and discrete aircraft mathematical models. To evaluate

these conditions, the notion of the modules function continuity in the 
Banach space was used.

Computer simulations carried out for the light aircraft "M-20 MEWA" and 
the theoretical results have shown good agreement.

*
(K +■? ----  T) < 1 ( 20 )

dla sterowania 6 spełniającego warunek •'
lim ¡¿h C (k+i )T]-ć h (kT) I =0 przy ||Aj < 1.


