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STEROWALNOSC NIELINIOWYCH DYSKRETNYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH-PRZEGLAD PROBLEMOW
CONTROLLABILITY OF NONLINEAR DISCRETE DYNAMICAL SYSTEMS - A SURVEY
ynPABHHEMOCTb HEJIMHERHbK DMCKPETHbK AHHAMMNECKHX CMCTEM - OE30P DPOSJIEM

Streszczenie : Artykut stanowi przeglad probleméw sterowalnosci
dyskretnych, nieliniowych uk#adéw dynamicznych, opracowany na podstawie
publikacji z ostatnich lat. Przedstawiono rézne warunki wystarczajace
sterowalnosci dla szerokich klas nieliniowych, dyskretnych uk¥adow
dynamicznych. Rozpatrzono réwniez nieliniowe uktady dyskretne z
opéznienieniami. Przedyskutowano relacje zachodzace pomiedzy réznymi
rodzajami sterowalnosci. Podano pewne dodatkowe wuwagi i komentarze
dotyczace w gkdéwnej mierze biliniowych dyskretnych uk#adéw dynamicznych.

Summary : The paper presents a survey of problems associated with the
controllability of nonlinear discrete-time dynamical systems. It has
been prepared on the basis of vrecent publications. The various
sufficient controllability conditions for wide classes of nonlinear
discrete dynamical systems are presented. Nonlinear delay discrete
systems are also considered. Relationships among various Kkinds of
controllability are discussed. Finally, some additional remarks and
comments concerning mainly bilinear discrete dynamical systems are given.

Pe3K)Me: CxaTbH HBnseTCFl o63opoM npodnew ynpaBnneMocTH HenwneRHbix
BWCKpeTHbTX ZJHH3 MM MeC KMX CHCTeW, paapabOTaHHbIM Ha OCHOBe OnyCXIMKOBaHHhIX

3a nocnenHne ropu padoT. npencTaBrreHbi aocTaTowHbie ycnoBHA ynpaB/TflewocTM
X31s WMPOKMX HJiaCOB HeJIMHefIHbIX UMCKpeTHbIX fIMHaMHMeCKMX CHCTeH.
npencTaBneHhi TO>Ke HenMHMeRHbie dmc KpeTHbie bmhsHimecKMe cmctcmmc
3ana3ibiBaHMeM. PaccMOTpeHa cBfI3b MettjjbJ pa3HbiMM TM.naHM ynpaBnseMOCTM.
npencraBneHb: 3aMGHaHHFI 06 ynpaBnflenocTH OMEiMHe Rhwx XjHCHpeTHwx

XJIJMHaMMMeCKHX CMCTeM.

1. Wstep

Sterowalno$¢ uktadéw dynamicznych jest jednym 2z podstawowych pojeé
matematycznej teorii systeméw i optymalnego sterowania. Pierwsze prace z
zakresu sterowalnosci uk#adéw dynamicznym dotyczyty gtéwnie uktadow
ciggtych [16].- W oparciu o uzyskane dla nich rezultaty zaczeto badac¢
Sterowalno$¢ réznych typéw” ukdadéw dyskretnych, poczatkowo liniowych, a
nastepnie nieliniowych [13].

Niniejszy artykut stanowi przeglad literaturowy rezultatéw dotyczacych
réznego rodzaju sterowalnosci dla nieliniowych dyskretnych uktadéw
dynamicznych. Stanowi on kontynuacje cyklu prac przegladowych [12, 13, 14
oraz 15] poruszajacych problematyke sterowalnosci dyskretnych uk¥adéw
liniowych [23], biliniowych [12], [liniowych z ograniczeniami na sterowanie
[14} oraz tzw. ukdadéw typu 2-D, tzn. uk*adéw dyskretnych o dwéch zmiennych
niezaleznych {15]. W cytowanych powyzej pracach przytoczono najwaznejsze
znane z literatury rezultaty dotyczace sterowalnosci omawianych typéw
dyskretnych ukdadéw dynamicznych.

W niniejszej pracy zostang przedstawione zasadnicze rezultaty
dotyczace sterowalnosci bardzo szerokiej klasy nieliniowych,
niestacjonarnych dyskretnych uk#adéw dynamicznych. Sformudowane beda, na
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podstawie literatury, warunki wystarczajace Jlokalnej U-sterowalnosci w
ustalonym przedziale [kQ, 1 oraz w chwili kQ. Warunki te wymagaja miedzy
innymi weryfikacji kryteriéw U-sterowalnosci odpowiednich liniowych uktadéw
dyskretnych, ktére mozna zpalezé w pracach [13] oraz [14]. Rozpatrzone
zostang takze nieliniowe niestacjonarne uktady dyskretne 2z opo6znieniami
zarowno we wspodrzednych stanu, jak i1 w sterowaniu.

Wszystkie twierdzenia 1 wnioski zamieszczone w niniejszej pracy sa
zaczerpniete z literatury i beda podawane bez dowodéw, jedynie z powodaniem
na te pozycje bibliograficzne, w ktérych podane sa ped#ne dowody. Artykud
zawiera takze podstawowe definicje roéznych rodzajow sterowalnosci oraz
uwagi i komentarze dotyczace poszczeg6lnych wynikéw i wzajemnych relacji
miedzy nimi. Wykaz literatury obejmuje w zasadzie wszystkie najbardziej
istotne publikacje 2zwiazane ze sterowalnoscia nieliniowych dyskretnych

uk¥adéw dynamicznych.
2« Opis uktadéw dynamicznych i podstawowe definicje

Niech bedzie dany dyskretny nieliniowy, niestacjonarny 1i skonczenie

wymiarowy ukdad dynamiczny opisany nastepujacym réwnaniem roéznicowym:

x(k+1) = f(k, x(k), uk)), k*k, @.H
gdzie: keZ - zbidér liczb catkowitych,
x(K)ERn - wektor stanu uktadu dynamicznego,

uikieUcR*“1 - sterowanie dopuszczalne,
F:R»Rn*Rffi-* Rn - dana funkcja.

Niech Ucr* bedzie dowolnym zbiorem. Sekwencja sterowan dopuszczalnych
nazywa sie sekwencje u = julko), u(ko+l), u(k0+2), ...} taka, 2e u(k)eUcR°*
dla wszystkich kzk~. Zbiér wszystkich sekwencji dopuszczalnych tworzy tzw.
zbidr sterowan dopuszczalnych.

Dla wustalonego stanu poczatkowego x(ko)£Rn oraz zadanej sekwencji
sterowan dopuszczalnych u istnieje zawsze jJednoznaczne rozwigzanie
x(k,x(ko),u> nieliniowegoréwnania réznicowego 2.1). \7 praktyce
rozwigzanie to mozna wyznaczyC¢ droga kolejnych iteracji.

W przypadku uk#adu stacjonarnego, tzn. gdy Tfunkcja f nie zalezy
bezposrednio od zmiennej dyskretnej k, roéwnanie réznicowe (2.1) jest

postaci nastepujacej;
x(k+1) =FfIx(k), u(k)), k*0 2.2)

Dla uk#adéw stacjonarnych bez utraty ogélnosci mozna zatozyé, =ze chwila
poczagtkowa ko:0'
W szczeg6lnym przypadku liniowego niestacjonarnego ukt#adu dyskretnego

réownanie roéznicowe stanu jest postaci nastepujacej:

X (k+1) = A(K)x(k) + BlIk)u(k), k*k0 (2.3)
gazie: A(k) sa n*n - wymiarowymi macierzami dla kAko’
B(k) sa nxm - wymiarowymi macierzami dla k*ko.
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Stacjonarny ukdad liniowy opisuje roznicowe roéwnanie stanu postaci:
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k), k*O 2.4)
gdzie: A - jest statgn*n - wymiarowag macierza, oraz B- jest statg nxm -
wymiarowg macierza.
Dla uk+adu liniowego (2.3) mozna stosunkowo +atwo  wyznaczyé
analityczng posta¢ rozwiazania x(k,x(kQ),u), a mianowicie 116]:
J=k-1
x(k,x(k ),u) = F(k,k Ix(k ) + £ F(k,jJ+1)BUOHU) (2.5)
J=ko
gdzie: F(k,j) - jest n*n - wymiarowa macierza tranzycji ukdtadu dynamicznego
(2.3), zdefiniowang w sposéb nastepujacy [16]:
a k=j
-DAK-2)...AG+DAQ), dla k>j
ieokreslona dla k<j

W przypadku gdy mac ze Alk) sa nieosobliwe dla k€Z, macierz transpozycji

F(k ,j) jest okreslona niez dla k<j nastepujaca roéwnoscia:

F(K,j) = A_1(K)A_1(k+l )A~1(k+2> ... A~11j-2)A_1(-1) i
Dla stacjonarnego ukdadu [liniowego (2.4) macierz tranzycji F(k,j.) = Akj]
dla kzj, a gdy macierz A jest nieosobliwa, réwnos¢ ta jest roéwniez
prawdziwa dla k<j. W tym przypadku posta¢ rozwiazania x(k,x(0),u) jest dana
nastepujacym wzorem:

j=k“l w i
JZ

x(k ,x(0),u) = Aax(O) + A J iBu(j) (2.6)

j=0
Nalezy podkresli¢,Ze w przypadku dyskretyzacji ukdadéw ciagtych macierze
A(k> kez sg zawsze nieosobliwe [16, 25].

Dla nieliniowych uktadéw dyskretnych mozna sformutowaé¢ wiele réznych
rodzajow sterowalnoséi [12-16]. Ponizej zostana przytoczone najwazniejsze z
tych definicji.

Definicia 2.1. Uktad dynamiczny (2.1) nazywa sie globalnie U -
sterowalnym w przedziale [k ,kj], Jjezeli dla kazdego stanu poczatkowego
x(ko )ERn oraz kazdego stanu kor’]cowegox,.lERn istnieje sekwencja sterowan
dopuszczalnych {ukQ),ukQ+1),ukQ+2), ..., u(k™-2),u(kj-1)} taka, ze
odpowiadajaca tej sekwencji trajektoria uktadu dynamicznego (2.1) spe#nia
nastepujacy warunek:

X(kg,x(kg),u) = x5

Definicja 2.2. Uk#ad dynamiczny (2.1) nazywa sie globalnie U -
sterowalnym w chwili k~, jezeli dla kazdego stanu poczatkowego x(kQ)£R
oraz kazdego stanu koncowego X"€Rn istnieje chwila (zalezna od x(kQ)
oraz Xj ) oraz sekwencja sterowan dopuszczalnych {u(kQ),u(kQ+I1),u(kQ+2),
oo .ulkj-2), u(ki~1D} taka, 7e odpowiadajaca tej sekwencji sterowan
trajektoria uktadu dynamicznego (2.1) spednia nastepujacy warunek:

x(kj,x{ko),u) = Xj
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Definicja 2.3. Uktad dynamiczny (2.1)nazywa sie lokalnie
U-sterowalnym ze zbioru rOcRn do zbioru D~Rn w przedziale (k ,kj], Jjezeli
dla kazdego stanu poc-satkovego x(kQ)€Do oraz kazdego stanu korcowego
istnieje sekwencja sterowan dopuszczalnych {u(kO )] ,u(k0+lj , u(ko+2) ,
-.-,ulkj-2),u(kj-i)} taka, Ze odpowiadajacatej sekwencji sterowan
trajektoria ukdtadu dynamicznego (2.1> spednia nastepujacy warunek:

X(k?™,x(kQ),u) = Xj

Definicja 2.4. Uk+ad dynamiczny (2.1)nazywa sie lokalnie
U-sterowalnym ze zbioru DocRn dc>  zbioru q,cRnw chwili ko' jezeli dla
ka2dego stanu poczagtkowego x(koKD0 oraz kazdego stanu koncowego XaQ’l
istnieje chwila (zalezna od x(kQ) oraz ) oraz sekwencja sterocan
dopuszczalnych {ukQ),u(ko+14,u(kQ+2),...»uikj-2},ulkj-1 )} taka, 2e
odpowiadajgca tej sekwencji sterowah trajektoria uktadu dynamicznego (2.1)
spednia nastepujacy warunek:

x{kp.x ), = X}

JezZeli DO:P—:DcRn, to zamiast o globalnej U-sterowalnosci z DO do| D.
moéwimy w skrocie o globalnej U-sterowalnosci w zbiorze D. Jezeli natomiast
Do=Hn oraz D”={0} (Do={0) oraz D”=Rn), to méwimy odpowiednio o globalnej
U-sterowalnosci do zera i globalnej U-sterowalnos$ci z zera. W przypadku gdy
Do=Dj=Rn, wéwczas definicja 2.1 pokrywa sie z definicja 2.3, a definicja 2.2
pokrywa sie z definicja 2.4. K sytuacji gdy (KintPO oraz P_I:{Ol- (DO:{O}
oraz GeintDj) postugujemy sie odpowiednio terminologia: lokalna
U-sterowalno¢¢ do zera i lokalna U-sterowalno$¢ z =zera. Natomiast w
przypadku gdy Oeint(DOnDI),.uzywamy terminu lokalna U-sterowalnos$¢ wokét

2era.
3. Warunki wystarczajace lokalnej sterowalnosci

Najczesciej stosowana metoda badania lokalnej sterowalnosci
nieliniowego uk#adu dynamicznego (2.1) polega na analizowaniu globalnej
lub lokalnej sterowainosci jego Jliniowego przyblizenia postaci 12.3).
Hetoda ta bazuje na znanym 2z analizy funkcjonalnej twierdzeniu o
nieliniowych operatorach pokrywajacych otoczenia wybranych punktow
przeciwdziedziny. Twierdzenie to moéowi, ze nieliniowy operator P : X —-*Y,
oriwirrowujacy otoczenie punktu Xc€X przestrzeni Banacha X w orsestrzen
Banacha V 1 posiadajacy w punkcie X pochodna Frecneta, ktérej obrazem
IprzeciwdziedzIlng) jest cata przestrzen Y, zawiera w swoim oorazie
otoczenie punktu ?2(x").

W celu zastosowania tego og6lnego twierdzenia nalezy poczynié¢ pewne
z&tozenia dotyczace uktadu dynamicznego (2.1), a w szczeg6lnosci funkcji
fk,72k)uk)L

Niech funkcja f(k,x,u) bedzie w spos6éb ciagty rézniczkowalna wzgledem
X oraz u Ww obszarze tx.uKDxU, gdzie DCERI* oraz Uch® sa zbiorami o

niepuBtycn wnetrzach odpowiednio w przestrzeni RnA oraz Rm. Oznaczmy
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odpowiednie pochodne czastkowe funkcji T(k,x,u) nastepujacymi wzorami:

j.B A(K, aftk,;,u) = B(k)> ~ G bH

gdzie: (X,u) e int D x int U jest ustalonym punktem w przestrzeni Rn*RB,
AlK) jest macierza n«n - wymiarowg dla k2k0,
B(k) jest macierza n*m - wymiarowag dla Kik".

Ponadto zat6zmy, Ze istnieje trajektoria {x(ko),x(ko+l),x(k0+ 2 X (K),-

x(k)eintD dla kzkQ, uktadu dynamicznego (2.1) odpowiadajaca Bekwencji
sterowan dopuszczalnych {u(kQ),ukQ+1),u(kQ+2),...,u(k),---}, u(k)eintu.
Innymi 3lowy, dopuszczalnej sekwencji sterowan u(k), k*k o wartosciach
lezacych wewnatrz zbioru U’\Rrn odpowiada trajektoria ukhll\du dynamicznego
(2.1) x&k), kikO o wartosciach lezacych wewnatrz zbioru DcRn.

Przy powyzszych nietrudnych do sprawdzenia zatozeniach mozna
sformutowaé¢ warunek wystarczajacy lokalnej U-sterowalno$ci w zbiorze D<Rn
nieliniowego uktadu dynamicznego (2.1).

Twierdzenie 3.1 [23]. Jezeli spei#nione sa zatozenia dotyczace Tunkcji
f(k,x,u) oraz uktadu dynamicznego (2.1), to warunkiem wystarczajacym
lokalnej U-sterowalnos$ci w zbiorze D”Rn w przedziale [ko,kj]l nieliniowego
uktadu dynamicznego (2.1) jest Ilokalna U-sterowalno$¢ w zbiorze D w
przedziale [ko ,k”] liniowego przyblizenia (2.3) 2z macierzami A(k) oraz
B(k) danymi wzorami (3.1).

Wniosek 3.1 [23]. Jezeli spednione sg zatozenia twierdzenia 3.1, to
warunkiem wystarczajacym lokalnej U-sterowalnosci w zbiorze DcRn w chwili
k0 nieliniowego ukdadu dynamicznego (2.1) jest lokalna U-sterowalnos$¢ w
zbiorze D w chwili kO liniowego przyblizenia (2.3) z macierzami A(k) oraz
B(k) danymi wzorami (3.1).

Analogiczne rezultaty dotyczace lokalnej U-sterowalnosci stacjonarnych
uktadéw nieliniowych (2.2) =zostang sformutowane w twierdzeniu 3.2 oraz
wniosku 3.2.

Twierdzenie 3.2 [23]. Jezeli spednione sa zatozenia dotyczace Tunkcji
f(x,u) oraz uktadu dynamicznego (2.2), to warunkiem wystarczajacym lokalnej
U-sterowalnosci w zbiorze D*=Rn w przedziale = [0,kj] nieliniowego
stacjonarnego uk#adu dynamicznego (2.2) jest lokalna U-sterowalnos$¢ w
w zbiorze D w przedziale [0,kj] liniowego stacjonarnego przyblizenia (2.4)

z macierzami A oraz B danymi nastepujacymi wzorami:

= A oraz =B (3.2)

gdzie; A jest statg n*n - wymiarowa macierza oraz B jest stalta nxm -

wymiarowa macierzg.

Wniosek 3.2 [23]. Jezeli spednione sa zatozenia twierdzenia 3.2, to
warunkiem wystarczajacym lokalnej U-sterowalnosci w zbiorze DCRn w chwili O
nieliniowego stacjonarnego uktadu dynamicznego 2.2) jest lokalna
U-sterowalno$¢ w zbiorze D w chwili O liniowego stacjonarnego przyblizenia
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f2.4) z macierzami A oraz B danymi wzorami (3.2).

Przytoczone twierdzenia 1 wnioski podaja warunki wystarczajace
lokalnej U-sterowalnosci w zbiorze DcRn dla najbardziej ogélnych
nieliniowych uk#adéw dynamicznych niestacjonarnych postaci (2.1) oraz
stacjonarnych postaci (2.2).

Obecnie sformutujemy warunki wystarczajace lokalnej U-sterowalnosci w
otoczeniu zera dla niestacjonarnych oraz stacjonarnych nieliniowych uk¥tadow
dyskretnych postaci (2.1) oraz (2.2). W tym celu zatézmy, ze O0GintD oraz
0GintU, a ponadto niech ¥(k,0,0) = 0 dla k*ko. PowyZsze zatozenia
gwarantuja nam, ze zerowej sekwencji sterowan dopuszczalnych odpowiada
zerowa trajektoria ukd#adu dynamicznego, ktéra catkowicie miesci sie w
zbiorze DcRn, zawierajacym w swoim wnetrzu poczatek uktadu wspoédrzednych.
Zatem para (x,u) = (0,0KintDxintU spednia wszystkie zatozenia sprecyzowane
na poczatku niniejszego podrozdziatu. Niech funkcja TFf(k,x,u) bedzie w
sposob ciagty rozniczkowllna w otoczeniu zera wzgledem drugiego i trzeciego
argumentu, woéwczas jej pochodne czastkowe w punkcie (0,0) oznaczamy
odpowiednio nastepujacymi wzorami:

af~©° " 01 = ALK) oraz = BU), k*kp (3.3)
Twierdzenie 3.3 [13,23]. Jezeli speknione sg zatozenia dotyczace
funkcji  fik,x,u) podane wyzej, to warunkiem wystarczajacym lokalnej

U-sterowalnosci woké+ zera w przedziale (koJ‘i] nieliniowego ukdadu
dynamicznego (2.1) jest lokalna U-sterowalnos¢ wokét zera w przedziale
[ko .kj] Uliniowego przyblizenia (2.3) z macierzami A(k) oraz B(k) danymi
wzorami (3.3).

Wniosek 3.3 [13,23]. Jezeli spednione sa zatozenia twierdzenia 3.3, to
warunkiem wystarczajacym Jlokalnej U-sterowalnosci woké4 zera w chwili k0
nieliniowego ukdtadu dynamicznego (2.1) jest lokalna U-sterowalnos¢ w chwili
kQ liniowego przyblizenia (2.3) z macierzami A(k) oraz B(k) danymi wzorami
(3-3).

Podobne kryteria lokalnej U-sterowalnosci woké+ zera dla stacjonarnych
nieliniowych uktadéw dyskretnych postaci (2.2) uzyskuje sie w oparciu o
twierdzenie 3.3 oraz vrniosek 3.3 wykorzystujac liniowe przyblizenie (2.4) z
macierzami A oraz B postaci nastepujacej:

dfio.C) dff0.0)
=N = 22

= A oraz =B, k™0 (3.4

Kryteria te zostanasformutowane w twierdzeniu 3.4 oraz wniosku 3.4.

Twierdzenie 3.4 [33.23]. Jezeli speknione sg zatozenia dotyczace
funkcji f(x,u), to warunkiem wystarczajacym lokalnej U-sterowalnosci woké+
zera Vv przedziale [0,k.] nieliniowego stacjonarnego uk#adu dynamicznego
(2.2) jest lokalna U-sterowalnos¢ wokdéi zera v przedziale [0,k.,} liniowego
stacjonarnego przyblizenia (2.4) =z macierzami A oraz B danymi wzorami
(3.47.

Wniosek 3.4 [13,23]. Jezeli spednione sa zatozenia twierdzenia 3.4, to
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warunkiem wystarczajacym lokalnej U-sterowalnosci woké+ zera w chwili 0
nieliniowego stacjonarnego uk+adu dynamicznego (2.2) jest lokalna
U-sterowalnos¢ woké+ zera w chwili O liniowego stacjonarnego przyblizenia
i2.1) z macierzami A oraz B danymi wzorami (3.4).

Wykorzystanie przytoczonych kryteriéw badania lokalnej U-sterowalnosci
nieliniowych dyskretnych uk#adéw dynamicznych wymaga znajomosci warunkéw
lokalnej U-sterowalnosci ich liniowych aproksymacji. W przypadku dowolnych
Zbioréw UcRm zagadnienie to jest trudne do rozwigzania. Dodatkowe zatozenia
dotyczace zbioru U, takie jak zwartos¢, wypukdos¢ czy tez ograniczonosé
umozliwiaja podanie efektywnych kryteriéw badania lokalnej oraz globalnej
U-sterowalnosci liniowych uk#adéw dyskretnych postaci (2.3) 1lub (2.4).
Szereg takich kryteriow zostato przedstawionych w przegladowych pracach
il31 1 jl14] oraz monografii [16]. W szczegdlnym przypadku gdy U=Rm, to
znaczy gdy nie ma zadnych ograniczen na wartosci sterowan i kazda sekwencja
sterowan jest sekwencja dopuszczalng, kryteria te maja posta¢ klasycznych
warunkéw koniecznych i wystarczajacych sterowalnosci opartych na badaniu
rzedu macierzy sterowalnosci [13,14,16]. Ponadto, jezeli zbidér UcRm zawiera
w swoim wnetrzu punkt zero, wowczas globalna Rm-sterowalnos¢ uktadow
liniowych jest roéwnowazna lokalnej U-sterowalnosci.

Ponizej zostang przytoczone dwa najczesciej stosowane kryteria
globalnej sterowalnosci liniowych ukdtadéw dyskretnych przy braku ograniczen
na sterowania.

Twierdzenie 3.5 [13,14,16]. Warunkiem Kkoniecznym i wystarczajacym
ciobnlnei sterowalnosci w przedziale [ko ’ki] liniowego niestacjonarnego
uktadu dyskretnego (2.3) jest;aby

rzad b (§--1):A(kg-1)8Ck, ~2) sACk r 1 JA{k--2)B{k.-3) ]

;A(kl—l )A(k1—2) A(ko+2)A(kO+I)B(kO)3 =n (3.5)
Wniosek 3.5 [13,14,16].- Warunkiem koniecznym i wystarczajacym

globalnej sterowalnosci w przedziale [0,kj] liniowego stacjonarnego uk#adu
dyskretnego (2.4) jest,aby

rzad [B|ABiA2Bi ;AKB; ... ;A1 ] =n (3.6)

Mozna dowiesé, ze w przypadku braku ograniczen natozonych na
sterowanie pojecia globalnej sterowalnosci w przedziale [kQ,kj] oraz
globalnej sterowalnosci w chwili KkQ [liniowego niestacjonarnego uk#adu
dyskretnego (2.3) sa sobie roéwnowazne. Oczywiscie to samo stwierdzenie
odnosi sie roéwniez do liniowego uktadu stacjonarnego postaci (2.4). Zatem
twierdzenie 3.5 oraz wniosek 3.5 sg jednoczes$nie warunkami koniecznymi i
wystarczajacymi globalnej sterowalnosci w chwili kQ liniowego
niestacjonarnego ukdtadu dyskretnego (2.3) oraz w chwili O [liniowego
stacjonarnego uktadu dyskretnego (2.4) [13,14,16].

Metoda badania lokalnej U-sterowalnosci nieliniowych uktadow
dyskretnych oparta na analizowaniu globalnej 1lub lokalnej U-sterowalnosci
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ich liniowych aproksymacji ma swoje =zalety i wady. Do zalet tej metody
nalezy niewatpliwie Jjej prostota oraz Tfakt, ze w literaturze istnieje
stosunkowo wiele rezultatéw dotyczacych globalnej oraz lokalnej
U-sterowalnosci liniowych ukdadéw dyskretnych [13,14,16].

Podstawowa wada tej metody jest istnienie do$¢ silnych zaloZen
dotyczacych funkcji fk,x&k),uk}P.- Najbardziej istotnym zatozeniem
ograniczajacym stosowalnoscé tej -metody jest zatoZenie o ciagtej
rézniczkowalnosci funkcji f(k,x,u) wzgledem drugiej i trzeciejzmiennej.
ZatoZenie to eliminuje szereg nieliniowych uk#adéw dyskretnych [18,19].
Warunki wystarczajace lokalnej U-sterowalnosci uktadéw dynamicznych (2.1)
oraz (2.2) z nierdzZniczkowalnymi funkcjami Ff(k,x,u) oraz f(x,u) zostang
sformutowane w kolejnym, czwartym podrozdziale niniejszej pracy w oparciu o
wyniki prezentowane w publikacjach [18], [19] oraz [24].

Prezentowana metoda badania lokalnej U-sterowalnosci nieliniowych
uktadéw dyskretnych”™ oparta na ich liniowych aproksymacjach ,nie obejmuje
rowniez bardzo waznej klasy uk#adéw dyskretnych, a mianowicie tzw. uk#adow
biliniowych. Wynika to z faktu, Ze dla ukdadéw biliniowych ich aproksymacja

w zerze nie zawiera zmiennej sterujacej [1,8,22].
4. Sterowalnosdé be2 zatozenia rézniczkowalnosci

Bezposrednie zastosowanie metody przyblizenia liniowego do badania
lokalnej U-sterowalnosci nieliniowych dyskretnych uk#adéw dynamicznych
(2.1) lub (2.2) z nierdézZniczkowalnymi funkcjami f(k,x,u) lub f(x,u) nie
jest mozliwe. W tym przypadku stosuje sie inne metody, najczesSciej oparte
na pojeciu uogdélnionej pochodnej Clarke"a [19,20,24], stanowiacej
rozszerzenie klasycznej pochodnej Frecheta na funkcje nierézniczkowalne.

W celu uproszczenia zapisu ograniczymy sie wydacznie do badania
lokalnej U-sterowalnosci wokét zera zaktadajac, Ze spednione sg nastepujace
zaie2nosci:

o~NintU oraz f(k,0,0) = 0 dla k’\k0 4.1)

Dodatkowo zaktada sie, Ze Tfunkcje T(k,x,u) spedniaja warunek Lipschitza
wzgledem drugiej i trzeciej zmiennej lokalnie woké+ punktu (0,0KintD*intU,
tzn.:

ilK<k,Xj ,u)-F k", x2,u>lj i Mlix1-x9]] dla x, ,x2€intD, 4.2)

(K, x,u. )-F(k,x,Ug DIl * NJJuj-ud|l dla uru”rintU, KkikQ 4.3)

Jezeli spednione sa zatozenia (4.2) oraz (4.3), wowczas istniejg w punkcie
(0,0; wuogdélnione pochodne czastkowe Clarke’a [19,20,24]. Poniewa2 funkcja
f(k,x,u) jest typu F:R*RnxRm-*Rn, wiec odpowiednie wuog6lnione pochodne
czgstkowe Clarke’a A‘kx oraz Eku , k*kO sa zbiorami macierzy A?(x oraz Ku
odpowiednio n*n - wymiarowych oraz 7 - wymiarowych. Wiadomo [19,20,24],
ze zbiory oraz £/°u domkniete i1 wypukte dla kzk . Sa one okreslone

nastepujacymi relacjami [19]:
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Akx=cotsp{A”™x= lim fx(k,xi>0): po wszystkich ciggach x?-"0}) (4.4)

XN =*0

Bku=co(sp(Bku= Tlim fu(k,0,Uj): po wszystkich ciggach uP-*°)> (4.5)
“j-10

gdzie symbol co(sp[S}) oznacza otoczke wypukta zbioru S,natomiast f oraz

i oznaczaja pochodne Frecheta odpowiednio wzgledem zmiennej X oraz

zmiennej u.

W szczeg6lnym przypadku, gdy funkcja f(k,x,u) posiada pochodne
czgstkowe Frecheta f (k,0,0) oraz fu(k,0,0), wéwczas granice wystepujace we
wzorach (4.4) oraz (4.5) nie zale2ag od wyboru ciggéw xP —-*0 oraz u®->0, a
zatem zbiory Akx oraz Bku sg zbiorami  jednoeleraentowymi postaci
nastepujacej [19,20,24]:

Akx={A(K) =fx (k,0,0)=9F" - 0“°)}, kiko (4.6)

BkuMB (k) =Ffu (k,0,0)=aft” ° - 2-1}. kikQ 14.7)
Przypadek ten =zostat szczegétowo oméwiony w podrozdziale 3, gdzie
przytoczono szereg warunkéw wystarczajacych lokalnejU-sterowalnosci.
Obecnie podamy warunek wystarczajacy lokalnej U-sterowalnosci wokét zera
bez zaktadania rézniczkowalnosci Tfunkcji f(k,x,u).

Twierdzenie 4.1 [24]. Zakdézmy, ze spednione sa zatozenia (4.1), (4.2)
oraz (4.3). Jezeli istnieja macierze m*n - wymiarowe P(k), dla k=ko> kc+l,
kn-2, kj“l takie, ze otoczka wypuk#a zbioru S:

S=tAk1l-1,x Akl-2,x AkQ+2,x AkQ+l,x Bko,u Plko) + Akj-I,x Ak.-2,x

ece Ako+2 ,X Bko+i,u p<ko+l) 4 eee + Bki—i,u PIKr n : gdzie

2

Akx%'kx, Bq(ues,ku, dla kzko} (4.8)
zawiera jedynie nieosobliwe macierze n*n - wymiarowe, woéwczas nieliniowy

niestacjonarny uktad dyskretny ("= " jest lokalnie U-sterowalny wokét zera
w przedziale [kQ,kj]-

W przypadku gdy funkcja f(k,x,u) posiada pochodne czastkowe Frecheta
w punkcie (0,0), a zatem zbiory pk oraz Bku sa jednoelementowe, wéwczas
A&X:A( k) oraz B?(U:B(k) dla k*ko. Wybierajac m»n - wymiarowe macierze Pik!,

kikO w sposob nastepujacy [24]:
P(kO)=[A(k1-1)A(k1-2).._.A(kO+2)A(ko+1)B(ko )]T

P(kc+1)=[A(k:-1)A(KJ-2) . . A(ko+2 )B(ko+1 )T A9,

P(kj-1)=[B(k.-1)]T
otrzymuje Bie jako bezposredni wniosek z twierdzenia 4.1 - twierdzenie 3.3

przedstawione w rozdziale 3.
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Rozpatrzmy obecnie szczegblny przypadek nieliniowego uktadu
dyskretnego (2.1), w ktérym mozna rozdzieli¢ funkcje Ff(k,x(k),u(k)) na dwie
sktadowe zaleZne od zmiennych x(k) oraz u(k) oddzielnie, tn.",

Fk,x(k),uk)) = gk x(k)) + h(k,u(k)), kzkQ (4.10)
Zatem analizowany bedzie nieliniowy niestacjonarny dyskretny uktad
dynamiczny postaci,”
x(k+1) = g(k,x(k)) + h(k,u(k)), kzkQ (4.11)
gdziez g : R * Rn —*Rn jest funkcja spedniajaca warunek Lipschitza lokalnie
woké+ punktu 0, tzn.:

1Mok, Xj )-g (k,x2)U * K|Ix 1-x2]] dla Xj ,x2eintD30 , kzkQ (4.12)
h:RxRm—->Rn jest dowolng funkcja taka, ze

Oeh(k,U), dla kzkQ (4.13)
h(k,U)cRn sagzbiorami wypukdtymi i domknietymi dla kikQ . (4.14)

Zatézmy ponadto, ze funkcja g sped#nia warunek nastepujacy:

gk ,0) = 0, dla kiko (4.15)
Nalezy zaznaczy¢, ze warunek (4.15) jest warunkiem s4abszym niz warunek
(4.1) sformutowany na wstepie niniejszego podrozdziatu.

Poniewaz funkcja g spednia w otoczeniu zera warunek Lipschitza, wiec
mozna zdefiniowa¢ dla niej uogélniona pochodng Clarke’a w punkcie O0€Rn,
wykorzystujac w tym celu zaleznos¢ (4.4). Oznaczmy symbolami A"g, kzkQ
nxn - wymiarowe macierze bedace elementami zbioru definiujacego uogdélniong
pochodng Clarke’a funkcji g(k,x) w punkcie OeintD.

Rozpatrzmy dla kazdej macierzy A”g, liniowy dyskretny uktad
dynamiczny postaci nastepujacej:

x(k+1) = A~gzlk) + h(k,u(k)), (4.16)

Ukd+ad dynamiczny (4.16) jest ukdtadem Hliniowym ze wzgledu na zmienna X,
natomiast jest w dalszym ciagu uktadem nieliniowym ze wzgledu na sterowanie
u (funkcja h moze by¢ funkcja silnie nieliniowg).

W pracy [19] sformutowano i udowodniono warunek wystarczajacy lokalnej
U-sterowalnosci wokét zera w przedziale [k .kj1 nieliniowego uk#adu
dynamicznego (4.11) w oparciu o badanie lokalnej U-sterowalnos$ci wokét zera
rodziny liniowych uk#adéw dynamicznych postaci (4.16).

Twierdzenie 4.2 (19). Jezeli spednione sa =zatozenia (4.12), (4.13),
(4.14) oraz (4.15) dla k+k0,ko+1,...,k1—21k,—l, a ponadto dla kazdej
macierzy A”q bedacej elementem uogélnionej pochodnej Clarke’a funkcji g w
punkcie 0, ukdad dynamiczny (4.16) jest lokalnie U-sterowalny wokét zera w
przedziale [ko,kjJ, to woéwczas roéwnieZ ukdtad dynamiczny (4.11) jest
lokalnie U-sterowalny wokét zera w przedziale [kQ,kM].

W przypadku gdy funkcja g(k,x), kik0 jest lokalnie rézniczkowalna
wokot+ zera, woéwczas uog6élniona pochodna Clarke’a zawiera jedynie jeden
element i zamiast rodziny ukdtadéw dynamicznych (4.16) wystarczy rozpatrywac
w twierdzeniu 4.2 jeden konkretny ukdtad tej postaci. Praca (19) zawiera
réowniez warunki wystarczajace lokalnej U-sterowalnosci wokéd zera w
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przedziale [ko,k*] nieliniowego uktadu dynamicznego (4.11) dla przypadku,
gdy trajektoria uktadu jest ograniczona do pewnego =z goéry zadanego

podzbioru przestrzeni Rn.

Przedstawione w rozdziale 3 oraz 4 rezultaty dotyczace Ilokalnej
U-sterowalnonci nieliniowych uk#adéw dynamicznych postaci (2.1) lub (4.11)
moZna  uogd6lnié na szersza klase dyskretnych nieliniowych uktadow
dynamicznych, a mianowicie na dyskretne nieliniowe uk#ady dynamiczne =z
op6znieniami we wspodrzednych stanu oraz sterowaniach. Dynamike takich
uktadoéw moZna opisaé¢ nastepujacym roéznicowym roéwnaniem stanu (21]:

X(k+D)=F(k,x(k) ,x(k-1), .. ., x{k-M) ,u(k) ,u(k-1),...,u(k-N)), kzko 4.17)
Iub réwnaniem réznicowym z wyrdéznionag czescia liniowa postaci (21):
i=M j=N
x(k-D= £ A_(Kx(k-1) + £ B,(Ku(k-j) +
i=0 1 j=0 J

+ gk, x(K),x(k-1) -..,x(k-H),u(k),uk-1),...,u(k-N) )  (4.18)

Dla réwnan réznicowych (4.17) oraz (4.18) warunki poczatkowe sa postaci
nastepujacej :
x (k1) = x;, €Rn, i=0,1,2,....M (4.19)

u(kg-i) = ujy€Rn, j=0,1,2,....N (4.20)

Wpracy [21] analizowano warunki lokalnej U-sterowalnosci wokét zera
uk+adéw dynamicznych 4.17) oraz (4.18) w oparciu o ich liniowe
przyblizenia postaci_ nastepujacej: )
x(k+1) :_E A(kOxk-i) +J_£NB,(k)u(k—j), kzk (4.21)
Miedzy innymi w publli_gacji [21] dowi;gziono, Ze jezeli funkcja g w réwnaniu
(4.20) jest ciagta I ograniczona ze wzgledu na zesp6t zmiennych
X(K),x<k-1),...,x(k-M),u(k),u(k-1), ...,u(k-N), to woéwczas uktad dynamiczny
(4.20) jest lokalnie U-sterowalny wokét zera, jezeli jJego przyblizenie
liniowe (4.21) jest lokalnie U-sterowalne wokot zera.

Oprécz metod badania lokalnej U-sterowalnosci uktadow nieliniowych
opartych na analizowaniu Uliniowych przyblizen stosuje sie takze metody
bazujace na twierdzeniach o punktach statych odwzorowan nieliniowych [20].
Metody te sa z powodzeniem stosowane w odniesieniu do tzw. quasHiniowych

dyskretnych ukdtadéw dynamicznych postaci nastepujacej [20]:

x(k+1) = ACk,x(k) Ix(k) + B(k,x(k))u(k) + g(k,x(k),u(k)), kzkQ (4.22)
gdzie: A(k,x)jest nxn - wymiarowa macierza ciagta wzgledem zmiennej X,
B(k,x) jest n«m - wymiarowg macierzg ciagta wzgledem zmiennej X,
g : RxRnxRro-fRn jest dla x€D, u«U, kzkQ funkcja ograniczong.
Przy powyzszych zatozeniachw pracy [20] sformutowano warunki wystarczajace

lokalnej U-sterowalnozci wokét zera w przedziale [kQ,kj] dla nieliniowego
uktadu dyskretnego (4.22).

Twierdzenie 4.3 [20). Jezeli spe#nione sa powyzsze zatozenia dotyczace
macierzy A(k,x), B[k,x) oraz funkcji g(k,x,u),a ponadto
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1AL IIM  oraz  [IBk,X)IIkN dla x6D oraz kzko (4.23)

oraz liniowe dyskretne uktady dynamiczne postaci
x(k+1) = A(k,z)x(k) + B(k,z)u(k), kikQ (4.24)
gdzie z£D sg dowolnymi n - wymiarowymi wektorami,
sa wszystkie lokalnie U-sterowalne wokét zera w przedziale [ko,kj], woéwczas
réwniez nieliniowy ukdad dynamiczny (4.22) jest lokalnie U-sterowalny wokod

zera w przedziale (ko ,kj)-

Poniewaz twierdzenie 4.3 wymaga badania Jlokalnej U-sterowalnosci
wszystkich uk#adéw liniowych postaci (4.24) przy parametrze z ze zbioru
DcRn, wiec moze by¢ ono efektywnie zastosowane jedynie w przypadku
stosunkowo prostych uktadéw (4.24), dla ktorych macierz sterowalnosci ma
nieskomplikowang strukture [20].

W pracy [20] podano roéwniez kryteria badania lokalnej i globalnej
U-sterowalnosci dla nieco ogélniejszych ukdtadéw dynamicznych, a mianowicie
dla uktadéw z macierzami A(k,x,u) oraz B(k,x,u), tzn. dla uktadédw postaci:

x(k+1)=A(k,x (k) ,u(k))x(k)+B(k,x(k) ,u(k))u(k)+g(k,x(k),u(k)), kkkQ  (4.25)

Twierdzenie 4.4 [20]. Jezeli macierze A(k,x,u) oraz B(k,x,u) sa
ograniczone, tzn.

A ,x ,u)]IsM oraz [IB(k,x ,u)]I*™N dla k*ko, (x,u)€D*U (4.26)
a Tfunkcja g(k,x,u) spetnia zatozenia twierdzenia 4.3, to warunkiem

wystarczajacym lokalnej U-sterowalnoséci woké+ zera w przedziale [ko k]
nieliniowego uktadu (4.25) jest, aby wszystkie uktady liniowe postaci
nastepujacej

x(k+1) = A(k,z,v)x(k) + B(k,z,v)u(k), kzkQ “4.27)
gdzie z€D oraz v€U sa ustalonymi parametrami,
byty lokalnie U-sterowalne woké+ zera w przedziale [kQ ,kjJ.

W  publikacji [20] podano réwniez konkretne postacie macierzy
sterowalnosci dla [liniowych uk#adéw dynamicznych postaci (4.24) oraz
(4.27). Ze wzgledu na bardzo skomplikowana forme tych macierzy nie beda one
prezentowane w niniejszej pracy.

Dowody twierdzehn 4.3 oraz 4.4 sg oparte na znanym z literatury
twierdzeniu Schaudera o punkcie statym ciagtych odwrarowan nieliniowych [16].
Metoda punktéw statych byka poczatkowo stosowana do badania sterowalnosci
ciggtych nieliniowych uktadéw dynamicznych (patrz przeglad literatury w
monografii [16]), a dopiero poézniej wykorzystana z powodzeniem do
analizowania sterowalnosci dyskretnych uktadow nieliniowych. Oprécz
twierdzenia Schaudera do badania lokalnej sterowalno$ci mozna roéwniez
wykorzysta¢ twierdzenie Banacha o punkcie stakym.

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono w syntetycznej formie zasadnicze rezultaty
dotyczace teorii nieliniowych uktadow dyskretnych ze szczeg6lnym
uwzglednieniem zagadnien roé6znego rodzaju sterowalnosci. Zaprezentowane
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kryteria badania lokalnej U-sterowalnos$ci zaczerpnieto gdéwnie z prac [18),
[19]., [20]. [21], [23]. [24]- W artykule [25] mozna znalez¢ wyniki zwigzane
z zachowaniem wdasnosci sterowalnos¢i przy dyskretyzacji ukdtadu ciagtego.
Okazuje sie, ze sterowalnosc¢ uktadu ciggtego nie gwarantuje nam
sterowalnosci odpowiadajacego mu ukdadu dyskretnego nawet w przypadku
uktadow liniowych. Stad zagadnienia badania sterowalnosci uktadow
dyskretnych musza by¢ rozpatrywane oddzielnie, chociaz metody badawcze
pozostaja takie same jak w ukdtadach ciagtych.

Specyficzng klase uktadéw nieliniowych stanowig tzw. uktady biliniowe,
w  ktérych wystepuje iloczyn zmiennych stanu oraz sterowania [12].
Sterowalnos¢ biliniowych ukdtadéw dyskretnych badana bydta w licznych
publikacjach [1-10, 17], gdzie sformutowano szereg warunkéw umozliwiajacych
praktyczng weryfikacje roéznych rodzajow sterowalnosci [12]. Warunki te
wymagaja stosowania specyficznego podejscia, odmiennego od metod uzywanych
dla innych typéw nieliniowych uktadéw dyskretnych. Wynika to bezpos$rednio z
faktu Uliniowosci tych uktadéw wzgledem wspédrzednych stanu przy statym
sterowaniu. Umozliwia to wykorzystanie pewnych twierdzeh z dziedziny
algebry liniowej do badania sterowalnosci biliniowych uktadéw dyskretnych
1. 1. 4. 5. 61, 7. 71,

Przedstawione w niniejszej pracy rezultaty moga by¢ uogélnione na
przypadek nieliniowych, niestacjonarnych uktadéw dyskretnych o wielu
zmiennych niezaleznych, tzw. uk#adéw typu M-D [11], [16]- Szczegdélnym
przypadkiem sg tu uktady dyskretne o dwu zmiennych niezaleznych, tzw.
uktady typu 2-D. Warunki sterowalnosci dla liniowych uk#adéw dyskretnych
typu 2-D oraz ogo6lnie M-D zostaty szeroko oméwione w monografiach [11] oraz
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Abstract:Controllabili tv theory of dynamical systems 1is one of the
most important concepts of mathematical control theory. The results of
controllability theory are effectively used in many different areas of
applications, e.g. in optimal control theory, economic systems dynamics,
social science, chemical systems, mechanics and in defense problems. Rougly
speaking, the concept of controllability means that we can steer a
dynamical system from a given initial state to the desired final state
using admissible controls. The appearance of many interesting applications
problems from the enumerated scientific and technical fields has
significantly affected and stimulated the rapid development of
controllabi)ity theory for various classes of dynamical systems.

Up to the present time, the problems of controllability in continuous
dynamical systems has been extensively considered iIn many publications.
However, this 1is not true for the problems of controllability theory in
discrete dynamical systems, Tfor which the number of valuable publications
is rather small.

In the present paper we shall present a short review of the
fundamental directions and results in controllability theory of nonlinear,
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discrete-time dynamical systemB. It should be pointed out, that specific
difficulties arises in trying to apply the controllability criteria of
nonlinear continuous systems to discrete dynamical systems.

Using the general theorems from functional analysis we shall formulate
several sufficient conditions for various types of local controllability of
different Kkinds of nonlinear discrete systems. The discrete systems with
delays iIn the state variables and in the control are also investigated.
Relationships among various kinds of controllability are discussed. nally
some additional remarks concerning controllability of so called bilinear
discrete systems are given.

All  results presented in this paper are taken from the recent
publications on controllability of nonlinear discrete time dynamical
systems.




