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Streszczenie: W pracy analizuje się problem szeregowania zadań na m (01*2) identy
cznych, równoległych maszynach, w którym czasy wykonywania zadań są zmiennymi decy
zyjnymi. Stawia się problem minimalizacji łącznego kosztu uszeregowania. Do jego roz
wiązania proponuje się algorytm aproksymacyjny ze współczynnikiem najgorszego przypa
dku równym (p+/p(m -l ))/2+ 1/4 + 0 (ł//m ), gdzie p jest współczynnikiem najgorszego 
przypadku algorytmu rozwiązującego badany problem z ustalonymi czasami wykonywania.

Summarv: The paper deals with a problem of scheduling on m (m*2) identical 
parallel machines in which job processing times are decision variables. An approxima
tion algorithm for minimizing the overall schedule cost with the worst-case perfor
mance ratio equal to (p+/ptm -l ))/2 + 1/4 + 0 (l//in ) is provided, where p is the 
worst-case performance ratio of a procedure for solving the pure scheduling problem.

PeoioMe: B c x a r b e  n p e n c T a B n n e T c n  CMCTena c napannenbHUKH nr ManiHHaMH, b
noTopoR speMeHa BbinonHeHHH 3anaM HBnmoTCH ne pe  Me hhmmh nonnewaniHMH 
Bwóopy. CTaBHTCH n p o ó n e K a  MHHHMH3aunw cyMMapHOR ctohmocth  p a c n n c a m in .  
Unn 3 t o H npobneMbi ęopMy n n p y e T Cfl annpoKCHHaunoHHbiR anropHTM c oneHHoM 
norpeniHOCTH paBHoR ( p W p lm-1 )) /2  + 1/4 + 0 ( l / / m ) ,  r a e  p - oaeHHa
norpemHOCTM anropHTM a a  nn  H ccneayew oR  npo6neMbi c ęnnci ipoBaHHbmn 
b  pe Me Ha mm BbinonweHHB 3aaaw .

1. Wstęp i sformułowanie problemu

Problemy szeregowania zadań i rozdziału zasobów' są jednymi z najtrudniejszych proble
mów optymalizacji dyskretnej. Duża liczba zmiennych decyzyjnych oraz ograniczeń powodu
je. że standardowe algorytmy zawodzą. Dlatego też wyodrębnia się pewne duże klasy tych 
problemów i wykorzystując specyficzne własnością buduje się odpowiednie algorytmy; z re
guły są to algorytmy aproksymacyjne. Oczywiście, im klasa jest ogólniejsza, tym własności 
są coraz słabsze i efektywność algorytmów maleje. Istotny więc staje się problem odpo
wiedniego kompromisu między ogólnością modelu a istnieniem wystarczająco silnych 
własności, pozwalających skonstruow ać efektywne algorytmy. Wyodrębnienie takiej klasy 
(lub klas) i jej dokładne zbadanie umożliwia następnie stosunkowo łatwe rozszerzanie 
wyników dla ogólniejszych modeli.

Przedstawiana praca jest kontynuacją szeregu prac (np. 121. 14], [61. [81, (14]-[17|, 
w których modelem zadania jest funkcja typu koszt/czas - powszechnie stosowana w progra
mowaniu sieciowym. W tym modelu zakłada się. że do wykonania zadania potrzebny jest, 
oprócz maszyny (zasób odnawialny), dodatkowy zasób nieodnawialny, podzielny w sposób 
ciągły i mierzony przez jego koszt. W konsekwencji czas wykonania zadania może zmieniać 
się. w pewnym domkniętym przedziale, w zależności od ilości przydzielonego zasobu. 
Zwiększenie ilości zasobu dl3 danego zadania powoduje zwiększenie kosztu wykonania i 
zmiejszenie jego czasu. W badanej klasie problemów analizuje się klasyczne problemy sze
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regowania, wyspecyfikowane w trójpolowej notacji Grahama [5), z uwzględnieniem modelu 
typu koszt/czas. 2 e  względu na obszerną listę otrzymanych rezultatów nie możemy tu ta j 
przedstawić ich przeglądu i dlatego odsyłamy czytelnika do pracy 115).

Niniejsza praca dotyczy problemu szeregowania zadań na m (ma2) identycznych maszynach 
(notowanego jako P | |C majJ  z uwzględnieniem modelu zadania typu koszt/czas. Wyniki 
początkowych badań dla tego problemu z dwiema maszynami przedstawiono w [9j. Klasyczny 
problem P | |Cmax ma bardzo istotne zastosowania i jest jednocześnie stosunkowo łatwym 
problemem szeregowania. Dlatego też był on intensywnie badany i otrzymano szereg isto
tnych rezultatów w postaci algorytmów aproksymacyjnych lub tzw. wielomianowych schematów 
aproksymacyjnych (patrz np. praca przeglądowa (71).

Badany w pracy problem szeregowania można sformułować następująco: Dany jest zbiór J 
= (1,2,...,n) zadań, które należy wykonać mając do dyspozycji zbiór M= (1,2 m) iden
tycznych maszyn. Każde zadanie może być wykonywane na którejkolwiek z nich bez przerwań. 
Maszyna w danej chwili czasowej wykonuje co najwyżej jedno zadanie. Dla każdego zadania 
je j określono:
(i) czas wykonywania Pj=aj ' xj ’ OsjCjSUj, gdzie Xj jest szukanym skróceniem normatywnego 

czasu wykonywania aj, zaś Uj jest maksymalnym skróceniem; OsujSaj,
(ii) jednostkowy koszt skrócenia Cj, CjZO.
Oznaczmy przez x-iXj.Xj,...,xn) wektor skróceń, a przez X=(x: O-SXjSUj.jeJ) -  zbiór wszy
stkich dopuszczalnych wektorów skróceń. Przyjmijmy, że I, I=(I1,I2,.— określa pe
wien przydział zadań do maszyn, będący podziałem J na m rozłącznych podzbiorów, zaś I -  
zbiór wszystkich takich przydziałów; zbiór f £ j  oznacza zadania wykonywane na maszynie 
i, ieM. Niech Cmax(xJ) będzie czasem wykonania wszystkich zadań, przy ustalonym przy
dziale le i zadań do maszyn oraz czasach wykonywania zadań Pj=aj-Xj, je j, xeX. Zachodzi

C (x j) = max ( E (a .-x .)l (1)
max ieM  je l J J

Łączny koszt uszeregowania definiujemy jako K(x,D = cC (x,l) + E ^ .c .x ., gdzie c,m ax J J
c>0, jest jednostkowym kosztem pracy systemu, który bez straty  ogólności może być
przyjęty jako równy jeden. Ostatecznie w badanym problemie (PD poszukujemy przydziału 

* * 
zadań do maszyn 1 £ l oraz wektora skróceń x eX takich, że

K(x .1*) = mir.(K(x,I): xeX, le i). (2)

Z faktu, iż funkcja Cmo..(x,I) (£■ ,c ;x.) traktowana jako funkcja jednej zmiennej x-,max jw  j j  j
przy ustalonych pozostałych zmiennych jest nierosnąca (niemalejąca} wynika, że wystar
czy ograniczyć badania do sytuacji Cj <1, je j. W przypadku gdy dla pewnego je j, CjZl, moż
na położyć u.:=0 oraz c:=0.

J J * *
Możliwe są inne sformułowania badanego problemu, [151. Znaleźć I e l  oraz x eX takie,

że r-jeJcj* j s  N oraz
C_ (x .1 )  = min(C (x,I): xeX, le i, £ _ .c .x . s N), (3)max max j€ j j j

• *

gdzie N. N>0, jest górnym poziomem kosztów, które wynikają z uwzględnienia dodatkowego
zasobu (lub jest wprost ilością tego zasobu). (P2). W sformułowaniu "dualnym” (P3) po- 

* * • • 
szukujemy I e l  oraz x eX takich, że Cmax<x ,1 ) i  r  oraz
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gdzie t ,  t>o, jest dopuszczalnym czasem wykonania wszystkich zadań. Ostatecznie, można
też sformułować zadanie dwukryterialne (P4) poszukiwania zbioru (lub jego aproksymacji)
wszystkich punktów efektywnych (Pareto-optymalnych) w przestrzeni (C (x,l), £. ,c.x.).* * • max je j j  j
Zauważmy, że każda para (Cmax(* .1 ). ^ jCjXj) będąca rozwiązaniem problemu (P1),(P2) 
lub (P3) jest punktem efektywnym. Przykładowo, zmieniając wartość c w problemie (PI) lub 
wartość N w problemie (P2), generujemy różne punkty efektywne. Ostatecznego wyboru (z 
otrzymanych rozwiązań) dokonuje użytkownik, biorąc pod uwagę np. górny poziom kosztów, 
dopuszczalny czas wykonania itp. Dalej będziemy rozważać tylko problemy (P1)-(P3), a w 
szczególności problem (PI).

Zauważmy, że problemy (P1)-(P4) są NP-trudne. Wynika to natychmiast z faktu, że kla
syczny problem P | | Cmax jest NP-trudny. Stąd i z potrzeby dysponowania algorytmami o sen
sownym , czasie obliczeń skupimy się tylko nad konstrukcją algorytmów aproksymacyjnych.
Dokładność algorytmu aproksymacyjnego H, dla pewnego ustalonego problemu konkretnego,

H * * Hbędziemy oceniać za pomocą ilorazu F(y )/F(y ), gdzie F jest funkcją celu, a y i y od
powiednio rozwiązaniem optymalnym i rozwiązaniem produkowanym przez algorytm H.
Dokładność algorytmu H dla dowolnego problemu konkretnego określa parametr p ,111, |3), 

H h  *P =inf(n: F(y )/F(y ) s  n dla każdego problemu konkretnego), zwany przez nas współczyn
nikiem najgorszego przypadku.

2. Algorytmy aproksymacyjne

Większość algorytmów aproksymacyjnych dla klasy problemów szeregowania, wyspecyfiko
wanych w trójpolowej notacji Grahama, z uwzględnieniem modelu zadania typu koszt/czas, 
bazuje na następującej obserwacji. Zmienne decyzyjne dzielą się na dwie grupy: zmienne 
dyskretne (permutacja, podział zbioru itp.) oraz zmienne ciągłe (wektor skróceń). Usta
lając jedną z nich otrzymujemy klasyczny problem szeregowania lub zadanie programowania 
liniowego. Stąd ogólny schemat algorytmu polega na tym, że wybieramy początkowy wektor 
skróceń, rozwiązujemy odpowiedni klasyczny problem szeregowania wykorzystując istniejące 
algorytmy dokładne lub aproksymacyjne i następnie, bazując na znalezionej wartości 
zmiennej dyskretnej, rozwiązujemy zadanie programowania liniowego. Cały proces może być 
¡terowany. Jakość otrzymanego algorytmu aproksymacyjnego zależy oczywiście w istotny 
sposób od wyboru początkowego wektora skróceń -  tym bardziej że często ¡terowanie po
stępowania nie polepsza rozwiązania.

Bazując na wyborze początkowego wektora skróceń, zaproponowanego w pracy 110], dla 
maszynowego permutacyjnego problemu przepływowego ze zmiennymi czasami wykonywania za
dań (dla problemu (PD), proponujemy wybór następujący. Niech

x° = max(minf-^~j~—— -  jjA 1). 0)Uj, jej, (5)
gdzie

a = 1 ----------- e s ----- 5 . (6)
iP+ypfm-IT)

oraz p jest współczynnikiem najgorszego przypadku algorytmu rozwiązującego problem
P l l C  . W  konsekwencji dla problemu (PD otrzymujemy całą rodzinę algorytmów apro- max * ,
ksymacyjnych H(A), w zależności od algorytmu A rozwiązującego problem P | | C ^ .
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Algorytm H(A)
Krok 1. Wyznacz przydział l ^ A^el dia problemu P | |Cmax, z czasami wykonywania zadań 

p?=a.-x°, je j, stosując pewien algorytm A o współczynniku najgorszego przypad-
J J J A

ku równym p .
Krok 2. Wylicz wektor skróceń xH(A>eX minimalizujący K (x ,I^A\  przy xeX.

Powyższy algorytm można także zastosować do rozwiązania problemów (P2M P3). Krok 1
w obu wypadkach nie ulega zmianie. Krok 2 dla problemu (P2) ma postać: wylicz wektor
skróceń x^l',A^eX minimalizujący Cm> ( x , l ^ A\  przy ograniczeniach £._,c.x £ N. Podobniemax j t j  j j
Krok 2 dla problemu (P3) jest następujący: wylicz wektor skróceń x*"̂ A ^eX  minimalizujący 
EjejCjXj, przy ograniczeniach Cmax(x,lH(A^  £ t. W celu nie wprowadzania nadmiernej no
tacji świadomie określiliśmy tymi samymi zmiennymi rozwiązania dla różnych problemów.

W kroku 1 algorytmu H(A) proponujemy wykorzystać (jako algorytm A) wielomianowy, li- 
stówy algorytm Grahama. 151. z p =4/3-l/(3m) lub inne algorytmy (wyczerpujący przegląd w 
pracy przeglądowej ¡7]).

Zadanie optymalizacyjne, które należy rozwiązać w Kroku 2, można przedstawić w posta
ci następującego zadania programowania liniowego (dla problemu (PI):

min {T+E.-.C.X.: T+2.,, x . a Z.,. a., ieM, x . £ u.. x*0 , je j, TzO).
J J J j  J J j

gdzie I. « I ^ A\  ieM. Zadanie to ma n+ł zmiennych i n+m istotnych ograniczeń. Można je 
rozwiązać stosując standardowe ' procedury (np. metodę simplex). Jednakże ze względu na 
jego specyfikę przedstawiamy poniżej algorytm zachłanny AZM. który rozwiązuje je w cza
sie OCn max{m,!ogn}). W celu opisu głównej idei tego algorytmu wprowadzimy pojęcie ma
szyny krytycznej. Maszynę k, ke.Vi, będziemy nazywać maszyna krytyczną przy pewnym ustalo
nym xeX, jeżeli E. , a. -x-  «m ax{tM  a .-x f). Na początku algorytmu przyjmujemy, że x .=0, 

J ‘k J J i eM ‘i J J J
je j. W każdej głównej iteracji skracamy, o jednakową wielkość ń, czas wykonywania jedne
go zadania z każdej maszyny krytycznej: do skracania wybieramy zadanie o najmniejszym 
jednostkowym koszcie skróceń w>śród zadań na danej maszynie, których czasy wykonywania 
można jeszcze skracać, iteracja jest wykonywana tylko wtedy, gdy sumaryczny, jednostkowy 
koszt skróceń wybranych zadań jest mniejszy niż jeden (w przeciwnym wypadku skracanie 
jest nieopłacalne i algorytm kończy pracę). Wielkość ń wyznaczona jest w oparciu o dwa 
warunki: skracamy tak długo az jedno ze skracanych zadań zostanie skrócone całkowicie 
lub pojawią się nowe maszyny krytyczne. W opisie algorytmu wykorzystano oznaczenia:
Tj -  T p ihę ja j: dla uproszczenia opisu przyjmujemy, że

r - iiczba różnych wartości Tj. ieM.
S; - maksymalny numer maszyny, dla której Ts +]=T"S - i=1 r- so=^:

T j=t 2=...=Tsi . TS ] + r x Si+2=... =t S2> j ; ^ ^ +; =TSr_j ł 2 =...=Tsr=Tm.

A. -  zbiór zadań na maszynie i, które można skracać, tzn. u.>0 dla jeA.: A.sl.,1 j i i i
żj -  liczność zbioru A;.
*: -  permutacja zadań ze zbioru A, wg niemalejących jednostkowych kosztów skróceń:

Ai“ (rij(!)....TcCZj)), c ^ (k)£ cn,(k+1). k -l,...z .-l,

k, -  indeks aktualnie analizowanego zadania wr permutacji n.,
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A, - dopuszczalne skrócenie czasu wykonywania zadań n.(kj), i-l,2,..,st wynikające z ich 
aktualnych maksymalnych skróceń, Aj = m i n ^ j ^  (u„ (k j), t=l„.,r; Uj jest modyfi

kowane w trakcie działania algorytmu,
A2 -  dopuszczalne skrócenie czasu wykonywania zadań ”|(k-J, i=l,2,...,st wynikające z

pojawienia się nowych maszyn krytycznych, A_:«T -T  , t*l,2,...,r; T -0,
st st+ l sr+l

A - skrócenie czasu wykonywania zadań w jednej iteracji A ^m inlA j^l.

procedurę AZM;
1 begin
2 for i:=l to m do
3 begin
4 Ti:=£jel.aj: Ajj-ljel.: Uj>0); zj:” IA j|r kj^rainlZj.l);

5 if kj = 1 then wyznacz permutacje n. zadań ze zbioru Aj wg niemalejących
jednostkowych kosztów skróceń;

6 end; (* zakładamy, źe
7 r:=0: Sq—0:

8 for i:=l to m do if Tj > T j+j then begin n=r+l; sf:=i end; sr+^:=m+l;

9 for t:=l to r do
10 begin
11 for i:=st _j + l to st do if kj=0 then STOP;
12 repeat

s t
13 if Ł 1 then STOP;

14 A ;= min (u_ J ; A ;»T - T  ; A:=min(A.,A-);
1 i s i s s { ilKi; 4 st  st+l 1 4

15 for i;=l to s{ do begin 4„.(kjy = V (k.)-ń: Tp-Tj-A end;

16 for i:=l to st do if ^ ^  = 0 then begin kj:«kj+l; if kj > Zj then STOP end;

17 until A, i. ^
18 end;
19 end:

Linie (2>—(.8j w powyższej procedurze inicjują obliczenia. Linie (13)-(16) określają 
główną iterację algorytmu. Warunek stopu w linii (11) zachodzi wtedy, gdy na danej 
(aktualnie krytycznej) maszynie żadne zadanie nie może być skracane; tzn. początkowe ma
ksymalne skrócenia u ; są równe zero. Z kolei warunek stopu z linii (16) zajdzie wtedy, 
gdy wszystkie zadania z pewnej (aktualnie krytycznej) maszyny zostały skrócone 
całkowicie. Złożoność obliczeniowa linii inicjujących jest O(nlogn). Główna iteracja al
go: nu (linie (13M16)) ma złożoność O(m). Ponieważ w głównej iteracji jedno zadanie
jest skracane całkowicie (A=Aj) lub pojawia się nowa maszyna krytyczna (A^a^), to liczba 
tych iteracji nie przekracza n+m. Stad złożoność całego algorytmu jest CKn maxlm,logn)).

Procedura AZM może być także zastosowana do problemu (P2). Wtedy linie (13)—(15) na
leży zastąpić liniami (13 ')-(15‘):



176 Eugeniusz Nowicki

13' if N = 0 then STOP;

1 4 ’ A2:=Tst - Tst+1: A3:=N/Si i l c^(kj):

15' for i:=l to s{ do

^  x».(ki):“x*j(ki)+A: T r T i ' 6  end: N:=N' AEi = i V i):

Podobnie, w przypadku problemu (P3) linie (13M 14) należy zastąpić liniami (13")-(14"):

13" if T j £ x then STOP,

14" A := min {u ... ,); A-:=T -T  ; A ,:=T .-t; A:=min{A A A k 
1 l s i s s t PKi; st st+ l J 1 1 i  J

Jeżeli algorytm zakończy działanie oraz T^=maXje^j{T.)>T, to dla danego przydziału
problem (P3) nie ma rozwiązania dopuszczalnego. Kie znaczy to, ze problem (P3) nie ma w 
ogóle rozwiązania dopuszczalnego; dla innych przydziałów takie rozwiązanie może istnieć.

3. Analiza najgorszego przypadku

W tym rozdziale przedstawimy wstępne wyniki dotyczące analizy najgorszego przypadku 
dla algorytmów rozwiązujących problemy (P1)-(P2).

Po pierwsze, zauważmy, że dla algorytmu LI (dla problemu PD polegającego na arbi
tralnym wyborze początkowego wektora skróceń x°eX, dokładnym rozwiązaniu zadania P | | Cmax
dla p.=a -x° , je j (tzn. wyznaczeniu I ^ e l  minimalizującego C__„(x°.I)) i następnie wy- j j j max
liczeniu x ^ 'eX  minimalizującego K U J1" 1), zachodzi

k'UL1.IL1) = m in K(x.IL ł) s K(x*,IL1) = C ( x * . I L1) + £ ;- ,c ;x* 
xeX max J J

s mCmax(x’ 'l ' ) + EjeJcjx j * m!Cmaxlx*', ’ ) + EjeJcjx j i  “ «nW xY>. (7)

Podobnie dla analogicznego algorytmu L2 dla problemu (P2) mamy

C (xL2,IL2) s  C (x! IL2) s  mC (x! I*). (8)max max max

Co więcej, ograniczenia (7)-(8) są osiągalne. Rzeczywiście, rozważmy następujący problem
2 2 konkretny: n=m , aj= l, Uj*0, Cj=0, j=l...,m; aj=Uj=l, Cj=c, j=m+l m , gdzie e>0 jest

dowolnie małą liczbą. Niech x^=0, je j. Wtedy I^^K i-D m + l, (i-l)m +2....  im), ieM. Stąd

x^^O . jej. oraz K U ^^I^b^m . Łatwo sprawdzić, że 1* = (i, im-i+2, im-i+3...,(i+l)m-i),
• » 2 • *

ie.M: Xj=0, j=l,..,m. X;=Upl ,  j=m+l,..,m oraz K(x ,1 )=l+em(m-l). Stąd ostatecznie

K(x .I^V K U  .1 ) -* m, gdy c -• 0. Analogiczny rezultat otrzymujemy dla algorytmu L2 
rozwiązującego problem P2 kładąc np. N »l. Z powyższej analizy' wynika, że współczynnik 
najgorszego przypadku p ^ ‘=m oraz Ze współczynnik najgorszego przypadku dla algorytmu 
HCA) jest nie większy niż m (niezależnie od algorytmu A). Podobna własność zachodzi 
także dla problemu (P2). Otrzymany rezultat świadczy o skali trudności problemów (PD - 
(P2) i potwierdza jeszcze raz tezę o konieczności odpowiedniego wyboru początkowego we
ktora skróceń x°. Zauważmy tu ta j tylko, że współczynnik najgorszego przypadku dowolnego
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algorytmu listowego, rozwiązującego problem P | ¡Cmax, jest nie większy niż 2-1/m, 171.
Przeprowadzimy teraz analizę najgorszego przypadku algorytmu H(A), ograniczając się 

do problemu (PI). Niech r = p + P(m-p)/i2p+2/p(m-l)'-1 ], gdzie p»pA jest współczynnikiem 
najgorszego przypadku algorytmu A rozwiązującego problem P | I C ^ y  Łatwo sprawdzić, że 
r<p+ /p(m -l )j/2 + 1/4 + CKl//m).

Twierdzenie
K(xH<A),IH(A))/K (x V ) s r.

Dowód twierdzenia można przeprowadzić podobnie jak 110). Zauważmy, że dla p=l (algorytm 
dokładny dla problemu P | | Cmax> r= /(m -l )'/2 + 3/4 + CXl//m), zaś dla p=4/3-l/(3m) (algo
rytm Grahama) r = / m - 1 )7/3 + 11/12 +CX1//m).

Pokażemy teraz, że ograniczenie z twierdzenia jest w przybliżeniu osiągalne dla p=l.
2

W tym celu rozważmy następujący przykład konkretny problemu (PI): n=m*k +1, aj=Uj*k, 
Cj=l/(k+l), 8j«Uj»l, Cj=l/(k+l), j=2,3,...n, gdzie k*2 jest dowolną liczbą naturalną.

Zachodzi a j-x ^ k te j-X j) , j=2 n (niezależnie od wartości współczynnika przy Uj w (5),

który zależy od Cj, algorytmu A i od m). Stąd możemy przyjąć, że I*̂ (A') = (1), I*j^A*=

{(i-2)k+2, (i-2)k+3  (i-l)k+ l), i=2,3...,k+l, I ^ (A)=0, i=k+2,..,m, xtji(A)=0, je j oraz

K(xH(A>,IH(A>)=k. Z kolei I*={i), i^M, x*=k-l, x*=0, j»2,3 n i minimalna wartość

K(x*,I*)= l+(k-l)/(k+l). Ostatecznie K(xH(A),IH(A))/K (x V ) = (k+l)/2 = /m ^I/2  +1/2.
Z pow yższej analizy wynika, że odpowiedni wybór wektora x° spowodował zmniejszenie war
tości współczynnika najgorszego przypadku z m na / m/2 w przybliżeniu) Pomimo, iż jest 
to jeszcze bardzo duży błąd względny, rezultaty analizy eksperymentalnej są obiecujące. 
Wydaje się, że zachodzi tu ta j podobna sytuacja jak dla klasycznego problemu permutacyj- 
nego F | | Cmax. w którym algorytmy aproksymacyjne o współczynnikach rzędu m/2 lub nawet 
m //2 (patrz (111-113)) produkują uszeregowania bliskie optymalnym . W badaniach ekspery
mentalnych, których szczegółowo nie będziemy opisywać, na kilka tysięcy generowanych 
przykładów średni błąd względny był rzędu 196. W badaniach tych jako algorytm A wykorzy
stano algorytm Grahama. Do wyliczenia dolnego ograniczenia minimalnej wartości łącznego 
kosztu uszeregowania K(x ,1 ). dopuszczono możliwość przerywania zadali (patrz rozdział 
4). Konkludując, algorytm H(A) może być polecany w zastosowaniach praktycznych.

4. Zadania podzielne

Rozważymy teraz problemy (P1)-(P4) przy założeniu upraszczającym, polegającym na do
puszczeniu możliwości przerywania zadań w trakcie ich wykonywania. Dla ustalonego xeX 
uszeregowanie jest określone przez zestaw czwórek (j,i,s,t), gdzie j  jest numerem zada
nia,a i maszyną, na której to zadanie jest wykonywane w przedziale czasowym (s,t). Niech
s(x) określa uszeregowanie dopuszczalne, a S(x) -  zbiór wszystkich uszeregowań dopuszczal
nych, dla ustalonego xeX. W celu precyzyjnego zdefiniowania problemów (P1)-(P4) wystar

czy zamienić 1 oraz I przez s(x) oraz S(x), odpowiednio. Po tej modyfikacji, będziemy je 
nazywać problemami (P1P)-(P4P). Dla uszeregowań zwartych s(x)«S(x), xeX zachodzi, (71,

Cm„.(xs(x)) = m ax 4  E (a.-x.), maxla.-x-l). (9)max m ję j  j j j e j J J
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Znając wartość CmaJ,(x.s(x)) można wyznaczyć uszeregowanie s(x), z co najwyżej m-1 przer
waniami, wykorzystując algorytm Mc Naughtona, UJ.

Dopuszczenie podzielności zadań radykalnie upraszcza omawiane problemy. Dla najbar
dziej ogólnego z nich. tzn. dla CP4P), podamy teraz algorytm dokładny o złożoności wie
lomianowej. Oznaczmy przez P zbiór wszystkich punków efektywnych w przestrzeni (C,K), 
gdzie C ■= c maxU.s(x)X K -  I jeJcjXj. s(x)eS(x). x<rX. Niech t j  = maxKl/mlEjgjCaj-u.),
m a x . t a - u .)). t .  = max{(l/m)E^ ,a .. m ax.,,{a.)). Łatwo pokazać, uwzględniając (9), że 

j £ J  j  J  2  j e j  j  j £ J  j

{(t.g(t): t 1s t s t2) = P,
gdzie

g(t) = min (Ej^jCjSji (l/m )£^j(aj-X j)st, a - x ^ t ,  OsxiUj, jej).

Z postaci funkcji g wynika, że zbiór P jest wypukłą łamaną z pewną liczbą punktów wierz
chołkowych (Ck.Kk), k= 1,2 r. Punkty te wyznacza poniższa procedura zachłanna AZP,

procedure AZP:
1 begin
2 rr«l; Cr:=t2; Kr;=0; Xj.:=0, jej;

3 while A={jeJ: Uj>0,jeJ) o  0 then

4 begin

5 T ^ U / m ^ j C a ^ ) ;  T ^ m a x ^ ia j-X j) ;

6 Z:»(jeJ: aj-Xj=max(Tj,T2}); z :» |Z |;  (* Z -  zbiór zadań krytycznych •)

7 if T j < T2 then begin Aj^mCTj-Tj)/(m-z); d:=0 end

else begin cd:=min j£^(Cj); if deZ then Aj:=ud/(m+l-z) else A,:=u^/(m-z) end;

8 A ^m in^^iU j): if A- = 0 then STOP;

9 if T j > T2 then A3;=T1-m axjeJJ;(d{aj -x j} else A ^ - m a x ^ - x t  aj -x j <T2JeJ,jiM»-

10 ArsminfAj.A-,^!:

11 if T , a T’2 then begin xd~ xd+A(m-z); ud:=ud-A(m-z) end;

12 Xj:=Xj+A; Uj:=Uj-A, jeZ; r* r+ l; C: :=C?~ * -A;

13 Kr:»Kr-1 +A2j€Zcj; if T j a T-, then Kr:=Kr+A(m-z)cd;
14 end
15 end;

W opisie procedury przyjmujemy, że min{0)=a , max(0)=O. W głównej iteracji (linie 5-13) 
skracamy, zadanie d o najmniejszym jednostkowym koszcie skróceń i/lub zadania krytyczne  
ze zbioru Z: zadanie je j nazywamy krytycznym, przy pewnym xeX, jeżeli jego czas wykona
nia jest równy długości uszeregowania tzn. wielkości max{T,,T2i. Po wykonaniu głównej 
iteracji długość uszeregowania zmniejsza się o wielkość A, wyliczaną w różny sposób, w 
zależności od relacji między wartościami T ,, T , oraz prawdziwości warunku: deZ.

(T2>Tj ). Skracamy każde zadanie krytyczne o A. Skracamy tak długo, aż: T .=T2 (A=Aj ), je
dno zostanie skrócone całkowicie (A=A,) lub pojawią się nowe zadania krytyczne (A=Aa).
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(T jiT j) . Skracamy zadanie d o rai; wtedy zbiór Z jest pusty (z=0). Skracamy tak długo,a2: 
zadanie d zostanie skrócone całkowicie (A=Aj) lub pojawią się zadania krytyczne (0=0^).

(T2=Tj, dfZ). Skracamy każde zadanie krytyczne o A oraz zadanie d o A(m-z). Skracamy tak 
długo, aż: zadanie d zostanie skócone całkowicie (A=Aj), jedno z zadań krytycznych zosta
nie skrócone całkowicie (AsAj) lub pojawią się nowe zadania krytyczne (A=Aj).

(T ,=T j, deZ). Skracamy każde zadanie krytyczne (z wyjątkiem d) o A oraz d o A(m-z+l). 
Proces skracania przeprowadzamy tak jak w przypadku poprzednim.

Koszt skrócenia zadań w głównej iteracji wynosi Ac gdzie c_,, . „ c  ,+(m-z)c,, jeżelisum sum j  o
T ,sT . lub c , = I . _ c .  w przeciwnym wypadku. Zauważmy, że liczba tych iteracji jest (Xn) c. i sum J o
i każda ma złożoność O(n). Stąd złożoność procedury jest 0(n ). Zbiór P tworzy suma r-1

k k k+1 k+1odcinków łączących pary punktów (C ,K ), (C ,K ), k=ł,2,..,r-l. Dysponując tym zbio
rem możemy łatwo rozwiązać problemy (P1PM P3P). Jednakże, dla (PIP) nie musimy wykony
wać procedury AZP do końca. Wystarczy między linie 7 a linie 8 wprowadzić linie 7a:

7a tf T , a T  then c_,,_:=c„ +(m -z)c.; if c i  1 then STOP;sum jcZ j 1 2 sum sum d sum

Podobnie dla (P2P), między linie 4 a 5 należy wprowadzić linię 4a, zaś między linie 10 a 
11 linię łOa:

4a if N = 0 then STOP:

10a csum:=£jcZcj ; " 1 ^ 2  then csum:=csum+(m- z)cd: A:=min(A'N/csum): N:=N- ńcsum:

Z kolei do rozwiązania problemu (P3P) nie musimy wykorzystywać procedury AZP. Jeżeli 
T<tj,  to (P3P) nie ma rozwiązania. W przypadku przeciwnym poniższa procedura AZP3 roz
wiązuje ten problem w czasie O(nlogn).

procedurę AZP3: 
begin

for j:=l to n do begin x ;:=max(aj-t,0); Uj:=Uj-Xj end: A— Eje j(aj_xj)-m t; 
wyznacz permutacje a zbioru J wg. niemalejących jednostkowych kosztów skróceń; 
for i:=l to n do
begin if A s  0 then STOP; j:=rr(i); Xj:=Xj+min(A,Ujl; A;=A-min(A,Uj) end; 

end:

Poprawność działania AZP3 wynika bezpośrednio z definicji g(t) dla t=t.
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R e c e n z e n t :  P r o f . d r  h . i n Z .  A n d r z e j  Ś w i e r n i a k
W p ł y n ę ł o  do  R e d a k c j i  d o  3 0 . 0 4 . 1 9 9 2  r .

A batra.c.U.

In the real-life applications of scheduling research, apart from the machines, 
processing a job requires additional resources. One of the simplest forms of resource
allocation is represented by a time/cost model. In this model, the time required to
perform a job can be reduced by the application of additional nonrenewable resources 
(measured by their cost). Iri consequence, job processing time can be considered as a
decision variable. The paper deals with a problem of scheduling on m identical, parallel 
machines with controllable job processing times. I t  is assumed that the cost of 
performing a job is a linear function of its processing time, and the overall schedule
cost to be minimized is the total processing cost plus maximum completion time cost. An 
approximation algorithm for minimizing the overall schedule cost with the worst-case 
performance ratio equal to (p+/p+(m-l )')/2 + 1/4 + 0(l//ffi) is provided, where p is the 
worst-case performance ratio of a procedure for solving the pure scheduling problem.


