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ALGORYTMY APROKSYMACYJINE SZEREGOWANIA ZADAN NA ROWNOLEGLYCH
MASZYNACH ZE ZMIENNYMI CZASAMI WYKONYWANIA

APPROXIMATION ALGORITHMS FOR THE M-MACHINE SCHEDULING PROBLEM
ON PARALLEL MACHINES WITH CONTROLLABLE PROCESSING TIMES

AnNPOHCHMAUMOHHbIE AlJirOPHTMbl COCTABJIEHHH PACIIHCAHHfl 3AUAH B CHCTEME
C fIAPAINIEJIbHBIMM MABIHHAMH M C YMETOM H3MEHEHHH fISHTEXIbHOCTk OECJIYSHBAHHil

Streszczenie: W pracy analizuje sie problem szeregowania zadan na m (01*2) identy-
cznych, réwnolegtych maszynach, w ktdrym czasy wykonywania zadarh sa zmiennymi decy-
zyjnymi. Stawia sie problem minimalizacji tacznego kosztu uszeregowania. Do jego roz-
wigzania proponuje sie algorytm aproksymacyjny ze wspo6tczynnikiem najgorszego przypa-
dku réwnym (p+/p(m-I1))/2+ 1/4 + 0(}//m), gdzie p jest wspétczynnikiem najgorszego
przypadku algorytmu rozwigzujgcego badany problem z ustalonymi czasami wykonywania.

Summarv: The paper deals with a problem of scheduling on m (m*2) identical
parallel machines in which job processing times are decision variables. An approxima-
tion algorithm for minimizing the overall schedule cost with the worst-case perfor-
mance ratio equal to (p+/ptm-1))/2 + 1/4 + O0(l//in) is provided, where p is the
worst-case performance ratio of a procedure for solving the pure scheduling problem.

PeoioMe: B cxarbe npencTaBnneTcn CMCTena ¢ napannenbHUKH nr ManiHHaMH, b
noTopoR speMeHa BbinonHeHHH  3anaM HBnmoTCH ne pe Mehhmmh  nonnewaniHMH
Bwoéopy. CTaBHTCH npoéneKa MHHHMH3aunw cyMMapHOR ctohmocth pacnncamin.
uUnn 3toH npobneMbi eopMynnpyeTCfl annpoKCHHaunoHHbiR anropHTM ¢ oneHHoM
norpeniHOCTH paBHoR (pWplIm-1))/2 + 1/4 + O0(l//m), rae p - oaeHHa
norpemHOCTM anropHTMa ann HccneayewoR npo6neMbi ¢ ennciipoBaHHbmn
b pe MeHamm BbinonweHHB 3aaaw.

1. Wstep i sformutowanie problemu

Problemy szeregowania zadan i rozdziatu zasobéw' sg jednymi z najtrudniejszych proble-
moéw optymalizacji dyskretnej. Duza liczba zmiennych decyzyjnych oraz ograniczeh powodu-
je. ze standardowe algorytmy zawodza. Dlatego tez wyodrebnia si¢ pewne duze klasy tych
probleméw i wykorzystujac specyficzne wiasnoscig buduje sie odpowiednie algorytmy; z re-
guty sa to algorytmy aproksymacyjne. Oczywiscie, im klasa jest ogoélniejsza, tym wiasnosci
sg coraz stabsze i efektywno$¢ algorytméw maleje. Istotny wiec staje sie problem odpo-
wiedniego kompromisu miedzy ogdlnoscia modelu a istnieniem wystarczajagco silnych
whasnosci, pozwalajgcych skonstruowac¢ efektywne algorytmy. Wyodrebnienie takiej klasy
(lub Kklas) i jej dokiadne zbadanie umozliwia nastepnie stosunkowo tatwe rozszerzanie
wynikéw dla ogdlniejszych modeli.

Przedstawiana praca jest kontynuacja szeregu prac (np. 120 14, [6L [8L, (14]-[17,
w ktérych modelem zadania jest funkcja typu koszt/czas - powszechnie stosowana w progra-
mowaniu sieciowym. W tym modelu zaktada sie. ze do wykonania zadania potrzebny jest,
oprécz maszyny (zas6b odnawialny), dodatkowy zaséb nieodnawialny, podzielny w sposéb
ciaggty i mierzony przez jego koszt. W konsekwencji czas wykonania zadania moze zmienia¢
sie. 'w pewnym domknietym przedziale, w zaleznoSci od ilosci przydzielonego zasobu.
Zwiekszenie ilosci zasobu dI3 danego zadania powoduje zwiekszenie kosztu wykonania i
zmiejszenie jego czasu. W badanej klasie probleméw analizuje sie klasyczne problemy sze-
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regowania, wyspecyfikowane w tréjpolowej notacji Grahama [5), z uwzglednieniem modelu
typu koszt/czas. 2e wzgledu na obszerng liste otrzymanych rezultatéw nie mozemy tutaj
przedstawi¢ ich przegladu i dlatego odsytamy czytelnika do pracy 115).

Niniejsza praca dotyczy problemu szeregowania zadan na m (ma2) identycznych maszynach
(notowanego jako P| |Cmajl z uwzglednieniem modelu zadania typu koszt/czas. Wyniki
poczatkowych badan dla tego problemu z dwiema maszynami przedstawiono w [9j. Klasyczny
problem P| |Cmax ma bardzo istotne zastosowania i jest jednoczesnie stosunkowo tatwym
problemem szeregowania. Dlatego tez byt on intensywnie badany i otrzymano szereg isto-
tnych rezultatéw w postaci algorytméw aproksymacyjnych lub tzw. wielomianowych schematéw
aproksymacyjnych (patrz np. praca przegladowa (71).

Badany w pracy problem szeregowania mozna sformutowaé nastepujgaco: Dany jest zbiér J
=(1,2,..,n) zadan, ktérenalezy wykona¢ majac  do dyspozycji zbiéor M= (1,2 m) iden-
tycznych maszyn. Kazde zadanie moze by¢ wykonywane na ktérejkolwiek z nich bez przerwan.
Maszyna w danej chwili czasowej wykonuje co najwyzej jedno zadanie. Dla kazdego zadania
jej okreslono:

(i) czas wykonywania Pj=aj 'xj’ OsjCjSUj, gdzie Xj jest szukanym skréceniem normatywnego

czasu wykonywania aj, za$ Uj jest maksymalnym skréceniem; OsujSaj,

(ii)  jednostkowy koszt skrocenia Cj, GZO.

Oznaczmy przez x-iXj.Xj,...,xn) wektor skrécen, a przez X=(x: O-SXjSUj.jeJ) - zbiér wszy-

stkich dopuszczalnych wektoréw skrécen. Przyjmijmy, ze 1, I1=(11,12,— okre$la pe-

wien przydziat zadan do maszyn, bedacy podziatem J na m rozitacznych podzbioréw, za$ | -

zbiér wszystkich takich przydziatdw; zbiér f£j oznacza zadania wykonywane na maszynie

i, ieM. Niech Cmax(xJ) bedzie czasem wykonania wszystkich zadan, przy ustalonym przy-

dziale lei zadan do maszyn oraz czasach wykonywania zadan Pj=aj-Xj, jej, xeX. Zachodzi
C (xj) = max ( E(a.-x.)I 1)

max ieM jel J J

kaczny koszt uszeregowania definiujemy jako K(x,D= chaX x0) + E".c.j(.J gdzie c,

c¢>0, jest jednostkowym kosztem pracysystemu, ktory bez straty og6lnosci moze by¢

przyjety jako rowny jeden. Ostatecznie w badanym problemie (PD poszukujemy przydziatu

zadando maszyn 1£1 oraz wektora skrocen x eX takich, ze

K(x .1*) = mir.(K(x,1): xeX, lei). )

Z faktu, iz funkcja (}m&.(x,l) (% ’?;)J(') traktowana jako funkcja jednej zmiennej x—j
przy ustalonych pozostatych zmiennych jest nierosngca (niemalejgca} wynika, ze wystar-
czy ograniczy¢ badania do sytuacji G<1, jej. W przypadku gdy dla pewnego jej, CjZl, moz-
na potozy¢ uj::O oraz CJ:ZO. . .
Mozliwe sg inne sformutowania badanego problemu, [151. Znalez¢ | el oraz x eX takie,
ze rjeJcj*j s N oraz .
Cmax(x 1) = min(Cmax (x,1): xeX, lei, %‘gjcjxj s N), ?3)
gdzie N. N>0, jest gérnym poziomem kosztdw, ktére wynikajg z uwzglednienia dodatkowego

zasobu (lub jest wprogt iloscia tego zasobu).. (PZ). W sformutowaniu "dualnym” (P3) po-
szukujemy | el oraz x eX takich, ze Cmax<x 1 )i r oraz
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gdzie t, t>0, jest dopuszczalnym czasem wykonania wszystkich zadan. Ostatecznie, mozna
tez sformutowaé zadanie dwukryterialne (P4) poszukiwania zbioru (lub jego aproksymacji)
wszystkich punktéw efektywnych (Rargto-optymalnych) w przestrzeni (Cmax(x,l), E.e.,c.x.).
Zauwazmy, ze kazda para (Cmax(* 1 ). N jCjXj) bedaca rozwigzaniem problemu ePl),(PZ)
lub (P3) jest punktem efektywnym. Przyktadowo, zmieniajagc warto$¢ ¢ w problemie (PI) lub
warto§¢ N w problemie (P2), generujemy rézne punkty efektywne. Ostatecznego wyboru (z
otrzymanych rozwiazan) dokonuje uzytkownik, bioragc pod uwage np. gérny poziom kosztéw,
dopuszczalny czas wykonania itp. Dalej bedziemy rozwaza¢ tylko problemy (P1)-(P3), a w
szczeg6lnosci problem (PI).

Zauwazmy, ze problemy (P1)-(P4) sa NP-trudne. Wynika to natychmiast z faktu, ze kla-
syczny problem P ||Cmax jest NP-trudny. Stad i z potrzeby dysponowania algorytmami o sen-
sownym , czasie obliczen skupimy sie tylko nad konstrukcjg algorytméw aproksymacyjnych.
Doktadno$¢ algorytmu aproksymacyjnego H, dla pewnego ustalonego problemu konkretnego,
bedziemy ocenia¢ za pomocg ilorazu F(y )/F(y*), gdzie F jest funkcjag celu, a y* i yH od-
powiednio rozwigzaniem optymalnym i rozwigzaniem produkowanym przez algorytm H.
Doktadnos¢ algorytmu H dla dowolnego problemu konkretnego okresla parametr p ,111, |3),
PH:inf(n: F(yh)/F(y*) s n dla kazdego problemu konkretnego), zwany przez nas wspotczyn-
nikiem najgorszego przypadku.

2. Algorytmy aproksymacyjne

Wiekszos¢ algorytméw aproksymacyjnych dla klasy probleméw szeregowania, wyspecyfiko-
wanych w tréjpolowej notacji Grahama, z uwzglednieniem modelu zadania typu koszt/czas,
bazuje na nastepujgcej obserwacji. Zmienne decyzyjne dzielg sie na dwie grupy: zmienne
dyskretne (permutacja, podziat zbioru itp.) oraz zmienne ciggte (wektor skrécen). Usta-
lajac jedng z nich otrzymujemy klasyczny problem szeregowania lub zadanie programowania
liniowego. Stad ogdlny schemat algorytmu polega na tym, ze wybieramy poczatkowy wektor
skrécen, rozwigzujemy odpowiedni klasyczny problem szeregowania wykorzystujac istniejace
algorytmy doktadne lub aproksymacyjne i nastepnie, bazujagc na znalezionej wartosci
zmiennej dyskretnej, rozwigzujemy zadanie programowania liniowego. Caly proces moze by¢
iterowany. Jako$¢ otrzymanego algorytmu aproksymacyjnego zalezy oczywiscie w istotny
sposéb od wyboru poczatkowego wektora skrécen - tym bardziej ze czesto jterowanie po-
stepowania nie polepsza rozwiazania.

Bazujac na wyborze poczatkowego wektora skrdcen, zaproponowanego w pracy 110], dla
maszynowego permutacyjnego problemu przeptywowego ze zmiennymi czasami wykonywania za-
dan (dla problemu (PD), proponujemy wyb6r nastepujacy. Niech

x° = max(minf-"~j~——- jjA 1). 0)Uj, jej, (5)
gdzie
a=1-—--—--—- es-——- 5. (6)
iP+ypfm-IT)
oraz p jest wspoétczynnikiem najgorszego przypadku algorytmu rozwigzujgcego problem
P”Cmax'w konsekwencji dla problemu (PD otrzymujemy catg rodzing algorytméw apro-
ksymacyjnych H(A), w zaleznosci od algorytmu A rozwigzujgcego problem P | iC N
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Algorytm H(A)

Krok 1. Wyznacz przydziat |~ A”el dia problemu P| |[Cmax, z czasami wykonywania zadan
pJ?zaJ.-xj. jej,Astosujac pewien algorytm A o wspoétczynniku najgorszego przypad-
ku réwnym p

Krok 2. Wylicz wektor skrécen xH(A>eX minimalizujacy K (x,I"A\ przy xeX.

Powyzszy algorytm mozna takze zastosowa¢ do rozwigzania probleméw (P2MP3). Krok 1
w obu wypadkach nie ulega zmianie. Krok 2 dla problemu (P2) ma posta¢: wylicz wektor
skrocen xMI'A”eX minimalizujacy Cm%x(x,l’\A\ przy ograniczeniach £jt-j'°jxj £ N. Podobnie

Krok 2 dla problemu (P3) jest nastepujacy: wylicz wektor skrocen x*"A”%eX minimalizujacy
EjejCjXj, przy ograniczeniach Cmax(x,IH(A® £ t. W celu nie wprowadzania nadmiernej no-
tacji Swiadomie okresliliSmy tymi samymi zmiennymi rozwiazania dla r6znych probleméw.

W kroku 1 algorytmu H(A) proponujemy wykorzysta¢ (jako algorytm A) wielomianowy, li-
stéwy algorytm Grahama. 151 z p =4/3-1/(3m) lub inne algorytmy (wyczerpujacy przeglad w
pracy przegladowej 7]).

Zadanie optymalizacyjne, ktére nalezy rozwigza¢ w Kroku 2, mozna przedstawi¢ w posta-
ci nastepujacego zadania programowania liniowego (dla problemu (P1):

min {T+E.-.CJXJ: T+2.,, Xy a Z.,. aj, ieM, X, £ Uy xj*O, jej, TzO).
gdzie I. « I A\ ieM. Zadanie to ma n+t zmiennych i n+m istotnych ograniczeh. Mozna je
rozwigza¢ stosujac standardowe ' procedury (np. metode simplex). Jednakze ze wzgledu na
jego specyfike przedstawiamy ponizej algorytm zachtanny AZM. ktdry rozwigzuje je w cza-
sie OCn max{m,!ogn}). W celu opisu gtéwnej idei tego algorytmu wprowadzimy pojecie ma-
szyny krytycznej. Maszyne k, ke.Vi, bedziemy nazywa¢ maszyna krytyczng przy pewnym ustalo-

nym xeX, jezeli E. ,ka.-x- «max{tM a.-xf). Na poczatku algorytmu przyjmujemy, ze x .=0,
J'kJ J ieM 13 J
jej. W kazdej gtéwnej iteracji skracamy, o jednakowa wielko$¢ n, czas wykonywania jedne-

go zadania z kazdej maszyny krytycznej: do skracania wybieramy zadanie o0 najmniejszym
jednostkowym koszcie skrécen w>éréd zadan na danej maszynie, ktérych czasy wykonywania
mozna jeszcze skracaé, iteracja jest wykonywana tylko wtedy, gdy sumaryczny, jednostkowy
koszt skrécen wybranych zadari jest mniejszy niz jeden (w przeciwnym wypadku skracanie
jest nieoptacalne i algorytm konczy prace). Wielko$¢ n wyznaczona jest w oparciu o dwa
warunki: skracamy tak diugo az jedno ze skracanych zadan zostanie skrécone catkowicie
lub pojawig sie nowe maszyny krytyczne. W opisie algorytmu wykorzystano oznaczenia:
Tj - Tpihejaj: dla uproszczenia opisu przyjmujemy, ze
r - liczba réznych wartosci Tj. ieM.
S - maksymalny numer maszyny, dla ktérej Ts +]=T'S-i=1 r- so=":

Tj=t2=.=Tsi. TS]+rxSi+2=.. =2>j ;" N +;=TSr_jt2=.=Tsr=Tm.
Al- zbiér zadan na maszynie i, ktére mozna skracaé, tzn. uj>0 dla jeA.i' 1A§I
Zj - liczno$¢ zbioru A;.
*. - permutacja zadan ze zbioru A, wg niemalejagcych jednostkowych kosztow skrécen:

AP (rij(1).... TeCZj)), cM(K)E cn,(k+1). k-1,...z.-1,

k, - indeks aktualnie analizowanego zadania w permutacji n.,
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A - dopuszczalne skrocenie czasu wykonywania zadan n.(kj), i-1,2,..,st wynikajace z ich
aktualnych maksymalnych skrécen, Aj= min”j~ (u, (kj), t=1,.,r; Uj jest modyfi-

kowane w trakcie dziatania algorytmu,
A2 - dopuszczalne skrécenie czasu wykonywania zadan ”|(k-J, i=l,2,...,st wynikajace z

pojawienia sie nowych maszyn krytycznych, A_:««T -T L2, T -0,
st st+l sr+l
A - skrécenie czasu wykonywania zadan w jednej iteracji A*minlAj~l.

procedure AZM;
1 begin
2 for i:=l to m do
3 begin
4 Tii=£jel.aj: Ajj-ljel.: ui=o0y; zj:” IAj|r kj*rainlzj.l);
5 if kj = 1 then wyznacz permutacje n. zadan ze zbioru Aj wg niemalejgcych
jednostkowych kosztow skrocen;

6 end; (* zakladamy, ze
7 1r:=0: Sqg—0:
8 for i:=l to m do if Tj >Tj+j then begin n=r+l; sf:=i end; sr+":=m+l;
9 for t:=] to r do
10  begin
u for i:=st_j+| to st do if kj=0 then STOP;
12 repeat
st

13 if tihen STOP;
14 A= min (u_ J; ApT -1 A=min(ALAY);

1 isiss{ ilKi; 4 st st+l 14
15 for i;=1 to s{ do begin 4,,.(kjy=V (k.)-n: Tp-Tj-A end;
16 for i:=l to stdo if A~ =0 then begin Kkj:«kj+l; if kj > Z then STOP end,;

17 until A, i »
18 end;
19 end:

Linie (2>—€8 w powyzszej procedurze inicjujg obliczenia. Linie (13)-(16) okreslaja
gtéwng iteracje algorytmu. Warunek stopu w linii (11) zachodzi wtedy, gdy na danej
(aktualnie krytycznej) maszynie zadne zadanie nie moze by¢ skracane; tzn. poczatkowe ma-
ksymalne skrécenia u; sa réwne zero. Z kolei warunek stopu z linii (16) zajdzie wtedy,
gdy wszystkie zadania z pewnej (aktualnie krytycznej) maszyny zostaty skrdcone
catkowicie. Ztozonos$¢ obliczeniowa linii inicjujgcych jest O(nlogn). Gtéwna iteracja al-
go: nu (linie (13M16)) ma ztozonos¢ O(m). Poniewaz w gtéwnej iteracji jedno zadanie
jest skracane catkowicie (A=Aj) lub pojawia sie nowa maszyna krytyczna (A*a"), to liczba
tych iteracji nie przekracza n+m. Stad ztozono$¢ catego algorytmu jest CKn maxim,logn)).

Procedura AZM moze by takze zastosowana do problemu (P2). Wtedy linie (13)—(5) na-
lezy zastapi¢ liniami (13')-(15°):
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13" if N = 0 then STOP;

14’ A2:=Tst-Tst+1: A3:=N/Siilc(kj):
15" for i:=l to s{ do

n X (Ki):“x*j(ki)+A Trrice end: Ni=N'"AE= iV i):
Podobnie, w przypadku problemu (P3) linie (13M14) nalezy zastapi¢ liniami (13")-(14"):
13" if Tj £ x then STOP,
14" A== min {u .. ); A-=T -T ; A=Tt, A=eminfA A AK

1 Isisst PKj st st+l J 1 1i J
Jezeli algorytm zakonczy dziatanie oraz T"=maXje/j{T.)>T, to dla danego przydziatu
problem (P3) nie ma rozwigzania dopuszczalnego. Kie znaczy to, ze problem (P3) nie ma w
ogole rozwigzania dopuszczalnego; dla innych przydziatléw takie rozwigzanie moze istnie¢.

3. Analiza najgorszego przypadku

W tym rozdziale przedstawimy wstepne wyniki dotyczace analizy najgorszego przypadku
dla algorytméw rozwigzujacych problemy (P1)-(P2).

Po pierwsze, zauwazmy, ze dla algorytmu LI (dla problemu PD polegajacego na arbi-
tralnym wyborze poczatkowego wektora skrécen x°eX, doktadnym rozwigzaniu zadania P | | Cmax

dla pjzaj-xj’ , jej (tzn. wyznaczeniu 1”el minimalizujgcego Cmax(x°.l)) i nastepnie wy-

liczeniu x"'eX minimalizujgcego KUJT'1), zachodzi
k'UL1.IL1) = min K(x.ILt) s K(x*IL1) = C (x*.IL1) + £;-,c;x*
xeX max JJ

s mCmax(x’'l') + Ejedcjxj * mICmaxIx*',’) + Ejedcjxji “ «nWXY>. )

Podobnie dla analogicznego algorytmu L2 dla problemu (P2) mamy
Crax(XL2IL2) s C o (X! 1L2) s mCp . (X! 1%). (8)

Co wiecej, ograniczenia (7)-(8) sa osiggalne. Rzeczywiscie, rozwazmy nastepujacy problem
konkretny: n=m?2, aj=I, Uj*0, Cj=0, j=l...,m; aj=Uj=Il, Cj=c, j=m+l m?, gdzie e>0 jest

dowolnie malg liczbg. Niech x"=0, jej. Wtedy I"*Ki-Dm+I, (i-l)m+2.... im), ieM. Stad

X"O. jej. oraz KUAMMbAm. tatwo sprawdzi¢, ze 1* = (i, im-i+2, im-i+3...,(i+)m-i),
L] o *

ieM:  Xj=0, j=l,...m. X>;>:Upl, j:m+l,..,m2 oraz K(x 1 )=l+em(m-l). Stad ostatecznie

KX .I"VKU 1) * m, gdy ¢ -» 0. Analogiczny rezultat otrzymujemy dla algorytmu L2
rozwiazujacego problem P2 kiadac np. N»l. Z powyzszej analizy' wynika, ze wspétczynnik
najgorszego przypadku p”‘=m oraz Ze wspdtczynnik najgorszego przypadku dla algorytmu
HCA) jest nie wiekszy niz m (niezaleznie od algorytmu A). Podobna witasno$¢ zachodzi
takze dla problemu (P2). Otrzymany rezultat $wiadczy o skali trudnosci probleméw (PD-
(P2) i potwierdza jeszcze raz teze o koniecznosci odpowiedniego wyboru poczatkowego we-
ktora skrécen x°. Zauwazmy tutaj tylko, ze wspotczynnik najgorszego przypadku dowolnego



Algorytmy aproksymacy jne 179

algorytmu listowego, rozwigzujacego problem P| jCmax, jest nie wiekszy niz 2-1/m, 171

Przeprowadzimy teraz analize najgorszego przypadku algorytmu H(A), ograniczajac sie
do problemu (PI). Niech r = p + P(m-p)/i2p+2/p(m-1)*-1], gdzie p»pA jest wspoiczynnikiem
najgorszego przypadku algorytmu A rozwigzujacego problem P| IC~y tatwo sprawdzié, ze
r<p+/p(m-1)j/2 + 1/4 + CKIl//m).

Twierdzenie
K(xH<A),IH(A))/K (xV) s .

Dowdd twierdzenia mozna przeprowadzi¢ podobnie jak 110). Zauwazmy, ze dla p=I (algorytm
dokfadny dla problemu P| |[Cmax>r=/(m-1)/2 + 3/4 + CXl//m), za$ dla p=4/3-1/(3m) (algo-
rytm Grahama) r = /m -1)7/3 + 11/12 +CXU/m).

Pokazemy teraz, ze ograniczenie z twierdzenia jest w przyblizeniu osiq%alne dla p=lI.
W tym celu rozwazmy nastepujacy przyktad konkretny problemu (Pl): n=m*k +1, aj=Uj*k,
Cj=l/(k+1), 8j«Uj»l, Cj=l/(k+l), j=2,3,..n, gdzie k*2 jest dowolng liczbg naturalng.

Zachodzi aj-x"ktej-Xj), j=2 n (niezaleznie od wartosci wspétczynnika przy Uj w (5),
ktéry zalezy od Cj, algorytmu A i od m). Stad mozemy przyjaé, ze PA) = (1), jrA*=
{@i-2)k+2, (i-2)k+3 (i-hk+1), i=2,3...k+l, 17(A)=0, i=k+2,.,m, xtj(A)=0, jej oraz
KXH(A>IH(A>)=k. Z kolei I*={i), "M, x*=k-lI, x*=0, j»2,3 n i minimalna wartos¢

KOk 1%)=I+(k-1)/(k+1). Ostatecznie K(xH(A),IH(A))/K(xV) = (k+1)/2 = /m~ /2 +1/2.

Z powyzszej analizy wynika, ze odpowiedni wybér wektora x° spowodowat zmniejszenie war-
toéci wspotczynnika najgorszego przypadku z m na / m/2 w przyblizeniu)  Pomimo, iz jest
to jeszcze bardzo duzy bigd wzgledny, rezultaty analizy eksperymentalnej sg obiecujace.
Wydaje sig, ze zachodzi tutaj podobna sytuacja jak dla klasycznego problemu permutacyj-
nego F||Cmax. w ktérym algorytmy aproksymacyjne o wspétczynnikach rzedu m/2 lub nawet
m//2 (patrz (111-113)) produkujg uszeregowania bliskie optymalnym . W badaniach ekspery-
mentalnych, ktérych szczegbétowo nie bedziemy opisywaé, na kilka tysiecy generowanych
przyktadéw $redni btad wzgledny byt rzedu 19%. W badaniach tych jako algorytm A wykorzy-
stano algorytm Grahama. Do wyliczenia dolnego ograniczenia minimalnej wartosci tacznego
kosztu uszeregowania K(x ,1 ). dopuszczono mozliwos¢ przerywania zadali (patrz rozdziat
4). Konkludujac, algorytm H(A) moze by¢ polecany w zastosowaniach praktycznych.

4. Zadania podzielne

Rozwazymy teraz problemy (P1)-(P4) przy zalozeniu upraszczajacym, polegajgcym na do-
puszczeniu mozliwosci przerywania zadan w trakcie ich wykonywania. Dla ustalonego xeX
uszeregowaniejest okre$lone przez zestaw czwoérek (j,i,s,t), gdzie j jestnumerem  zada-
nia,a imaszyng,na ktérej to zadanie jest wykonywane w przedziale czasowym  (s,t). Niech
s(x) okresla uszeregowanie dopuszczalne,a S(x) - zhiér wszystkich uszeregowan dopuszczal-
nych, dla ustalonego xeX. W celu precyzyjnego zdefiniowania probleméw (P1)-(P4) wystar-
czy zamieni¢ 1 oraz | przez s(x) oraz S(x), odpowiednio. Po tej modyfikacji, bedziemy je
nazywa¢ problemami (P1P)-(P4P). Dla uszeregowan zwartych s(x)«S(x), xeX zachodzi, (74

Crrﬂﬂ).((xs(x)) = max% jeEj(aJ.-xj), ﬁngflaj-le). 9)
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Znajac warto$¢ CmaJ,(x.s(x)) mozna wyznaczy¢ uszeregowanie s(X), z co najwyzej m-1 przer-
waniami, wykorzystujagc algorytm Mc Naughtona, UJ.

Dopuszczenie podzielnoéci zadarh radykalnie upraszcza omawiane problemy. Dla najbar-
dziej ogélnego z nich. tzn. dla CP4P), podamy teraz algorytm doktadny o ztozono$ci wie-
lomianowej. Oznaczmy przez P zbiér wszystkich punkéw efektywnych w przestrzeni (C,K),
gdzie C = cmaxU.s(x)X K - ljelcjXj. s(x)eS(x). x<rX. Niech tj = maxKIl/mlEjgjCaj-u.),
m aj>£<J.ti;1—uJ.)). t.2 = max{(l/m)Ej’e‘j,zﬁ.. maxj.E,J{a.?). tatwo pokazaé, uwzgledniajac (9), ze

{(t.g(t): t1istst2) = P,
gdzie
g(t) = min (EjNC)Sji (I/m)E~j(aj-Xj)st, a-x~t, OsxiUj, jej).

Z postaci funkcji g wynika, ze zbior P jest wypukig tamang z pewng liczbg punktéw wierz-
chotkowych (Ck.Kk), k= 1,2 r. Punkty te wyznacza ponizsza procedura zachtanna AZP,

procedure AZP:
1 begin
rr«l; Cri=t2; Kr;=0; X.:=0, jej;

while A={jeJ: Uj>0,jeJ) o O then

begin

TAU/mAjCan); Tmax”iaj-Xj);

Z:»(jed: aj-Xj=max(Tj,T2}); z:»|Z|; (* Z - zbiér zadan krytycznych ¢)

~N o g B~ W N

if Tj <T2 then begin Aj*mCTj-Tj)/(m-z); d:=0 end
else begin cd:=minj£~(Cj); if deZ then Aj:=ud/(m+l-z) else A,:=u”/(m-z) end;

8 A™min~tiUj): if A- =0 then STOP;

9 if Tj >T2 then A3;=T1l-maxjelJ;(d{aj-xj}else A *-m ax”"-xt aj-xj<T2Jel,jiM»-
10  ArsminfAj.A- "

11 if T, a T2 then begin xd~xd+A(m-z); ud:=ud-A(m-z) end,;

12 Xp=X+A; Uji=Uj-A, jeZ; r*r+l; C:=C>~*-A;

13 Kri»Kr-1+A2j€Zcj; if Tj a T-, then Kr:=Kr+A(m-z)cd;

14 end

15 end;

W opisie procedury przyjmujemy, ze min{0)=a, max(0)=0. W gtéwnej iteracji (linie 5-13)
skracamy, zadanie d o najmniejszym jednostkowym koszcie skrécer i/lub zadania krytyczne
ze zbioru Z: zadanie jej nazywamy krytycznym, przy pewnym xeX, jezeli jego czas wykona-
nia jest réwny dlugosci uszeregowania tzn. wielkosci max{T,T2i. Po wykonaniu gtéwnej
iteracji dtugo$¢ uszeregowania zmniejsza sie o wielkos¢ A wyliczang w rozny sposéb, w
zalezno$ci od relacji miedzy warto$ciami T,, T, oraz prawdziwosci warunku: deZ.

(T2>Tj). Skracamy kazde zadanie krytyczne o A Skracamy tak diugo, az: T.=T2 (A=Aj), je-
dno zostanie skrocone catkowicie (A=A)) lub pojawig sie nowe zadania krytyczne (A=Aa).
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(TjiTj). Skracamy zadanie d o rai; wtedy zbiér Z jest pusty (z=0). Skracamy tak diugo,a2:
zadanie d zostanie skrécone catkowicie (A=Aj) lub pojawia sie zadania krytyczne (0=0").

(T2=Tj, dfz). Skracamy kazde zadanie krytyczne o A oraz zadanie d o A(m-z). Skracamy tak
dhugo, az: zadanie d zostanie skécone catkowicie (A=Aj), jedno z zadah krytycznych zosta-
nie skrécone catkowicie (AsAj) lub pojawig sie nowe zadania krytyczne (A=Aj).

(T,=Tj, dez). Skracamy kazde zadanie krytyczne (z wyjatkiem d) o A oraz d o A(m-z+l).
Proces skracania przeprowadzamy tak jak w przypadku poprzednim.

Koszt skrocenia zadan w gtownej iteracji wynosi Ac, - gdzie c, .,,cj,+(m—z)%, jezeli
Tc.STi lub csu,mzl._c. w przeciwnym wypadku. Zauwazmy, Zeoliczba tych iteracji jest (Xn)
i kazda ma ztozono$¢ O(n). Stad ztozono$¢ procedury jest O(n ). Zbiér P tworzy suma r-1
odcinkéw taczacych pary punktéw (C™K"), (Ck+1,K +1), k=+2,..,r-1. Dysponujac tym zbio-
rem mozemy tatwo rozwigza¢ problemy (P1PMP3P). Jednakze, dla (PIP) nie musimy wykony-
wacé procedury AZP do korica. Wystarczy miedzy linie 7 a linie 8 wprowadzi¢ linie 7a:

Ta tf T1 a T2 then ¢ +(m-z)c, if Csu i 1 then STOP;

sum jcZ j surm’~ Seum m

Podobnie dla (P2P), miedzy linie 4 a 5 nalezy wprowadzi¢ linie 4a, za$§ miedzy linie 10 a
11 linig¢ tOa:

4a if N = 0 then STOP:
10a csum:=fjcZcj; " 1 ~ 2 then csum:=csum+(m-z)cd: A==min(A'N/csum): N:=N-rAcsum:

Z kolei do rozwigzania problemu (P3P) nie musimy wykorzystywaé procedury AZP. Jezeli
T<tj, to (P3P) nie ma rozwigzania. W przypadku przeciwnym ponizsza procedura AZP3 roz-
wigzuje ten problem w czasie O(nlogn).

procedure AZP3:
begin
for j:=1 to n do begin x;:=max(aj-t,0); Uj:=Uj-Xj end: A—Hej(aj_xj)-mt;
wyznacz permutacje a zbioru J wg. niemalejacych jednostkowych kosztéw skrécen;
for i:=I to n do
begin if As 0 then STOP; j:=rr(i); Xj:=Xj+min(A,Ujl; A;=A-min(A,Uj) end;
end:

Poprawno$¢ dziatania AZP3 wynika bezposrednio z definicji g(t) dla t=t.
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Abatra.c.U.

In the real-life applications of scheduling research, apart from the machines,
processing ajob requires additional resources. One of the simplest forms of resource
allocation  isrepresented by a time/cost model. In this model, the time required to
perform a job can be reduced by the application of additional nonrenewable resources
(measuredby their cost). Iri consequence, job processing time can be considered as a
decision variable. The paper deals with a problem of scheduling on m identical, parallel
machines with controllable job processing times. It is assumed that the cost of
performing ajob is a linear function of its processing time, and the overall schedule
cost to be minimized is the total processing cost plus maximum completion time cost. An
approximation algorithm for minimizing the overall schedule cost with the worst-case
performance ratio equal to (p+/p+(m-1))/2 + 1/4 + O(l//ffi) is provided, where p is the
worst-case performance ratio of a procedure for solving the pure scheduling problem.



