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Streszczenie: W pracy przedstawiono metodologią wykorzystania metod agregacji wyrobów i 
zasobów do rozwiązywania zagadnienia harmonogramowania produkcji porcjami w systemie skła­
dającym się z kilku równolegle pracujących jednostek wytwórczych. Zaprezentowano zunifikowane 
podejście do konstrukcji regularnych modeli zagregowanych, których rozwiązania można zawsze zdez- 
agregować w dopuszczalne harmonogramy szczegółowe.

Summary. The paper présents a methodology of regulär aggregatiori of items and resources 
for solving iot-size scheduling problems in single-stage Systems with parallel production units. A 
unified approach for construction of the regulär aggregated models, solutions of which can be always 
disaggregated into detai'ied feasible schedules, is given.

Zusammenfassung: Im Beitrag wird die Methodologie der Ausnutzung der Methoden Aggregation 
der"Produkten und Ressourcen zum Lösung des Problems Harmonogrammbildung für die Produktion 
im Partien vorgestellt. Das System besteht aus einigen parallel arbeitenden Erzeugungseinheiten. Es 
wird die vereinheitliche Einstellung zu der Konstruktion der regulären aggregierten Modellen dar­
gestellt. Diese Modelle kann man stets zum zulässigen ausführlichen Harmonogrammen reduzieren.

1 • W prow adzenie

Sterowanie produkcji w złożonych systemach wytwarzania wymaga podejmowania rożnego rodzaju 

decyzji, które w ogólnym ujęciu można podzielić na .trzy kategorie (por. np. [3, 12]):

t Planowanie strategiczne (długoterminowe) - długofalowe decyzje o inwestycjach, asortymencie pro­

dukcji i wyposażeniu zakładu ,

•  Planowanie taktyczne (średnioterminowe) - decyzje dotyczące wielkości produkcji, terminów jej 

realizacji, rozdziału zasobów ,

•  Planowanie operacyjne (krótkoterminowe) - szczegółowe decyzje związane z bieżącym funkcjonowa­
niem systemu, np. szeregowanie zadań, wybór marszrut, korygowanie zakłóceń .

Niniejsza praca dotyczy zagadnień związanych z planowaniem taktycznym. Ogromny rozmiar zadań, 
jakie pojawiają się na tym szczeblu decyzyjnym ,zmusza do posługiwania się modelami zagregowanymi. 
Agregacja pozwala zmniejszyć wymiary analizowanych problemów i uśrednić błędy wynikające z nie­
dokładności identyfikacji parametrów zadania. Metody agregacji stanowią jedno z bardziej efektywnych 
podejść do rozwiązywania praktycznych zadań harmonogramowania produkcji (patrz np. [4, 12]) oraz 

wielu innych pokrewnych zadań optymalizacji (patrz [9]). Należy jednak pamiętać, że agregacja często 
wiąże się z utratą pewnej części informacji o problemie i może prowadzić do zbyt dużych uproszczeń. Ty­
powy schemat agregacji prowadzi do relaksacji problemu, co oznacza, że mogą pojawiać się rozwiązania
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zagregowane, których nie udaje się zdezagregować,w dopuszczalne rozwiązania problemu pierwotnego. Z 
praktycznego punktu widzenia interesujące są raczej te metody, które zawsze generują rozwiązania do­
puszczalne nawet kosztem pewnej utraty optymalności. W literaturze problem dopuszczalności dezagrega- 
cji byl rozpatrywany dla różnych szczegółowych zagadnień między innymi w pracach (1, 2, 5, 7, 8, 10, 11). 
W niniejszej pracy jest proponowana bardziej uniwersalna metodologia konstrukcji modeli zagregowa­
nych. Pozw'aia ona w jednolity sposób traktować różne rodzaje zadań harmonogramowania produkcji w 

systemach jednostopniowvch, które dotychczas były rozpatrywane niezależnie.

2 . Sform ułow anie zadania harm onogram ow ania

Rozważany jest system produkcyjny zawierający zbiór L  jednostek wytwórczych, na których wytwa­
rzane są wyroby ze zbioru rV =  ,n ) .  Jest to system jednostopniowy, tzn. każdy z wyrobów wymaga
obróbki tylko na jednej jednostce 1 € A, przy czym zwykle istnieje możliwość wyboru jednostki do re­
alizacji zadania. W zależności od rodzaju jednostek wytwórczych różny jest czas obróbki wyrobów. Czas 

dostępności poszczególnych jednostek wytwórczych jest ograniczony.
Opracowanie harmonogramu produkcji na najbliższe T  okresów czasowych wymaga ustalenia ter­

minów produkcji poszczególnych wyrobów, określenia wielkości porcji produkcyjnych oraz przydziału 
porcji wyrobów do jednostek wytwórczych w celu zaspokojenia zapotrzebowań na wyroby w każdym 
okresie oraz minimalizacji łącznych kosztów. Zadanie programowania matematycznego będące uprosz­
czonym modelem powyższego problemu harmonogramowania jest postaci

P rob lem  P
T

mm EE
/€L

przy ograniczeniach

(1)

/.(< — IJ +  E ^ f O -  A(t) =  4. «€ yV;i =  l,...,r (2)
lei.

E i W O  -  Q“ l e  L;t = l, . . . , T  (3)
is s l

0 <  X ,|(0 i e  N ; l  £  L \ t =  l ,  . . . , T  (4)

o < I i( t )< 7 x t  i €  N ; t  = \ ,  . . . , T  -  \ (5)

/¿(O) =  0, Ii(T )  =  0 i €  iV (6)

przy czym zmiennymi decyzyjnymi są: xu (t)  - wielkość produkcji wyrobu i w jednostce wytwórczej l
w okresie i; /,■(<) - stan zapasu wyrobu i na koniec okresu t. Parametrami zadania są: htt - koszt 
magazynowania jednostki wyrobu i w okresie t\ dit - zapotrzebowanie na wyrób i w okresie i; 7 lf - 
maksymalny dopuszczalny poziom zapasów wyrobu i na koniec okresu U Qu - czas dostępności jednostki 
wytwórczej l w okresie pn - czas produkcji jednostki wyrobu i w jednostce wytwórczej l w okresie t 
(będziemy używać oznaczenia p,j =  oo w sytuacji, gdy na jednostce wytwórczej / nie może być wytwarzany 
wyrób i }. Funkcja fm  opisuje koszty produkcji wyrobów i w jednostce wytwórczej l w okresie i. Jako /¡¡t 

zazwyczaj przyjmowana jest funkcja nieciągła postaci

0 gdy x it(t) =  0,
gdy xu{t) > 0

gdzie A,/* jest kosztem wznowienia produkcji, a c,n jest jednostkowym kosztem produkcji. Warto zaznaczyć, 
że do powyższej postaci sformułowania można sprowadzić także zadania harmonogramowania. w których
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dolne ograniczenia na poziom zapasów (tzw. zapasy bezpieczeństwa) w nierównościach (5) są większe od 
zera, W tym celu należy przeprowadzić regularyzację modelu opisaną w pracy [10],

Problem P  jest problemem A ^-trudnym  nawet w szczególnych, stosunkowo prostych przypadkach 
(patrz [3]) i osiąga zwykle duże wymiary. Posługiwanie się szczegółowymi modelami jest ze względów 
obliczeniowych praktycznie niemożliwe, zaś z metodologicznego punktu widzenia niecelowe,skoro problem 
P  jest elementem planowania taktycznego, a uszczegółowienie harmonogramów następuje na poziomie 
planowania operacyjnego. Stosowane są więc modele zagregowane konstruowane najczęściej w oparciu o 
podobieństwo technologiczne wyrobów oraz podobieństwo jednostek wytwórczych.

3 . A gregacja w yrobów  podobnych

W praktyce przemysłowej wiele wyrobów charakteryzuje się bardzo dużym podobieństwem, różniąc się- 
między sobą jedynie drobnymi detalami, np. wykończeniem, wyposażeniem, kolorem itp., decydującymi 
o wersji danego wyrobu. Podobieństwo to wyraża się zarówno w strukturze wyrobów, jak również w 

kosztach produkcji i magazynowania oraz czasach produkcji na poszczególnych jednostkach wytwórczych. 
Przyjmijmy, że zbiór wszystkich wyrobów N  można podzielić na rozłączne grupy (rodziny) wyrobów 
N kl k  6 A', które charakteryzują się następującymi właściwościami

hu =  H kts Pil =  Pkl V i e N k; (7)

Powyższy warunek oznacza, że wyroby danej rodziny N k mają jednakowe koszty magazynowania równe
Hkt oraz jednakowe czasy produkcji równe Pki. Traktując wyroby podobne w sposób łączny, tzn. wpro­
wadzając zmienne zagregowane

* « (< )  =  £  * a (0 , A ( 0  =  £  /.-(O £ €  AT;1 €  £ ; t  =  1 , . . . ,T  (8)
.6 N, .EN.

można przy założeniu (7) zaproponować model zagregowany postaci

P ro b lem  A l

m i r . E E  £ j * ( X * « W )  +  A . F ł ( 0  (9)
t=i keK |_/eL

przy ograniczeniach

A ( t - l ) +  £ * „ ( < ) - Fk(t) =  D kl k € K - , t  =  l , . . . , T  (10)
iei

£  PkiXt,(t)  <  Q„ I e  L ; t  =  l  T  (11)
* 6  A"

o <  Ajfci(i) k e K - , l e L - , t  =  \  T  (12)

o <  Fk{t) <  Tk, k € K ; ł  =  l  T -  1 (13)

A (0 )  =  0, F„(T) =  0 k e K  (14)

przy czym D kt =  L.6,v. dn, P t (i) =  7„, a funkcja jw <(X u(i)) reprezentuje koszty zagregowane

ICitA', /*ii(xii(l))-
Ograniczenia modelu Al uzyskano w wyniku zsumowania ograniczeń modelu P  dla każdej grupy 

N k i wprowadzenia zmiennych zagregowanych zdefiniowanych zależnością (8). Stąd wynika, że jeżeli 

(z u (f),/¡ ( i))  jest rozwiązaniem dopuszczalnym problemu P , to A'«(i) =  EieW. x t.(0> A (<) =  12,eN, A(l) 
jest rozwiązaniem dopuszczalnym problemu A l, Z praktycznego punktu widzenia interesujące jest pyta- 
niCjCzy zachodzi odwrotna właściwość, czyli czy każde rozwiązanie zagregowane można zdezagregować.
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Aby zdezagregować dopuszczalne rozwiązanie (X w (i),F*(t)) problemu A l, należy znaleźć rozwiązaj 

spełniające (2), (4), (5), (6) i (8), tzn. dla każdego k  €  K  rozwiązać problem

P rob lem  jDI*, k  €  K

m i n E E
t=l i£Nk

E /«'(*«(<)) +  foi-W )

przy ograniczeniach

/ .( i  -  1) +  E » « W  -  ; i(i)  =  4 .  i €  Nk\ t  =  1, . . .  ,T
leL

0 i €  Art ; i  €  =  1 , T

0 < /¿(i) < 7„ te iV*;i = 1, . . . ,r -i
/¿(O) =  0, I,(T ) =  0 i € AT*

£  =  ^ « ( 0  ' €  Ni,;I €  A;t =  1, . . . , T
t€N*

Odpowiada to zna łzieniu najtańszego przepływu w sieci przedstawionej na rys.l. W sieci tej luki (Zu, Bu),

R y s. 1- diec dezagregacji S D l t  dla podproblemu 0 i ;
F ig . 1. The disaggregation network S D 1* for the subproblem Dlic

1), (B i,,U t) odpowiadają odpowiednio zmiennym x « (t), /¡(i)  ograniczonym zgodnie z (17), (18) 
oraz zapotrzebowaniom dlt. Wierzchołki Bu  reprezentują ograniczenia (16). Wierzchołki Zit są źródłami o 
zadanych wypływach X u (i)  i reprezentują ograniczenia (20). Będziemy mówili, że rozwiązanie problemu 

,41m ożna zdezagregować, jeżeli dla każdego 1' €  K  problem D l*  ma rozwiązanie dopuszczalne. Okazuje 
się, że w ogólnym przypadku mogą istnieć rozwiązania problemu A l, których nie można zdezagregować. 
Pokazuje to poniższy przykład. W rozdziale 5 pokażemy, że można sformułować warunki konieczne i do­

stateczne istnienia dopuszczalnej dezagregacji dla tego i podobnych problemów.

P rzyk ład  1 . Rozważmy przykład problemu P , w którym: T  =  3, Al — .V, — {1 ,2 }, L  — 1, Q u  — dla 

każdego i =  1,2; t =  1 ,2 ,3  oraz 7 „  =  7 n  =  7ji =  7 32 =  4 i dn  =  dn  =  d ,3 =  ¿23 =  2, du  =  7, d22 =  1- 
Po agregacji wyrobów 1 i 2 otrzymujemy zadanie, w którym F u  — 8 dla t =  1,2 oraz D u  =  4,
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D \i =  4, D n  =  8. Zauważmy, że rozwiązanie X n ( l)  =  12, X u (2) =  0, X u ł3 ) =  4 jest dopusz­
czalne dla zadania zagregowanego, ale nie da się go zdezagregować (nie ina możliwości zaspokojenia 

zapotrzebowania d n  — 7).

4 . A gregacja jed n ostek  produkcyjnie jednorodnych

Po przeprowadzeniu agregacji wyrobów dalsze uproszczenie modelu zadania jest często możliwe po­
przez agregację jednostek wytwórczych. W tym celu wśród zbioru jednostek wytwórczych L wyróżnimy 
jednostki podobne, charakteryzujące się produkcyjną jednorodnością

D efin icja  1. Jednostki wytwórcze t .m  są produkcyjnie jednorodne, jeżeli współczynniki p,i i p,m są u-ra- 
jem nie proporcjonalne, tzn. istnieje współczynnik proporcjonalności di.m Inki, że dla każdego i € A' za­

chodzi p,i =  3impim nlbo też p,i =  oc lub p,m =  oo.

Dokonajmy podziału zbioru jednostek wytwórczych L na podzbiory L’ , r € R  jednostek produkcyjnie 
jednorodnych. Dla uproszczenia przyjmiemy, że współczynniki 0  są równe 1, tzn. dla każdej grupy Lr, 

r € R  zachodzi
jeżeli p,i <  oc . to p,i =  Pu — PI V i €  A’*: I £ V  (21)

co można zawsze uzyskać odpowiednio skalując ograniczenia (11). Ponieważ X  *,(() =  0 gdy Pu  = oc. 
więc sumując ograniczenia (11) dla każdej z grup jednostek produkcyjnie jednorodnych L r i wprowadzając 

zmienne
.v ;(t)  =  £  X 41(<) l € A ' ; r e f t l  =  l , . . . J  (22)

UL-

uzyskujemy z A \  model bardziej zagregowany 

P rob lem  .42

min r  E  f c  G ;«(*I(‘ )) +  H uF kit)}  (23)
t*J k£ł\ -*

przy ograniczeniach

Ft ( i - l )  +  £ . V ; ( i ) - A ( t ) = £ > * ,  fc €  A'; i =  1.........T  (24)

E  ArA t'( i)  <  £  Qn r €  A; i =  1 T  (25)
k^K l€LT

0 <  X l( t )  k e h ' ; t  =  \ .........T  (26)

0 <  Fk(t) < T kl i  S A':i =  1.........T  -  1 (27)

Ft (0) =  0. F t(T )  =  0 k e  K  (28)

gdzie G’l,  jest pewną zagregowaną funkcją reprezentującą koszty ¿2ieLr 3u i( X u {I))- Ze sposobu konstruk­
cji modelu .42 wynika, że każde rozwiązanie dopuszczalne problemu .41 jest przekształcane przez (22) w 
dopuszczalne rozwiązanie problemu .42. Pojawia się znowu pytanie o możliwość dezagregacji rozwiązania 

problemu .42. Dezagregacja wymaga, aby były spełnione ograniczenia (11), (12) i (22). Zdefiniujmy

L \  =  { ( ( / €  / .' .  F<: <  oc} oraz h j  =  {A- \ k £ A. Pki < x ) (29)

; wprowadźmy zmienne p*/(f) =  P u X ki[t) dla k  6 A , / £ LTk. Zadanie dezagregacji można w-ted> 

sformułować następująco (patrz [llj):
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P ro b lem  D2, t,r  £  R- i =  1, . . . ,  T

min £  H  9kit(yu (i)/P k i) (30)
k£K lęL'

przy ograniczeniach

E  »*<(0 < Qi, l e L T; (31)
fc€A'/

0 < y i ,i( ł )  k £ K \ l £ L r (32)

E » « ( 0  =  * W W )  * e  *  (33)
len;

Sieć dezagregacji dla problemu D 2rt jest przedstawiona na rys. 2. W  sieci tej luki (Z k,V i) . k €  A', / €  1/ 

odpowiadają zmiennym y kt( i) , natomiast wierzchołki Z k, k  6  K  i Ui, l  €  V  reprezentują odpowiednio 
ograniczenia (33) i (31). W ypływ z wierzchołka źródłowego Z* jest równy Pk

R y s . 2 . Sieć dezagregacji S D 2 rt dla podproblemu D 2rt. W  nawiasach kwadratowych podano 
dolne i górne ograniczenia przepływów łukowych 

F ig . 2. The disaggregation network S D 2 rt for the subproblem D 2rt. The lower and upper 
bounds on the arc flows are given in the square brackets

Poniższy pizykiad pokazuje, że mogą istnieć rozwiązania problemu .42, których nie można zdezagre- 

gować w rozwiązania problemu A l. Warunki konieczne i dostateczne zapewniaiące możliwość dezagre­
gacji są formułowane w rozdziale 5.

P rzy k ła d  2 . Rozważmy przykład zadania A l. w którym w danym okresie t produkowane są 2 wy­

roby na 2 jednostkach wytwórczych o dostępnym czasie produkcji Q u -  2, Q 2! =  3. Czasy wytwanznia 
wyrobów są następujące Pu  =  P2] =  Pi2 =  1 oraz P22 =  oo. Zatem ograniczenia (11) m ają postać 

A 'n(i) +  A'j](i) <  2 . -V12(i) <  3.

Po agregacji i wprowadzeniu zmiennych X ,( t )  =  +  X i3(t) , X 2(t) =  A'2i( i)  otrzymujemy zadanie
A2 z ograniczeniami (25) postaci 

A'i (i) +  A'j(i) <  5

Zauważmy, że rozwiązanie A's(i)  =  0, A'2(i) =  5 spełnia to ograniczenie, ale nie mcżna go zdezagregować.

5. K onstrukcja regularnych  m od eli zagregow anych

W tym rozdziale zajmiemy się określaniem zunifikowanych warunków gwarantujących dopuszczalność 

dezagregacji dla problemów .41 i A2. Przedstawiona metodologia może być wykorzystywana przy formuło­



R egularyzacje m etod  agregacji 1 0 9

waniu takich warunków także dia innych podobnych problemów, w których dezagregacja sprowadza się 
do rozwiązania zadanitTznalezienia najtańszego przepływu w pewnej sieci.

Niech dana będzie sieć dezagregacji S D  składająca się ze zbioru wierzchołków V i zbioru łuków E, 
w których przepływ jest ograniczony od dołu j od góry wartościami I(e) i c(e),e  €  E. Dla uproszczenia 
będziemy zakładać, że l(e) ~  0 dla każdego e £ E . Wśród wierzchołków sieci będziemy wyróżniać źródła 
Zj, Z2, . . . ,  Zm i ujścia U\. U? ,. . . .  UT. Z każdego źródła Z; zadana jest wielkość wypływu A ,, przy czym 
wielkości A', odpowiadają wartościom zmiennych zagregowanych otrzymanych w wyniku rozwiązania 
■adania zagregowanego. Takimi sieciami są np. sieci S D \ k i S D 2r, przedstawione na rys. 1 i 2. Aby 
formułować warunki gwarantujące dopuszczalność dezagregacji, należy odpowiedzieć na pytanie,jakie 

warunki muszą spełniać zmienne aby istniał przepływ dopuszczalny w sieci S D . W tym
celu wprowadźmy do sieci S D  dodatkowy wierzchołek Z  oraz luki łączące ten wierzchołek ze wszyst­
kimi źródłami Z,. Ustalmy dolne ograniczenia przepływu w tych lukach zerowe, natom iast górne równe: 
e(Z, Z,) =  A',, i =  1, . . .  ,m . Podobnie wprowadźmy też wierzchołek U, jeżeli w sieci S D  występuje więcej 
niż jedno ujście. Dla łuków łączących poszczególne ujścia Ut z wierzchołkiem U przyjmijmy nieograniczone 
przepustowości. Tak zmodyfikowaną sieć oznaczymy przez S D '.  Zauważmy teraz, że dezagregacja jest 
możliwa w tedy i tylko wtedy, gdy maksymalny przepływ z wierzchołka Z  do U jest równy Aj. Z kolei 
ze znanych właściwości zadań sieciowych wynika, że wielkość ta  musi być nie większa niż przepustowość 
każdego przekroju w sieci S D '.  Fakt ten zapiszemy w postaci tw ierdzenia 1.

Niech 5  oznacza taki podzbiór wierzchołków V ' sieci SD ", że Z  €  5  i U 0  5  oraz niech 5  będzie 
dopełnieniem zbioru 5 , tzn. 5  =  V ' \  S . Ponadto niech (5 ,5 )  oznacza przekrój generowany przez 5  w 
sieci S D ',  czyli zbiór łuków łączących wierzchołki ze zbioru 5  z wierzchołkami ze zbioru 5 . Oznaczmy 
e (5 .5 ) = c(e). Zachodzi następujące twierdzenie.

T w ie rd z en ie  1. Rozwiązanie dopuszczalne (A ,) problemu zagregowanego można zdezagregować wtedy i 
tylko wtedy, gdy dla każdego przekroju ( 5 ,5 )  w sieci S D ' zachodzi , A, <  c (5 ,5 ) .

Dowód. Twierdzenie wynika bezpośrednio z faktu, że problem  dezagregacji sprowadza się do zadania 
znalezienia maksymalnego przepływu w sieci S D ' oraz ze znanego twierdzenia stanowiącego, że wartość 
maksymalnego przepływu jest równa przepustowości minimalnego przekroju (patrz np. [6j na s. 22). □

Zauważmy, że w twierdzeniu 1 wystarczy rozpatrywać tylko przekroje (5 ,5 ) ,  które są wyznaczane 
przez zbiory 5  i 5  generujące spójne podgrafy w sieci S D '. Takie przekroje będziemy nazywać spójnymi. 
Inne przekroje będą zawsze dawały większe wartości wielkości c (5 ,5 ) . Precyzyjne sformułowanie wa­
runków dopuszczalnej dezagregacji wymaga więc analizy wszystkich spójnych przekrojów w sieci S D ',  co 
dła złożonych sieci może być praktycznie nierealne. W przypadku sieci o regularnej struk turze  lub takiej, 
w której większość łuków ma nieograniczone górne przepustowości, liczba istotnych przekrojów' często 
bywa umiarkowana i udaje się dla tych przypadków sformułować warunki dopuszczalnej dezagregacji. 
Takimi przykładami są sieci S D  1* i S D 2-; .

Rozpatrzymy najpierw przypadek sieci SD 2rt z rys. 2. Dodajmy do niej wierzchołek Z  i luki łączące 
go z wierzchołkami Z i , . . . , Z m tworząc w ten sposób rozszerzoną sieć S D 2 '.. Przepustowości łuków
(Z, Z k), k =  1 ,m  przyjmijmy jako równe Pk X k{t). W sieci SD2'rt zachodzi c (5 ,5 )  <  cc tylko wtedy,
gdy przekrój (5 ,5 )  zawiera jedynie łuki ( Z ,Z k) łub (Ui, i ') .  Spróbujemy teraz określić wszystkie spójne 
przekroje sieci S D 2’rl o ograniczonych przepustowościach. Niech (5 ,5 )  będzie dowolnym spójnym prze­
krojem sieci SD 2 ‘rl takim , że c (5 ,5 )  <  oo. Dia tego przekroju zdefiniujmy zbiór J  =  {/ | (U t,U ) € 
(5 ,5 ) , I €  L r}. Ponadto niech K j  będzie zbiorem tych rodzin wyrobów, które mogą być produkowane
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wyłącznie przez jednostki wytwórcze ze zbioru J . Z powyższych definicji zbiorów J  i K j  wynika, że skoro 
przekrój (S ,3 ) jest spójny, to luki (Z ,Z k) dla k  € K j  nie mogą do niego należeć. Natomiast musi za­
chodzić (Z ,Z Ł) € (5 ,3 )  dla każdego k 6 K \  K j,  gdyż Z 6 5 , a ponieważ z definicji zbiorów J  i K j  
wszystkie wierzchołki Oj, z którymi jest połączony wierzchołek Z*, k € K \ h j  należą do 3 , więc również 
musi być Z* € 3  (przy założeniu, że c(5 ,3 ) <  oo).

Zatem na podstawie twierdzenia 1 oraz faktu, że K  =  {1,..., m}( wnioskujemy, że rozwiązanie 

AJ(t)> k € K  można zdezagregować,jeżeli

E W i!)<E^-+ Z rtw )  W
keK i a  46 K\Kj

W niosek  1 ,Rozwiązanie dopuszczalne [XJ,(i))keK,reR,t=i,....T problemu A l  można zdezagregować u> do­
puszczalne rozwiązanie problemu Al wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jest następujący warunek

Z  PkXi<t) < Z Q n  V J C L r, r e R ,  t =  (35)
te/Cj teJ

Wniosek ten dokładnie odpowiada rezultatowi uzyskanemu w pracy [11] przy zastosowaniu innej techniki 

dowodzenia.
W analogiczny sposób można sformułować warunki gwarantujące dopuszczalność dezagregacji rozwią- 

zań problemu A l. W celu konstrukcji sieci SD * dla tego przypadku modyfikujemy sieć SB U  z rys. 1 wpro­
wadzając wierzchołki Z i U oraz luki (Z, Zn) i (f/„ U), l €  L; i =  1,..., T  z przepustowościami odpowiednio 
[0,A'w(f)j i [0,co], Ponadto przyjmujemy, że przepustowości pozostałych luków [Zn,Bu), (B„, B,.,+ i),
(B,t, U,) są równe odpowiednio [0,oo], [0,7,-,]. [0,d,-,]. W sieci tej można ograniczyć liczbę istotnych
spójnych przekrojów, jeżeli zauważy się, że

(a) jeżeli Zn € 5  i B„ €  3 ; to e(5 ,3 ) =  oo,

(b) jeżeli istnieją l, m  6 L takie, że Zn € S i Zmt €  3 , to c (5 ,3 ) =  oo.

Punkt (b) wynika z faktu, że skoro Zm, 6 3  i przekrój (S ,3 ) ma być spójny, to istnieje takie i 6 Aj,, że
Bi, € 3 a ponieważ Zn € 5, więc na podstawie (a) mamy c(S,3) = oo. Przekroje sieci SDVk, które są
spójne i ograniczone, będą więc się składały z luków (Ba, Ut), (Bn, ) i (Z, Zn), przy czym w każdym
takim przekroju (5,3) zachodzą następujące relacje:

(c) jeżeli (B i„ U,) € (S ,3 ) i (B,,<+1, (/,+,) £  (S ,3 ), to (B„,B;.,+i) €  (5 ,3 )  ,

(d) jeżeli (Z, Zml) £  (S ,3 ) dla pewnego m £ i , t o z ( b )  wynika, że (Z, Z,,) £  (5 ,3 )  dla każdego 1 5 ć
oraz dla każdego : € Nk •

Na podstawie powyższych właściwości oraz twierdzenia 1 można więc podać następujące warunki dopusz­

czalnej dezagregacji
T

y ;  t ) <  Ai -f Bi ■+• A 2 +  $2 •+••• +  Au *ł* Bu 4- Au4.1 wb;
ł=l /eL

gdzie

A 1 -  Z  ( Ż  d'< + ) ’ i = 1. •■.,« + ! <3')
i£Nk t=V,3

£, = EE*(() , i = i « <38)
w», lei-



przy czym ograniczeń (36) jest tyle, ile jest różnych kombinacji parametrów u, tą,-, Wij, ry, sy spełniających 
warunki

1 <  u <  T, i>n =  l ,  u\,„+i =  T, Tj <  sy oraz
O <  n  — 1 <  to,i <  o,s <  Si +  1 <  r2 -  1 <  te*a <  . . .  <  Ui,*+i <  s u +  1 <  T  +  1.

Gdy ri =  1, to przyjmujemy A \  =  O, podobnie gdy s„ =  T  to A u+i =  0.
Okazuje się, że w rzeczywistos'ci znaczna część ograniczeń (36) jest redundancyjna. Można pokazać, że 

do pełnego opisu warunków dopuszczalnej dezagregacji wystarczą tylko ograniczenia, w których u =  1, 
czyli ograniczenia postaci

£ ( i > + 7 - J  +  £ £ * * - « +  £  £ * .  (39)
1=1 1 i€Wl tel ter leL ¿eN» teu,

gdzie k £  K , r < s  oraz 0 <  r — 1 <  uą <  tą <  s +  1 <  T  -t-1. Ograniczenia (36) dla u >  1 i zadanych 
parametrów o,y,u),y,ry,Sy, i €  jVt,y =  1, . . . , u  uzyskujemy bowiem w wyniku zsumowania stronami 
ograniczeń (39) kolejno dla r =  ?i, s =  ł j ,  u>; =  to,i, o, =  S,-j, potem r =  r3, s =  Sj, u>, =  £5*2, u.' =  5,3 
itd., aż do r =  f„, s =  ś„, uę =  ń),u, tę =  v,,«+i, a następnie odjęcia stronami u — 1 razy równania 

Z l ^ L X kl(t) =  Z l ^ N k dlt.
Wykorzystując fakt» że D e l,  *K«(0 =  E t l i  E .cn* ¿¿ifwarunek (39) można zapisać w równoważnej 

postaci podanej we wniosku 2 (por. [7]).

W n io sek  2 , Rozwiązanie dopuszczalne {Xki(t))k£K,ieL,t=i T problemu A l można zdezagregować tx? do­
puszczalne rozwiązanie problemu P  wtedy i tylko wtedy, gdy spełniony jes t następujący warunek

£ E  **'(*) 5  E  -7 ,w )  (40)
, TTT TT; r - l< ti/ < v < * + l * ’
i= r  /et- .eA* t= w + l

dla każdego k  6  K  oraz r ,s ,  1 <  r <  s  <  X.

Będziemy mówili, że model zagregowany jest regularny, jeżeli każde jego rozwiązanie dopuszczalne 
można zdezagregować. Aby więc zregularyzować modele A l i A2,należy do pierwszego z nich dołączyć 
ograniczenia (40), a  do drugiego ograniczenia (35). W  podobny sposób można wyprowadzić warunki 
regularnej agregacji dla bardziej złożonych przypadków zadań, np. uwzględniających ograniczenia na 

maksymalne wielkos'ci porcji produkcyjnych [8].
Przy formułowaniu twierdzenia 1 zakładaliśmy, że dolne ograniczenia na przepływ w lukach sieci S D  

są zerowe. Gdy /(e) >  0 dla pewnych e €  E  w sieci S D , to problem znalezienia w niej dopuszczalnego 
przepływu można również sprowadzić do zadania znalezienia maksymalnego przepływu w pewnej rozsze­
rzonej sieci S D ‘, w której l'(e) =  0 dla każdego e €  £ '  (patrz [6]). Warunki gwarantujące dopuszczalność 
dezagregacji uzyskujemy wówczas na podstawie analizy przekrojów sieci S D J.

6 .  P odsum ow anie

W pracy pokazano, że typowy schemat agregacji w ogólnym przypadku prowadzi do modeli relaksa­
cyjnych. Nie ma wtedy gwarancji, że rozwiązanie problemu zagregowanego będzie można zdezagregować. 
W przypadku gdy dezagregacja przeprowadzana jest w oparciu o proste modele sieciowe, to analizując 

przekroje sieci można sformułować warunki gwarantujące dopuszczalność dezagregacji, a na tej podsta­
wie zaproponować regularny model zagregowany. Podstawową zaletą regularnych modeli zagregowanych 

jest fakt, że każde ich rozwiązanie można zdezagregować. Główna wada to konieczność uwzględnienia 

dodatkowych ograniczeń, których liczba w ogólnym przypadku zależy w sposób wykładniczy od liczby

Regularyzacje m etod agregacji —______________________________________________________________j ,g i
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zmiennych zagregowanych. Tylko w niewielu przypadkach regularyzacja m odelu nie powoduje wzrostu 

jego wymiarowości (patrz [10]). Konieczność uwzględnienia dodatkowych ograniczeń powoduje, że w prak­

tyce regularne modele często nie mogą być w sposób bezpośredni stosowane. Są one jednak źródłem wielu 

cennych informacji, które m ogą być wykorzystywane do formułowania prostszych m odeli zagregowanych, 

np. modeli restrykcyjnych [7, 12] lub do konstrukcji iteracyjnych schematów agregacji [8, 11, 12],
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A b s t r a c t :

The paper presents a methodology' of regular aggregation of item s and resources for solving lol-sizc  
scheduling problems in single-stage system s with parallel production units. In the system  there is a set of 
parallel uniform production units which may produce groups of similar item s in lots. Given demand for 
items and resource lim itations, the scheduling problem is to find the production lots of item s on parallel 
units over T  periods so that the sum of the production, setup and inventory holding costs is minimized.

A unified approach for construction of the regular aggregated m odels, solutions of which can be 
always disaggregated into detailed feasible schedules, is given. In comparison to the typical aggregation 
models, the regular m odels must contain som e additional constraints, which can b e  obtained from the 
disaggregation network.


