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REGULARYZACJE METOD AGREGACJI ZADAN HARMONOGRAMOWANIA W
JEDNOSTOPNIOWYCH SYSTEMACH PRODUKCYJNYCH

REGULARIZATION OF AGGREGATION METHODS FOR LOT-SIZE SCHEDULING
IN SINGLE-STAGE SYSTEMS

REGULARISATION DER AGGREGATIONSMETHODEN FUR PROBLEME DER
HARMONOGRAMMBILDUNG IN EINSTUFIGEN PRODUKTIONSYSTEMEN

Streszczenie: W pracy przedstawiono metodologia wykorzystania metod agregacji wyrobdw i
zasobéw do rozwigzywania zagadnienia harmonogramowania produkcji porcjami w systemie skia-
dajacym sie z kilku réwnolegle pracujacych jednostek wytwoérczych. Zaprezentowano zunifikowane
podejscie do konstrukcji regularnych modeli zagregowanych, ktérych rozwigzania mozna zawsze zdez-
agregowa¢ w dopuszczalne harmonogramy szczegétowe.

Summary. The paper présents a methodology of regular aggregatiori of items and resources
for solving iot-size scheduling problems in single-stage Systems with parallel production units. A
unified approach for construction of the regular aggregated models, solutions of which can be always
disaggregated into detai‘ied feasible schedules, is given.

Zusammenfassung: Im Beitrag wird die Methodologie der Ausnutzung der Methoden Aggregation
der"Produkten und Ressourcen zum Ldsung des Problems Harmonogrammbildung fur die Produktion
im Partien vorgestellt. Das System besteht aus einigen parallel arbeitenden Erzeugungseinheiten. Es
wird die vereinheitliche Einstellung zu der Konstruktion der reguldaren aggregierten Modellen dar-
gestellt. Diese Modelle kann man stets zum zuléssigen ausfihrlichen Harmonogrammen reduzieren.

1le Wprowadzenie

Sterowanie produkcji w ztozonych systemach wytwarzania wymaga podejmowania roznego rodzaju
decyzji, ktére w ogélnym ujeciu mozna podzieli¢ na.trzy kategorie (por. np. [3, 12]):

t Planowanie strategiczne (dtugoterminowe) - dtugofalowe decyzje o inwestycjach, asortymencie pro-
dukcji i wyposazeniu zaktadu ,

« Planowanie taktyczne (Srednioterminowe) - decyzje dotyczace wielkosci produkcji, terminéw jej
realizacji, rozdziatu zasobow |,

« Planowanie operacyjne (krotkoterminowe) - szczeg6towe decyzje zwigzane z biezagcym funkcjonowa-
niem systemu, np. szeregowanie zadan, wybér marszrut, korygowanie zaktocen .

Niniejsza praca dotyczy zagadnien zwigzanych z planowaniem taktycznym. Ogromny rozmiar zadan,
jakie pojawiajg sie na tym szczeblu decyzyjnym ,zmusza do postugiwania sie modelami zagregowanymi.
Agregacja pozwala zmniejszy¢ wymiary analizowanych probleméw i usredni¢ btedy wynikajace z nie-
doktadnodci identyfikacji parametréw zadania. Metody agregacji stanowia jedno z bardziej efektywnych
podej$¢ do rozwigzywania praktycznych zadan harmonogramowania produkcji (patrz np. [4, 12]) oraz
wielu innych pokrewnych zadan optymalizacji (patrz [9]). Nalezy jednak pamieta¢, ze agregacja czesto
wigze sie z utratg pewnej czesci informacji o problemie i moze prowadzi¢ do zbyt duzych uproszczeA. Ty-
powy schemat agregacji prowadzi do relaksacji problemu, co oznacza, ze moga pojawia¢ sie rozwigzania
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zagregowane, ktdrych nie udaje sie zdezagregowac¢,w dopuszczalne rozwigzania problemu pierwotnego. Z
praktycznego punktu widzenia interesujace sa raczej te metody, ktdre zawsze generuja rozwigzania do-
puszczalne nawet kosztem pewnej utraty optymalnosci. W literaturze problem dopuszczalnosci dezagrega-
cji byl rozpatrywany dla réznych szczegétowych zagadnien miedzy innymi w pracach (1, 2, 5, 7, 8, 10, 11).
W niniejszej pracy jest proponowana bardziej uniwersalna metodologia konstrukcji modeli zagregowa-
nych. Pozw'aia ona w jednolity sposéb traktowac rézne rodzaje zadan harmonogramowania produkcji w
systemach jednostopniowvch, ktére dotychczas byly rozpatrywane niezaleznie.

2. Sformutowanie zadania harmonogramowania

Rozwazany jest system produkcyjny zawierajacy zbiér L jednostek wytwoérczych, na ktérych wytwa-
rzane sa wyroby ze zbioru rvV = ,n). Jest to system jednostopniowy, tzn. kazdy z wyrobéw wymaga
obrébki tylko na jednej jednostce 1 € A, przy czym zwykle istnieje mozliwo$¢ wyboru jednostki do re-
alizacji zadania. W zaleznosci od rodzaju jednostek wytworczych rézny jest czas obrébki wyrobéw. Czas
dostepnosci poszczeg6lnych jednostek wytwdérczych jest ograniczony.

Opracowanie harmonogramu produkcji na najblizsze T okreséw czasowych wymaga ustalenia ter-
minéw produkcji poszczeg6lnych wyroboéw, okreslenia wielkosci porcji produkcyjnych oraz przydziatu
porcji wyrobéw do jednostek wytwoérczych w celu zaspokojenia zapotrzebowan na wyroby w kazdym
okresie oraz minimalizacji tacznych kosztéw. Zadanie programowania matematycznego bedace uprosz-

czonym modelem powyzszego problemu harmonogramowania jest postaci

Problem P .
mm EE M
€L
przy ograniczeniach
/K- D+ ENFO- A= 4. «€EWi=1,...,r @
k.
Eiw O - Q“ le Lit=1,...,T 3)
issl
0< X,J(0 ie N;l£L\t= 1, ...,T (4)
o<li(t)<7xt i€ N;t=\, ...,T -\ (5)
O)= 0, 1i(T)=0 i€iVv (6)

przy czym zmiennymi decyzyjnymi sa: xu(t) - wielko$¢ produkcji wyrobu i wjednostce wytwoérczej |
w okresie i; /m(<) - stan zapasu wyrobu i na koniec okresu t. Parametrami zadania sg: htt - koszt
magazynowania jednostki wyrobu i w okresie t\ dit - zapotrzebowanie na wyréb i w okresie i; 7If -
maksymalny dopuszczalny poziom zapaséw wyrobu i na koniec okresu U Qu - czas dostepnosci jednostki
wytwoérczej | w okresie pn - czas produkcji jednostki wyrobu i w jednostce wytwérczej | w okresie t
(bedziemy uzywaé oznaczenia p,j = 0o w sytuacji, gdy najednostce wytworczej / nie moze by¢ wytwarzany
wyréb i }. Funkcja fm opisuje koszty produkcji wyrob6éw i w jednostce wytworczej | w okresie i. Jako /jijt
zazwyczaj przyjmowana jest funkcja nieciggta postaci
0 gdy xit(t) = 0,
gdy xu{t) >0
gdzie A/ jest kosztem wznowienia produkcji, a ¢,n jest jednostkowym kosztem produkcji. Warto zaznaczy¢,
ze do powyzszej postaci sformutowania mozna sprowadzi¢ takze zadania harmonogramowania. w ktérych
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dolne ograniczenia na poziom zapaséw (tzw. zapasy bezpieczenstwa) w nieréwnosciach (5) sa wieksze od
zera, W tym celu nalezy przeprowadzi¢ regularyzacje modelu opisang w pracy [10],

Problem P jest problemem A”-trudnym nawet w szczegdlnych, stosunkowo prostych przypadkach
(patrz [3]) i osiaga zwykle duze wymiary. Postugiwanie sie szczegétowymi modelami jest ze wzgledow
obliczeniowych praktycznie niemozliwe, za$ z metodologicznego punktu widzenia niecelowe,skoro problem
P jest elementem planowania taktycznego, a uszczeg6towienie harmonograméw nastepuje na poziomie
planowania operacyjnego. Stosowane sg wiec modele zagregowane konstruowane najczesciej w oparciu o
podobienstwo technologiczne wyrobéw oraz podobienstwo jednostek wytwérczych.

3. Agregacja wyrobow podobnych

W praktyce przemystowej wiele wyrobéw charakteryzuje si¢ bardzo duzym podobiefAstwem, roznigc sie-
miedzy sobg jedynie drobnymi detalami, np. wykoriczeniem, wyposazeniem, kolorem itp., decydujgcymi
o wersji danego wyrobu. Podobienstwo to wyraza sie zaréwno w strukturze wyrobéw, jak réwniez w
kosztach produkcji i magazynowania oraz czasach produkcji na poszczegélnych jednostkach wytwérczych.
Przyjmijmy, ze zbiér wszystkich wyrobéw N mozna podzieli¢ na roztgczne grupy (rodziny) wyrobéw
Nkl k 6 A', ktére charakteryzuja sie nastepujacymi wiasciwosciami

hu = Hks Pil = PKI VieN k; 0]

Powyzszy warunek oznacza, ze wyroby danej rodziny Nkmaja jednakowe kosztymagazynowania réwne
Hkt oraz jednakowe czasy produkcji réwne Pki. Traktujac wyroby podobne w sposéb tgczny, tzn. wpro-
wadzajgc zmienne zagregowane

*(<) = 5;\51 *a(0, A (0 :EN£ [-(O £€AT1€ £;t=1,...,T (8)

mozna przy zatozeniu (7) zaproponowa¢ model zagregowany postaci

Problem Al
mir.EE £j*(X*«W) + A.FHO0 9
=i keK LA ( ) ( ®)
przy ograniczeniach
A (t-1)+£*,(<)-Fkt)=DK ke€K-,t=1,...,T (10)
iei
£ PkiXt,(t) < Q, leL;t=1 T (11)
o an
o < Ajfci(i) keK-,leL-,t =\ T (12)
0 < Fk{t) < Tk, KEK;t =1 T-1 (13)
A(0)=0, F,(T)=0 keK (14)
przy czym Dkt = L.6,v.dn, Pt(i) = 7,,, a funkcja jw<(Xu(i)) reprezentuje koszty zagregowane

IGitA", Ak i)~

Ograniczenia modelu Al uzyskano w wyniku zsumowania ograniczen modelu P dla kazdej grupy
Nk i wprowadzenia zmiennych zagregowanych zdefiniowanych zaleznoécig (8). Stad wynika, ze jezeli
(zu(f),/i(i)) jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu P, to A'«(i) = EieW. xt.(0> A(<) = 12,eN, A(l)
jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu Al, Z praktycznego punktu widzenia interesujgce jest pyta-
niCjCzy zachodzi odwrotna witasciwos¢, czyli czy kazde rozwigzanie zagregowane mozna zdezagregowac.
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Aby zdezagregowac¢ dopuszczalne rozwigzanie (Xw(i),F*(t)) problemu Al, nalezy znalez¢ rozwigzaj
spetniajace (2), (4), (5), (6) i (8), tzn. dla kazdego k € K rozwigza¢ problem

Problem jDI*, k € K

m inE E E /[<(*«(<)) + foi-W)
t=T iENk
przy ograniczeniach
[.(i- 1)+ E»x«W - ;i(i) = 4. T€NK\t=1,...,T
leL
0 i € At;i € =1 , T

o</)<7, teivsi=L ...,r-i
10)=10, I(T)=0 i€A>
£ =A«(0 'ENijI€At=1,....T
tEN®

Odpowiada to zna #zieniu najtaniszego przeptywu w sieci przedstawionej na rys.l. W sieci tej luki (Zu, Bu),

Rys. 1- diec dezagregacji SD It dla podproblemu 0 i;
Fig. 1. The disaggregation network SD 1* for the subproblem Dlic

1), (Bi,,Ut) odpowiadajg odpowiednio zmiennym x«(t), /j(i) ograniczonym zgodnie z (17), (18)
oraz zapotrzebowaniom dlt. Wierzchotki Bu reprezentujg ograniczenia (16). Wierzchotki Zit sg Zrédtami o
zadanych wyptywach X u (i) i reprezentuja ograniczenia (20). Bedziemy moéwili, ze rozwigzanie problemu
,41mozna zdezagregowa¢, jezeli dla kazdego 1' € K problem DI* ma rozwigzanie dopuszczalne. Okazuje
sie, ze w 0gdélnym przypadku moga istnie¢ rozwigzania problemu Al, ktérych nie mozna zdezagregowac.
Pokazuje to ponizszy przyktad. W rozdziale 5 pokazemy, ze mozna sformutowa¢ warunki konieczne i do-
stateczne istnienia dopuszczalnej dezagregacji dla tego i podobnych probleméw.

Przyktad 1. Rozwazmy przyktad problemu P, w ktérym: T = 3, Al —.V, —{1,2}, L —1, Qu — dla
kazdego i = 1,2; t= 1,23 0raz7,, =7n =7ji =72=4idn =dn =d,3= ¢23=2, du = 7, d2= 1
Po agregacji wyrobéw 1 i 2 otrzymujemy zadanie, w ktérym Fu — 8 dlat = 1,2 oraz Du = 4,
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D\i = 4, Dn = 8. Zauwazmy, ze rozwigzanie Xn(l) = 12, Xu (2) = 0, Xut3) = 4 jest dopusz-
czalne dla zadania zagregowanego, ale nie da sie go zdezagregowa¢ (nie ina mozliwosci zaspokojenia
zapotrzebowania dn —7).

4. Agregacja jednostek produkcyjnie jednorodnych

Po przeprowadzeniu agregacji wyrobéw dalsze uproszczenie modelu zadania jest czesto mozliwe po-
przez agregacje jednostek wytworczych. W tym celu wsrod zbioru jednostek wytwérczych L wyrdznimy
jednostki podobne, charakteryzujace sie produkcyjng jednorodnoscia

Definicja 1.Jednostki wytwércze t.m sa produkcyjnie jednorodne, jezeli wspétczynniki p,i ip,m sa u-ra-
jemnie proporcjonalne, tzn. istnieje wspotczynnik proporcjonalnosci di.m Inki, ze dla kazdego i € A" za-
chodzi p,i = 3impim nlbo tez p,i = oc lub p,m = oo0.

Dokonajmy podziatu zbioru jednostek wytwdrczych L na podzbiory L’, r € R jednostek produkcyjnie
jednorodnych. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze wspoétczynniki 0 sg rowne 1, tzn. dla kazdej grupy Lr,
r € R zachodzi

jezeli p,i < oc . top,i = Pu—PI Vi€ A*I£V (21)

co mozna zawsze uzyska¢ odpowiednio skalujac ograniczenia (11). Poniewaz X *,(() = 0 gdy Pu = oc.
wiec sumujac ograniczenia (11) dla kazdej z grup jednostek produkcyjnie jednorodnych Lr i wprowadzajac
zmienne

Vi(t) = £ X4(<) €A ";reftl =1,...3 (22)
uL-

uzyskujemy z A\ model bardziej zagregowany

Problem .42
minr E fc G;«(*I()) + HuFkit)} (23)
t*J kER *
przy ograniczeniach
Ft(i-1) + £V (i)-A(t)=£>*, f€ Ai =1.... T (24)
E ArAt(i) < £ Qn reAi=1 T (25)
k™K IELT
0< XI(t) keh';t =\.... T (26)
0< Fk(t) <Tkl i SA" =1... T-1 27)
Ft(0) =0. FT)=0 ke K (28)

gdzie Gl, jest pewna zagregowang funkcja reprezentujaca koszty ¢2ieLr3ui(X u{l))- Ze sposobu konstruk-
cji modelu .42 wynika, ze kazde rozwigzanie dopuszczalne problemu .41 jest przeksztatcane przez (22) w
dopuszczalne rozwiazanie problemu .42. Pojawia sie znowu pytanie o mozliwo$¢ dezagregacji rozwigzania
problemu .42. Dezagregacja wymaga, aby byty spetnione ograniczenia (11), (12) i (22). Zdefiniujmy

L\ = {((/€ /.".F< < oc}oraz hj = {A\k £ A.Pki<x ) (29)

; wprowadZzmy zmienne p*/(f) = PuXki[t) dla k 6 A,/ £ LK. Zadanie dezagregacji mozna w-ted>
sformutowaé nastepujaco (patrz [Ilj):
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Problem D2,t,r £ R-i=1, ..., T
min £ H 9kit(yu(i)/Pki) (30)
kEK leL'
przy ograniczeniach
E »<(0<0Qi leLT; (31)
foeny
o<yi,it) kEK\NIELT (32)
E»«(OZ *WW) *e* (33)

len;

Sie¢ dezagregacji dla problemu D2rt jest przedstawiona na rys. 2. W sieci tej luki (Zk,Vi). k € A",/ € 1/
odpowiadajg zmiennym ykt(i), natomiast wierzchotki Zk, k 6 K i Ui, | € V reprezentujg odpowiednio
ograniczenia (33) i (31). Wyptyw z wierzchotka Zzrédtowego Z* jest réwny Pk

Rys. 2. Sie¢ dezagregacji SD 2rt dla podproblemu D2rt. W nawiasach kwadratowych podano
dolne i gérne ograniczenia przeptywéw tukowych

Fig. 2. The disaggregation network SD 2rt for the subproblem D2rt. The lower and upper
bounds on the arc flows are given in the square brackets

Ponizszy pizykiad pokazuje, ze mogg istnie¢ rozwigzania problemu .42, ktérych nie mozna zdezagre-
gowaé w rozwigzania problemu Al. Warunki konieczne i dostateczne zapewniaigce mozliwo$¢ dezagre-
gacji sa formutowane w rozdziale 5.

Przyktad 2. Rozwazmy przyktad zadania Al. w ktérym w danym okresie t produkowane sg 2 wy-
roby na 2 jednostkach wytwdrczych o dostegpnym czasie produkcji Qu - 2, Q2 = 3. Czasy wytwanznia
wyrobow sg nastepujgce Pu = P2] = Pi2 = 1oraz P2 = oo. Zatem ograniczenia (11) majg postac
A'n(i) + A'jI(i) < 2. -V12(i) < 3.
Po agregacji i wprowadzeniu zmiennych X ,(t) = + Xi3(t), X2(t) = A2i(i) otrzymujemy zadanie
A2 z ograniczeniami (25) postaci
Ai(i)+ A'j(i) < 5

Zauwazmy, ze rozwigzanie A's(i) = 0, A'2(i) = 5 spetnia to ograniczenie, ale nie mczna go zdezagregowac.

5. Konstrukcja regularnych modeli zagregowanych

W tym rozdziale zajmiemy sie okreslaniem zunifikowanych warunkéw gwarantujacych dopuszczalno$é
dezagregacji dla probleméw .41 i A2. Przedstawiona metodologia moze by¢ wykorzystywana przy formuto-
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waniu takich warunkéw takze dia innych podobnych probleméw, w ktérych dezagregacja sprowadza sie
do rozwiazania zadanitTznalezienia najtafiszego przeptywu w pewnej sieci.

Niech dana bedzie sie¢ dezagregacji SD sktadajgca sie ze zbioru wierzchotkéw V i zbioru tukéw E,
w ktorych przeptyw jest ograniczony od dotu j od géry wartosciami I(e) i c(e),e € E. Dla uproszczenia
bedziemy zaktada¢, ze I(e) ~ 0 dla kazdego e £ E. Wérdd wierzchotkdw sieci bedziemy wyrézniaé zrédta
Zj,Z2,..., Zm i ujécia U\. U?,.... UT. Z kazdego Zrodta Z; zadana jest wielkos¢ wyptywu A,, przy czym
wielko$ci A', odpowiadajg wartosciom zmiennych zagregowanych otrzymanych w wyniku rozwigzania
madania zagregowanego. Takimi sieciami sg np. sieci SD\k i SD2r, przedstawione na rys. 1i 2. Aby
formutowaé warunki gwarantujgce dopuszczalno$¢ dezagregacji, nalezy odpowiedzie¢ na pytanie,jakie
warunki muszg spetnia¢ zmienne aby istniat przeptyw dopuszczalny w sieci SD. W tym
celu wprowadzmy do sieci SD dodatkowy wierzchotek Z oraz luki taczace ten wierzchotek ze wszyst-
kimi Zrédtami Z,. Ustalmy dolne ograniczenia przeptywu w tych lukach zerowe, natomiast gérne réwne:
e(z,2)) = A, i=1,...,m. Podobnie wprowadZzmy tez wierzchotek U, jezeli w sieci SD wystepuje wiecej
niz jedno ujscie. Dla tukdw tgczacych poszczeg6lne ujscia Ut z wierzchotkiem U przyjmijmy nieograniczone
przepustowosci. Tak zmodyfikowang sie¢ oznaczymy przez SD'. Zauwazmy teraz, ze dezagregacja jest
mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy maksymalny przeptyw z wierzchotka Z do U jest rowny Aj. Z kolei
ze znanych wiasciwos$ci zadan sieciowych wynika, ze wielko$¢ ta musi by¢ nie wieksza niz przepustowo$é
kazdego przekroju w sieci SD'. Fakt ten zapiszemy w postaci twierdzenia 1.

Niech 5 oznacza taki podzbiér wierzchotkéw V' sieci SD", ze Z € 5 i U 0 5 oraz niech 5 bedzie
dopetnieniem zbioru 5, tzn. 5 = V' \ S. Ponadto niech (5,5) oznacza przekr6j generowany przez 5 w
sieci SD ', czyli zbiér tukdw taczacych wierzchotki ze zbioru 5 z wierzchotkami ze zbioru 5. Oznaczmy
e(5.5) = c(e). Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Rozwigzanie dopuszczalne (A,) problemu zagregowanego mozna zdezagregowaé wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego przekroju (5,5) w sieci SD' zachodzi , A, < c(5,5).

Dowoéd. Twierdzenie wynika bezposrednio z faktu, ze problem dezagregacji sprowadza sie do zadania
znalezienia maksymalnego przeptywu w sieci SD ' oraz ze znanego twierdzenia stanowigcego, ze warto$¢
maksymalnego przeptywu jest réwna przepustowos$ci minimalnego przekroju (patrz np. [6j nas. 22). O

Zauwazmy, ze w twierdzeniu 1 wystarczy rozpatrywaé tylko przekroje (5,5), ktére sg wyznaczane
przez zbiory 5 i 5 generujace spéjne podgrafy w sieci SD '. Takie przekroje bedziemy nazywac spojnymi.
Inne przekroje beda zawsze dawaty wieksze wartosci wielkosci ¢(5,5). Precyzyjne sformutowanie wa-
runkéw dopuszczalnej dezagregacji wymaga wiec analizy wszystkich spéjnych przekrojéw w sieci SD ', co
dta ztozonych sieci moze by¢ praktycznie nierealne. W przypadku sieci o regularnej strukturze lub takiej,
w ktorej wiekszos¢ tukow ma nieograniczone goérne przepustowosci, liczba istotnych przekrojow' czesto
bywa umiarkowana i udaje sie dla tych przypadkéw sformutowaé¢ warunki dopuszczalnej dezagregacji.
Takimi przyktadami sg sieci SD 1* i SD 2-;.

Rozpatrzymy najpierw przypadek sieci SD2rt z rys. 2. Dodajmy do niej wierzchotek Z i luki taczace
go z wierzchotkami Zi,...,Zm tworzac w ten sposéb rozszerzong sie¢ SD2'.. Przepustowosci tukéw
(Z,Zk), k=1 ,m przyjmijmy jako réwne PkX k{t). W sieci SD2'rt zachodzi ¢(5,5) < cc tylko wtedy,
gdy przekréj (5,5) zawiera jedynie tuki (Z,Zk) tub (Ui, i'). Sprébujemy teraz okresli¢ wszystkie spéjne
przekroje sieci SD2H o ograniczonych przepustowosciach. Niech (5,5) bedzie dowolnym spéjnym prze-
krojem sieci SD2fl takim, ze ¢(5,5) < o0o. Dia tego przekroju zdefiniujmy zhiér J = {/ | (Ut,U) €
(5,5), | € Lr}. Ponadto niech Kj bedzie zbiorem tych rodzin wyrobéw, ktére mogag by¢ produkowane
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wylacznie przez jednostki wytwércze ze zbioru J . Z powyzszych definicji zbioréw J i Kj wynika, ze skoro
przekréj (S,3) jest spdjny, to luki (Z,Zk) dla k € Kj nie mogg do niego naleze¢. Natomiast musi za-
chodzi¢ (Z,Zt) € (5,3) dla kazdego k 6 K \ Kj, gdyz Z 6 5, a poniewaz z definicji zbioréw J i Kj
wszystkie wierzchotki Oj, z ktérymi jest potaczony wierzchotek Z*, k € K\ hj naleza do 3, wiec réwniez
musi by¢ Z* € 3 (przy zatozeniu, ze ¢(5,3) < 00).

Zatem na podstawie twierdzenia 1 oraz faktu, ze K = {1,..., m}(wnioskujemy, ze rozwigzanie
AJ(t)> k € K mozna zdezagregowac,jezeli

EW i)<Er-+ Z rtw) W
keK 1a 46K\K]j

Wniosek 1,Rozwigzanie dopuszczalne [XJ,(i))keK,reR,t=i,... T problemu Al mozna zdezagregowa¢ u>do-
puszczalne rozwigzanie problemu Al wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest nastepujacy warunek

Z PkXi<t)<zQn VIJCLr, reR, t= (€9)
te/Cj teJ

Whiosek ten doktadnie odpowiada rezultatowi uzyskanemu w pracy [11] przy zastosowaniu innej techniki
dowodzenia.

W analogiczny sposéb mozna sformutowaé warunki gwarantujgce dopuszczalno$¢ dezagregacji rozwig-
zan problemu Al. W celu konstrukcji sieci SD * dla tego przypadku modyfikujemy sie¢ SBU zrys. 1wpro-
wadzajac wierzchotki Z i U oraz luki (Z, Zn) i (f/,, U), 1€ L;i= 1,..., T zprzepustowos$ciami odpowiednio
[0,A'w(f)j i[0,co], Ponadto przyjmujemy, ze przepustowosci pozostatychlukéw[Zn,Bu),(B,,, B,.+i),
(B,t,U,) s3g roéwne odpowiednio [0,00], [0,7,-]. [0d,-]. W sieci tej moznaograniczy¢liczbeistotnych
spéjnych przekrojow, jezeli zauwazy sie, ze

(a) jezeli zn€ 5 1i B, € 3;to e(5,3) = oo,
(b) jezeli istniejg I, m 6 L takie, ze Zn € SizZmt€ 3, to c(5,3) = 00.

Punkt (b) wynika z faktu, ze skoro Zm, 6 3 i przekréj (S,3) maby¢ spojny, to istnieje takie i 6 Aj,, ze
Bi, € 3 a poniewaz zn € 5,wiec na podstawie (2) mamy O(S,3) = oo.Przekroje sieci SDVK, kbre sg
spéjne i ograniczone, beda wiec sie sktadaty z lukéw (Ba, Ut), (Bn, )i (Z, Zn), przy czym w kazdym
takim przekroju (5,3) zachodza nastepujace relacje:

(c) jezeli (Bi.,U,)) € (S,3) i (B, <+ (/,+,) £ (S.3), to (B.,,B;.,+i) € (5,3) ,

(d) jezeli (Z,Zml) £ (S,3) dla pewnego m£i,toz(b) wynika, ze (Z,Z,,) £ (5,3) dla kazdego 15 ¢
oraz dla kazdego : € Nk

Na podstawie powyzszych wtasciwosci oraz twierdzenia 1 mozna wiec podaé nastepujace warunki dopusz-

czalnej dezagregacji

T
Y t) < Ai -f Bi meA2+ $2 e+eee + Au¥Bu 4 Audl whb;
t=1 /e

gdzie
Al- Z (Z d<+ =1 em «+ ! 3
iENK g—v_ 3 ) )

£=EE*(() ,1=1 «

W», lei-
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przy czym ograniczen (36) jest tyle, ile jest r6znych kombinacji parametréw u, ta,-, Wij, ry, sy spetniajacych
warunki

1<u<T, >n=1, u\,+i =T, Tj < sy oraz

O<n —1<t0,i<0s<Si+1<7r2- 1<tfa<...<U**i<su+1<T+ 1
Gdy ri = 1, to przyjmujemy A\ = O podobnie gdy s,, = T to Au+i = 0.

Okazuje sie, ze w rzeczywistos'ci znaczna cze$¢ ograniczen (36) jest redundancyjna. Mozna pokaza¢, ze
do petnego opisu warunkéw dopuszczalnej dezagregacji wystarcza tylko ograniczenia, w ktérych u = 1,
czyli ograniczenia postaci

E(i>+7-J +££**-«+ £ £7*. 39
i€\/\ﬁte| (39)

=11 ter leL N teu,

gdziek £ K, r<soraz0O<r—1<ug<tg<s+ 1< T-t-1. Ograniczenia (36) dla u > 1i zadanych
parametréw o,y,u),y,ry,Sy, i € jvty = 1, ...,u uzyskujemy bowiem w wyniku zsumowania stronami
ograniczen (39) kolejno dlar = ?i, s = tj, v = to,i, 0, = S+j, potem r = r3, s = Sj, iy = £5*2 u' = 53
itd., az dor = f,, s = §,, ue = A)u, te = v, «+i, a nastepnie odjecia stronami u —1 razy réwnania
Z 1ML X ki(t)y=2Z I~ N kdlt.

Wykorzystujac fakt» ze Del, *K«(0 = E tli E.cn*¢¢ifvarunek (39) mozna zapisa¢ w réwnowaznej
postaci podanej we wniosku 2 (por. [7]).

W niosek 2,Rozwigzanie dopuszczalne {Xki(t))kEK,ieL,t=i T problemu Al mozna zdezagregowac¢ t@ do-
puszczalne rozwigzanie problemu P wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest nastepujacy warunek

f’:r% (%) 5 EEA,,\_ r-l<ti/<v<*+l| t:*w;-l T.w) (40)

dla kazdego k 6 K orazr,s, 1<r <s< X

Bedziemy mowili, ze model zagregowany jest regularny, jezeli kazde jego rozwigzanie dopuszczalne
mozna zdezagregowac¢. Aby wiec zregularyzowa¢ modele Al i A2,nalezy do pierwszego z nich dotgczy¢
ograniczenia (40), a do drugiego ograniczenia (35). W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ warunki
regularnej agregacji dla bardziej ztozonych przypadkéw zadan, np. uwzgledniajgcych ograniczenia na
maksymalne wielkos'ci porcji produkcyjnych [8].

Przy formutowaniu twierdzenia 1 zaktadaliémy, ze dolne ograniczenia na przeptyw w lukach sieci SD
sg zerowe. Gdy /(e) > 0 dla pewnych e € E w sieci SD, to problem znalezienia w niej dopuszczalnego
przeptywu mozna réwniez sprowadzi¢ do zadania znalezienia maksymalnego przeptywu w pewnej rozsze-
rzonej sieci SD “, w ktdrej I'(e) = 0 dla kazdego e € £' (patrz [6]). Warunki gwarantujace dopuszczalno$¢
dezagregacji uzyskujemy woéwczas na podstawie analizy przekrojoéw sieci SD J.

6. Podsumowanie

W pracy pokazano, ze typowy schemat agregacji w ogdlnym przypadku prowadzi do modeli relaksa-
cyjnych. Nie ma wtedy gwarancji, ze rozwigzanie problemu zagregowanego bedzie mozna zdezagregowac.
W przypadku gdy dezagregacja przeprowadzana jest w oparciuoproste modele sieciowe, to analizujgc
przekroje sieci mozna sformutowa¢ warunki gwarantujace dopuszczalno$¢ dezagregacji, a na tej podsta-
wie zaproponowac regularny model zagregowany. Podstawowa zaletg regularnych modeli zagregowanych
jest fakt, ze kazde ich rozwigzanie mozna zdezagregowaé. Gtéwna wada to konieczno$¢ uwzglednienia
dodatkowych ograniczen, ktérych liczba w ogélnym przypadku zalezy w sposéb wyktadniczy od liczby
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zmiennych zagregowanych. Tylko w niewielu przypadkach regularyzacja modelu nie powoduje wzrostu
jego wymiarowosci (patrz [10]). Konieczno$¢ uwzglednienia dodatkowych ograniczerh powoduje, ze w prak-
tyce regularne modele czesto nie moga by¢ w sposéb bezposredni stosowane. Sg one jednak Zrédtem wielu
cennych informacji, ktére moga by¢ wykorzystywane do formutowania prostszych modeli zagregowanych,
np. modeli restrykcyjnych [7, 12] lub do konstrukcji iteracyjnych schematéw agregacji [8, 11, 12],
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Abstract:

The paper presents a methodology® of regular aggregation of items and resources for solving lol-sizc
scheduling problems in single-stage systems with parallel production units. In the system there is a set of
parallel uniform production units which may produce groups of similar items in lots. Given demand for
items and resource limitations, the scheduling problem is to find the production lots of items on parallel
units over T periods so that the sum of the production, setup and inventory holding costs is minimized.

A unified approach for construction of the regular aggregated models, solutions of which can be
always disaggregated into detailed feasible schedules, is given. In comparison to the typical aggregation
models, the regular models must contain some additional constraints, which can be obtained from the
disaggregation network.



