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METODA PODHALU ] OSZACOWAN DLA WIELOWYMIAROWYCH ZADAKN ZALADUNKU
A BRANCH AND BOUND METHOD FOR MULTIDIMENSIONAL KNAPSACK PROBLEMS
METOfl PA3UEJIA H CrPAHMHEHHft fllIfl MHOfOMEPHbK 3AHAM 3Arpy3KH PDK3AKA

Streszczenie: W pracy przedstawiono algorytm realizujacy metode
podziatu i oszacowan przeznaczony do rozwigzywania binarnych zadan

zatadunku z wieloma ograniczeniami (tzw. wielowymiarowych zadan
zatadunku) . w algorytmie wykorzytywana  jest szeroko relaksacja
ograniczenia zastepczego. zaréwno do uzyskiwania oszacowan w

podprcblemach, jak i do wyznaczenia pierwszego rozwigzania przyblizonego.
Praca zawieja takze omowienie wynikow eksperymentu obliczeniowego.

Summary.:. An algorithm of branch and bound type for the solution of
the 0-1 knapsack problem with multiple constraints (multidimensional
knapsack problem) 1is presented in the paper. The surrogate constraint
relaxation is intensively exploited for both calculating bounds in
subprobiems and finding an initial aproximate solution. The results of
numerical experiment are also reported.

PeaioMe: B padoTe npencTasneH anropHTM peann3npyiomiiH Mei-on pa3nena a
or paHUHOHHB, HOTopoU npenHa3HaHen una pemeHan SaHapHbix aanaR sarpyskH
pioksaHa ¢ KHor/HM orpaHMMeHWRMH  (t- H.  MHoroMepHbix 3anaM 3arpy3Kn).
-AnropaTM mapoKO acno/ib3yeT penancaua» saMeHfljomero orpammeHHH, kzk nna
nonyueHaa oueHOH B nonnpodneMax, Tan a nna onpeneneHaa nepBoro
npaOnaweHHoro pemeHaa.

1. Wprowadzeni e

Metoda podziatu i oszacowan jest uniwersalnym i powszechnie stosowanym
schematem postepowania w algorytmach rozwigzywania zadan programowania
catkowitoliczbowego. Koncepcja metody polega na stopniowym podziale pier-
wotnego zbioru rozwigzan dopuszczalnych na podzbiory, w obszarze ktérych
definiowane sa tzw. podproblemy. Kolejne etapy podziatu dokonywane sg w
taki spos6b, ze powstaje struktura zwana drzewem podprobleméw; podproblem
reprezentowany jest przez wierzchotek tego drzewa. Metoda jest tym efekty-
wnie jsza; im- miniejsze drzewo wystarcza do znalezienia pierwotnego rozwigza-
nia ODtymainego. Rozwéj drzewa oodziatu powstrzymywany jest poprzez tzw.
kryteria zamykania wierzchotkéw. Zatem to ich sita w znacznym stopniu decy-
duje o skutecznosci catej metody. GHowne Kkryteria oparte sg na rozwigzy-
waniu relaksacji podprobleméw i uzyskiwaniu ta droga oszacowan dla wartosci
optymalnych w podproblemach. W zasadzie im lepsze jest to oszacowanie i im
czesciej rozwigzanie relaksacji jest pierwotnie dopuszczalne, tym szybciej
zatrzymywany jest rozwdj drzewa podprobleméw.

Wiele praktycznych probleméw optymalizacji rozdziatu zasobow (funduszy)
rozkroju materiatu lub pakowania towaréw jest przedstawianych w postaci
wielowymiarowego zadania zatadunku. O0d klasycznego zadania zatadunku tzw.
plecakowego roézni sie ono wysteDowaniem wiecej niz jednego ograniczenia.

Jak wykazano w wielu pracach (np.[2].[41.[5},.£9).[12]), wykorzystanie
relaksacji z ograniczenie.m zastepczym prowadzi oo oszacowan dla wartosci
optymalnych, ktore sg $cislejsze od uzyskanych na podstawie innych zna-



Jarostaw Sikorski
212

nych relaksacji zadan catkowitol iczbowycn. Relaksacja ta jest szczegéllnie
przydatna w przypadku rozwigzywania metoda podziatu i oszacowan zadah zata-
dunku z wieloma ograniczeniami 14],C8], C103. Zadanie zastepcze jest wtedy
klasycznym zadaniem zaktadunku, dla ktérego opracowano efektywne w praktyce
algorytmy rozwiazywania [31.C6],111). Poszukiwane oszacowanie wartosci
optymalnej w podproblemie wyznaczane jest poprzez rozwigzywanie doktadne
lub przybliZzone odpowiedniego zadania dualnego [2] -C8], C101 .C12].

2. podstawowe sformutowania
Rozwazmy binarne zadanie liniowe z wieloma ograniczeniami zwane dalej
wielowymiarowym zadaniem zakadunku:

vCP_3 = max }

X e Zn : AXx < b. xte <0.1> dla ®1.. . .n

gdzie ce H", A jest macierza mxn o elementach aXe Z. i be Z, CZ, oznacza
zbiér dodatnich liczb catkowitych}.

Metoda podziatu i oszacowan stosowana dla zadan binarnych oparta jest na
podziale pierwotnego zbioru rozwigzan dopuszczalnych na podzbiory c FO
weddug schematu odpowiadajgcego drzewu binarnemu:

F, = jJx - AXx < b, xt0 dla «.clC0, xt= 1 dla iclICli, x"e <0.1> dla i<IC-?j.

Zbiory ICO} i IC1J zawieraja indeksy zmiennych o ustalonej wartosci Codpo-
wiednio O i O. a zbiér 1CO - indeksy tzw. zmiennych swobodnych.
Z kazdym podzbiorem Fj zwiazane jest zadanie

x € F

reprezentowane przez wierzchotek binarnego drzewa podziatéw. Korzeniem
drzewa jest zadanie pierwotne CPO3 ze zbiorem rozwigzan rD. Ma kaZdym eta-
pie budowy drzewa zbidér Fj dzielony jest na dwa podzbiory poprzez wybranie
jednej ze zmiennych swobodnych 1 ustalenie jej wartosci na O dla jednego z
tych podzbioréw i na 1 dla drugiego. Proces ten. ktéry prowadzi do utwo-
rzenia dwoécn wierzchotkédw potomnych, zwany jest rozgatezianiem. Taki sposéb
cudowania drzewa podprobleméw CPp zapewnia spednienie podstawowego dla
catej metody warunku: na kazdym etapie rozwoju drzewa suma zbioréw roz-
wigzan dopuszczalnych w lisciach Ctzn. wierzchotkach bez potomkéw!) jest
réwna FO. Dzigki temu zadanie maksymalizacji kryterium cx mcZe byé rozwig-
zywane oddzielnie na kazdym, z takich podzbioréw i poréwnanie uzyskanych
rozwigzan prowadzi dc wskazania rozwigzania optymalnego dla zadania pierwc-
tnego CPN} .

Oznaczmy przez s = I—C_:i moc -bioru zmiennych swobodnych. Przyjmijmy,

Ze a" oznacza i-tg kolumn«? macierzy ograniczen pierwotnych A Cae Z.1. Ze
zmiennymi, ktére zostaty wskazane w zbiorze 1CO, zwigzany Jest zmodyfiko-
wany wektor prawych stron ograniczen oraz warto$¢ statego kosztu:
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icX<> U xa>
Oznaczmy przez A podmacierz z4ozong z kolumn at o indeksach lelC-J, przez
c wektor ztoZony z odpowiadajacych im wspétczynnikéw wektora pierwotnej

funkcji celu oraz przez x wektor utworzony przez zmienne swobodne. Przy
przyjetych oznaczeniach zadanie CPjD rozwazane na pewnym etapie metody po-
dziatu i1 oszacowan jest wielowymiarowym zadaniem zatadunku o postaci

gdzie Fj X eZ* - AX < b, e <0.1> dla iclC-0

Zawiera ono mniej zmiennych niZ zadanie pierwotne Cs<n dla J>1}. Aby zde-
cydowa¢ o sposobie dalszego postepowania z analizowanym wierzchotkiem, wy-
starczy wyznaczy¢ goérne oszacowanie dla wartosci VPj!> i ewentualnie jedno
z rozwigzan dopuszczalnych x € Fj Coczywiscie przy zatozeniu, ze Fj * 0 3.
Jesli uda sie takie rozwigzanie wyznaczy¢, to po jego uzupednieniu uzyskuje
sie dodatkowe rozwigzanie dopuszczalne dla zadania pierwotnego CP0J, ktoére
moze okaza¢ sie lepsze od znalezionych poprzednio.

Drzewo podziatu rozrasta sie tylko poprzez takie wierzchotki, w ktérych
zbidr dopuszczalny F; moze zawiera¢ rozwigzanie optymalne dla zadania CP03-.
Wierzchotki, ktére nie maja tej cechy, sa usuwane z listy wierzchotkédw do
zbadania. Na kazdym etapie rozwoju drzewa suma zbiordéw dopuszczalnych dla
wierzchotkéw z listy pokrywa ten fragment pierwotnego zbioru dopuszczalnego
Fc ktéry zawiera pierwotne rozwigzanie optymalne. Aby analiza kolejnego
wierzchotka z listy byka mozliwa od samego poczatku dziatania metody, na-
lezy wstepnie wyznaczy¢ przynajmniej jedno rozwigzanie dopuszczalne dla
zadania pierwotnego. Oznaczmy odpowiadajgcag mu wartos¢ Tfunkcji celu przez
yCP03 = cx, dla pewnego x € FO. GOorne oszacowanie wartosci optymalnej dla
podproblemu w wierzchotku oznaczmy przez vCPjJ. Jezeli VPJ3> < yCP0J, to
dla wszystkich rozwigzan x e Fj zachodzi relacja

cx < VCPj3 < vCPp < vCPO> < vCPO3.
Zatem zbidér Fj nie zawiera pierwotnego rozwigzania optymalnego i moze by¢
wydgczony z dalszych poszukiwan. Odpowiadajacy mu wierzchotek usuwany jest
z listy i nazywany jest zamknietym - nie bedzie juz rozgateziany i rozwdj
drzewa podziatu na nim sie konczy. Jezeli relacja jest przeciwnal}tzn. VPj3>
£ yCP0J, to zadanie CPp musi by¢ dalej analizowane. Jezeli przy okazji
wyznaczania oszacowania goérnego wskazano takie rozwigzanie dopuszczalne dla
zadania CPp. dla ktorego wartos¢ cx > yCP03), to nalezy je zapamieta¢ Jako
najlepsze ze znalezionych rozwigzan dla zadania CP03 Cbowiem Fj c FO3.
Wartos¢ funkcji celu dla tego rozwigzania staje sie nowym poprawionym osza-
cowaniem dolnym dla vCP0J. Zwiekszane w ten spos6b oszacowanie vCPOD nazy-
wane Jest wartoscia odcinajaca, gdyz wykorzystywane jest w podstawowych
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kryteriach -zamykania rozwoju drzewa podziatu. JeZeli w dodatku wyznaczone
rozwigzanie jest optymalne dla CPp, to taki wierzchotek takze moZna zam-
kna¢ - zbidr Fj nie zawiera rozwiazan dla CP,p. ktdére sa lepsze od aktu-
alnie znanego.

W przypadku gdy analiza wierzchotka nie umozliwita jego zamkniecia, z
aktualnego zbioru IC-J wybierana jest zmienna rozgateziajaca. Za jej po-
moca tworzone sa dwa wierzchotki potomne weddug podanego wczesniej sche-
matu. Dokonywany jest zatem drobniejszy podziat i drzewo sle rozrasta. Oba
nowoutworzone wierzcholki umieszczane sg na liscie oczekujacych do zba-
dani a.

Kolejny krok metody rozpoczyna Sie od wybrania nastepnego wierzchotka z
listy. Potem nastepuje jego analiza. Zamykanie i podziat wierzchotkéw kon-
tynuowane sajdopoki lista wierzchotkéw oczekujgcych na zbadanie nie stanie
sie pusta. Jej wyczerpanie oznacza, ze wszystkie podzbiory, na Kktoére
podzielono FOpostaty zbadane i najlepsze ze znalezionych rozwigzan dopusz-
czalnych jest optymalne dla zadania pierwotnego CP0J. Zatem ostatnia z
wyznaczonych wartosci odcinajgacych yCP0J =

3. Oszacowanie gorne dla oodproblerou

W metodach podziatu i oszacowan stosowanych dla zadan dyskretnych
oszacowania goérne dla wartosci optymalnych w wierzchotkach drzewa sg wyzna-
czane poprzez rozwigzywanie roéznych relaksacji podprobleméw. Scistoscia
oszacowan wyroéznia sie wsréd nich relaksacja z ograniczeniem zastepczym
[21.£43.[9] -

Dla danego mnoznika ta e mozna zdefiniowa¢ relaksacje zadania CPp.
ktéra jest klasycznym zadaniem zatadunku z jednym ograniczeniem:

hCtal = cClJ + max f[c x. taCA x-b3 <0, x" Jak w CPp }

W ten sposéb okreslona zostaje funkcja dualna h:R™-— » Z¥. Pojedyncze ogra-
niczenie w powyzszym zadaniu nazywane jest zastepczym. Ze sposobu wprowa-

dzenia relaksacji CZp wynika, ze hC<*0 > vCPp dla kazdego € KW, Zatem
kazda wartos¢ funkcji dualnej moze by¢ uzywana jako gdérne oszacowanie war-
tosci optymalnej w podproblemie.

Zadanie dualne ograniczenia zastepczego ma postac:

Dla wartosci optymalnych w zadaniach CPp i CDp zachodzi:

vCDp > VvCPp.
Zatem rozwigzanie zadania dualnego ograniczenia zastepczego najscislej
oszacowuje od gory wartos¢ optymalna w podproblemie. Réwno$s¢ vCDp = vCPp

moze wystgpi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie ta e R™ i takie x
dopuszczalne dla CPp, ze hCta} = cClJ * ¢ x. W takim przypadku x jest roz-

wigzaniem optymalnym dla CPp ja ta - dla CDp. Oznacza to wtedy, ze wyzna-
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czanie goérnego oszacowania w wierzchotku pozwala na uzyskanie rozwigzania
pierwotnie dopuszczalnego. Jesli w dodatku odpowiadajaca mu wartos¢ funkcji
celu Jest wieksza od vCP0OJ. to moZe sta¢ sie ona nowg. poprawiong wartosciag
odcinajaca.

Zaréwno rezultaty teoretyczne C2J.C51.C93, Jak i wyniki badan
eksperymentalnych C4J,C8J.CI0J wskazuja. 2e oszacowania uzyskiwane poprzez
rozwigzywanie dualnego zadania ograniczenia zastepczego sa $cislejsze od
oszacowan wykorzystujacych relaksacje ze zmiennymi ciagdymi i relaksacje
Lagrange "a.

W realizacji prezentowanej metody podziatu i oszacowan zastosowano
relaksacje ograniczenia zastepczego i algorytm quasi-subgradientowy C10l do

wyznaczania oszacowania VCPp poprzez rozwigzywanie zadania dualnego CDp.
W trakcie dziatania tego iteracyjnego algorytmu wyznaczany jest nierosnacy
ciag <ql>. zbiegajacy do vfDp. Zatem ka2dy z Jego wyrazéw jest gornym
oszacowaniem dla vCPp. Prostym nastepstwom tego faktu Jest reguta, ktoéra
pozwala przerwa¢ obliczenia w algorytmie quasi-subgradientowym i zamknac

wierzchotek, gdy pewien wyraz gl < yCPOl.

4. Elementy algorytmu

Aby schemat postepowania przy rozwigzywaniu wielowymiarowego =zadania
zatadunku metoda podziatu i1 oszacowan przybrat forme implementowalnego
algorytmu,naleZy okresli¢ sposoby realizowania podstawowych Jego eleme.itéw.
Nalezg do nich: algorytm wyznaczania pierwszego rozwigzania dopuszczalnego
dla CP0J. kryteria zamykania wierzchotkéw, algorytm wyboru kolejnego wierz-
chotka z listy oczekujacych na zbadanie i sposéb rozgateziania wierzchotka.

4.1 .Oszacowanie dolne dla zadania pierwotnego

Pierwszym wierzchotkiem drzewa podziatu, ktéry podlega analizie Jest
korzen reprezentujacy zadanie pierwotne. Zatem Juz na samym poczatku metody
wymagana jest znajomo$¢ dolnego oszacowania vCPOJ i odpowiadajacego mu roz-
wigzania pierwotnie dopuszczalnego. 0d Jakosci tego oszacowania zalezy sku-
tecznos¢ kryteridw zamykania wierzchotkéw w poczatkowych etapach algorytmu.
Z tego powodu wskazane Jest wyznaczanie rozwigzan przyblizonych mo2liwie
bliskich optymalnym. W C13J przedstawiono trzy algorytmy, ktdére moga byc¢
zastosowane w przedstawionej realizacji. Wszystkie one oparte sa na idei
algorytmu zachdannego i nadajg sie szczeg6lnie dobrze do implementacji
mikrokomputerowych. Dotychczasowe doswiadczenia wskazujg. Ze najskute-
czniejszy z nich jest algorytm z ograniczeniem zastepczym.

Wszystkie trzy algorytmy précz wskazania rozwigzania przyblizonego
szeregujg takze wszystkie zmienne pierwotne weddug ich “efektywnosci™.
Efektywnos¢ zmiennej ma istotne znaczenie w algorytmach rozwiazywania kla-
sycznego zadania zatadunku C33.C6J. Dla zadan z wieloma ograniczeniami
trudno Jest Jednoznacznie zdefiniowa¢ jej odpowiednik. Jednak w kazdym z
wymienionych algorytméw przypisywane sa zmiennym pewne wskazZnlkl pednigce
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podobng do efektywnosci role. Przez ich poréwnanie zmienne sa szeregowane
od najbardziej do najmniej “efektywnych". Ta kolejnos¢ rooze by¢ wykorzy-
stana w innych elementach prezentowanego schematu.

4. 2. Zamykanie wierzchotkow

Analizowane wierzchotki wybierane sa kolejno z listy oczekujacych.
Formalnie rzecz biorac, pierwsza lista sktada sie wytacznie 2z jJednego
wierzchotka-korzenia,czyli zadania pierwotnego. Jego analiza rozpoczyna sie
od wyznaczenia pierwszej wartosci odcinajgacej za pomoca jednego z propono-
wanych w p.4.1 algorytméw Cprzy zatozeniu ze . Nastepnym krokiem Jest
rozwigzanie zadania dualnego Jezeli zachodzi warunek VvCPOB=VCD™D, to

wyznaczone rozwigzanie przyblizone jest optymalne i proces rozgateziania
drzewa podziatu jest zbedny. W przeciwnym Cznacznie czestszym w praktyce!)
przypadku tworzona Jest faktycznie poczatkowa lista wierzchotkéw. Umiesz-
czane sg na niej oba potomki korzenia, ktére utworzono po wybraniu pierw-
szej zmiennej rozgateziajacej. Od tego momentu kazdy wierzchotek wziety z
listy analizowany jest z uzyciem kryteridéw, ktére stosowane sg w kolejnosci
nizej podanej.

Kryterium I .Czy w danym wierzchotku oszacowanie gérne dla wierzchotka-

przodka jest mniejsze lub réwne aktualnej wartosci odcinajacej?
Ze schematu dokonywania podziatu zbioru FO wynika, ze oszacowanie goérne
wyznaczone dla wierzchotka jest takze oszacowaniem dla wszystkich wierz-
chotkéw, ktére tworzg poddrzewo o korzeniu w tym wierzchotku. Zatem, jesli
goérne oszacowanie dla wierzchotka-przodka vCPj p¥» < yCPOD, to wierzchotek
CPp moze zosta¢ zamkniety.

Kryierium 11 ,Czy wierzchotek jest absolutnym lisciem drzewa podziatu?
W pewnym momencie rozwoju drzewa podziatu jego lisémi sa wierzchotki Juz
zamkniete oraz te, ktére oczekujg na analize Cz definicji lisciem nazywamy
wierzchotek bez potomkéw!). Wierzchotki z listy moga by¢ rozgatezione w tra-
kcie dalszego postepowania pod warunkiem, ze s>l. Wierzchotek, dla ktérego
zbiér I1C-J=0 nie moze juz by¢ rozgateziany - jest lisciem absolutnym. Do
tego samego rodzaju mozna takze zaliczy¢ wierzchotki, dla ktérych IC-b ma
moc s=l. Takie podproblemy maja trywialne rozwigzania optymalne 1i ich
wyznaczenie zastepuje analize wykorzystujaca goérne oszacowanie. Tak wiec
kryterium ma w algorytmie posta¢: czy s < 1? JesSli tak. to wierzchotek jest
zamykany. Dodatkowo sprawdzana jest mozliwos¢ poprawienia aktualnej war-
tosci odcinajacej. Jesli wartos¢ VPj!> C=cCI!) lub =cCl!)+ck dla IC-}=<k>I>
jest wieksza od yCP0J. to wartos¢ ta staje sie nowg wartosciag odcinajaca.

Kryterium-111 . Czy dla danego wierzchotka hCoD < yCPOL?
Jest to pierwsze z dwéch podstawowych kryteriow, ktére wykorzystuja gorne
oszacowanie dla wartosci optymalnej w podproblemie. Tym oszacowaniem jest
wartos¢ funkcji dualnej ograniczenia zastepczego dla pewnego mnoznika.
Wyznaczana Jest ona poprzez rozwigzanie relaksacji CZp. To zadanie jest
klasycznym zadaniem zatadunku 2z Jednym ograniczeniem. Zatem do jogo
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rozwigzania moina wykorzysta¢ efektywny w praktyce algorytm, opisany w [61
i opracowany w TFformie procedury w [111. Ograniczenie zastepcze budowane
Jest w oparciu o mnoznik wyznaczony podczas analizy wierzchotka-przodka.
Jesli relacja badana w kryterium zachodzi, to wierzchotek Jest zamykany,
gdyi zbidr Fj nie moze zawiera¢ rozwiazan lepszych od poprzednio znale-
zionego. W przeciwnym przypadku nalezy zbada¢, czy rozwigzanie zadania CZp
jest dopuszczalne w zadaniu CPjJ. Jesli tak Jest. to wartos¢ hCtO=«vCPp
staje sie nowa wartoscig odcinajacg i wyznaczone rozwigzanie zapamigetywane
jest Jako najlepsze z dotychczas znalezionych. Taki wierzchotek Jest takze
zamykany, gdyz wyznaczono w nim rozwigzanie optymalne dla zadania CP,J.
Kryterium 1V . Czy dla danego wierzchotka vCDp < vCPQJ?

Jesli  kryterium 11l nie pozwolito na zamknigcie wierzchotka, to nalezy
podja¢ probe poprawienia oszacowania hCoJ. Stuzy temu rozwigzywanie zadania
CDp za pomocag algorytmu quasi-subgradientowego [101. W trakcie Jego dzia-

+ania budowany Jest iteracyjnie nierosnacy ciag <gl>, ktéry zbiega do

VvCDjJ. Zatem kryterium implementowane Jest jako sprawdzanie warunku gl <
y<P0J juZ w trakcie wykonywania iteracji wewnatrz tego algorytmu. Poja-
wienie sie wartosci ql, ktéra spednia powyzszy warunek, powoduje zatrzymanie
algorytmu rozwigzywania CDp i1 zamkniecie wierzchotka. Jesli algorytm
zakonczyt dziatanie i wyznaczone oszacowanie pozostato wieksze od wartosci
odcinajacej, to sprawdzany Jest odstep dualnosci, czyli wartos¢ vCDjJ-vCPp.
W przypadku zerowego odstepu wierzchotek Jest zamykany, wartos¢ odcinajaca
poprawiana i zapamietywane Jest wyznaczone rozwigzanie dopuszczalne dla
cpj -

Jesli Zadne z kryteriéw nie pozwolito na zamkniecie badanego wierz-
chotka, to jest on rozgateziany. Po wybraniu zmiennej rozgateziajacej two-
rzone sa dwa wierzchotki potomne, ktére umieszczane sg na liscie oczeku-
jacych na analize. Wierzchotek rozgateziony, tak Jak i zamkniety. Jest usu-
wany z listy.

¢.3.Wybér analizowanego wierzchotka

Na kazdym etapie rozwoju drzewa podziatédw wyrézniony Jest ten podzbidér w
FO. ktory nie zostat jeszcze sprawdzony. Jest on sumg wszystkich podzbioréw
Fj. dla tych wierzchotkéw, ktéore oczekuja na analize z uZyciem kryteriodw
zamykania. Wierzchotki analizowane sa pojedynczo i na skuteczno$¢ catej
metody ma wpdyw strategia wyboru kolejnego wierzchotka.

W algorytmie uZyto Jednokierunkowej listy z wartownikiem £13 Jako
struktury danych, ktéra stuzy do przechowywania aktualnego zbioru wierz-
chotkéw oczekujacych na analize. Na tej liscie tylko dwa wierzchotki sg
dostepne bezposrednio: pierwszy i ostatni. Do pozostaltych mozna dotrzec
tylko poprzez przesuwanie sie wzdduz listy Cw tym przypadku mozliwe Jest to
tylko w Jednym kierunkuj.

Zastosowanie Jednokierunkowej listy narzuca wybieranie do analizy
wierzchotka poczatkowego. Strategie wyboru polegaja na roéznych sposobach
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budowania listy przez dotaczanie nowych wierzchotkéw. W algorytmie wprowa-
dzono trzy sposoby budowania listy;

LIFO - nowe wierzchotki umieszczane sg na poczatku listy,
FIFO - nowe wierzchotki umieszczane sa na koncu listy,
MIN - nowe wierzchotki umieszczane sa w takim miejscu. Ze zgodnie z

kierunkiem listy wzrastaja goérne oszacowania VCPp odziedziczone
pc wierzchotkach-przodkach.
W kazdym z trzech sposobéw budowania listy inny wierzcnote* jest poczat-
kowym i w zwigzku tym inny wierzchotek jest wybierany w danym kroku metody
do analizy zamykajacej:
LIFO - wierzchotkiem poczatkowym jest ostatnio wprowadzony na liste.
FIFO - wierzchotkiem poczatkowym jest pierwszy wprowadzony na liste,
MIN - wierzchotkiem poczatkowym jest wierzchotek reprezentujacy pod-
zadanie o najmniejszym goérnym oszacowaniu vCPp odziedziczonym po
wierzchotku-przodku.

4. 4. Wybor zmiennej rozgatezia jacej

¥ przypadku gdy zadne z kryteridow zamykania nie byte dostatecznie silne,
wierzchotek jest rozgateziany i zastepowany dwoma potomkami. Przeprowa-
dzenie tej operacji wymaga wybrania jednej zmiennej swobodnej ze zbioru
1C-j . Aby unikna¢ tworzenia podzadan niedopuszczalnych CF,=GD ,naleZy
pojecie zmiennej swobodnej rozumie¢ taka zmienng, ktéra moze przyjaé war-
tos¢ 1 bez naruszania aktualnych ograniczen, tzn. spednia warunek au < b,
dla wszystkich j. Wszystkie zmienne, ktérych warto$¢ nie zostata ustalona w
trakcie poprzednich operacji rozgateziania, ale dla ktérych powylszy waru-
nek nie jest spedniony) sa przenoszone do zbioru ICO}. W ten spos6éb moZna
wybra¢ dowolna zmienng ze zbioru IC-J i utworzy¢ dwa dopuszczalne podza-
aama.

Procedura wyznaczajaca poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne dia zadania
CPcJ podaje, proécz wartosci odcinajacej ytP0O}. takze kolejnos¢ zmiennych
pierwotnych uporzadkowanych weddfug nierosngcych efektywnosci. Ta wstepnie
ustalona kolejnos¢ zmiennych jest wykorzystywana w trakcie procesu podziatu
dc wybrania zmiennej rozgateziajacej. Sposéb stosowany w algorytmie poleca
na wybieraniu ze zbioru IC-D tej zmiennej, ktéra jest pierwsza wedduc po-
danej kolejnosci. Istotng cechg tego postepowania Jest uzywanie statej,
wstepnie ustalonej, kolejnosci przez caty czas trwania procesu rozgatezia-
nia Pozwala to dokonywa¢ bardzo szybko wyboru zmiennej.

5 .£ksper ymer.1 cbl Iczeni owv

Obliczenia wykonane dla zadan testowych wybranych z literatury miaty na
celu sprawdzenie praktycznej przydatnosci przedstawionego algorytmu wyzna-
czania rozwigzan optymalnych dia zadan zatadunku z wieloma ograniczeniami.
Chodzito takZe o poroéwnanie trzech sposobdéw wyboru wierzchotka z listy

oczekujacych na analize-. UFO. FIFO i MIN.
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Zadania testowe o0 postaci CPO3 zostaty =zaczerpniete z pracy C71, w
ktérej zebrano 50 zadan pochodzacych z literatury Coznaczono Je od nazwisk
autor 6w prac: FLEIS. PETE1+PETE7. PLAT1 i PLATE. SETOl i SETO2. SHIO1+SHI30
oraz WEIN1+83. Dodatkowo wykorzystano w eksperymencie zadania o danych
generowanych losowo. Dla 20 zadan catkowite wartosci liczbowe wybrano
pseudolosowo z rozktadem jednostajnym z nastepujacych przedziatow: dla 10
zadan cte tl;1000], a”e [0;5001. bje [2500;37503 Coznaczono Je
LITOI+LITIOO oraz dla 10 zadan c4e C1;10000J. a”e C0;10003.
b,e 17500:100001 Coznaczono je SMAO1+SMA103. Ni2ej podano rozmiary zadan:
liczbe zmiennych n oraz liczbe ograniczen m.

Nazwa n m Nazwa n m Nazwa n m
FLEIS 20 10 PLAT1 28 4 SHI 14+17 60 5
PETE1 6 10 PLAT2 35 4 SHI 18+21 70 5
PETE2 10 10 WEIN1+6 28 2 SHI122+25 80 5
PETE3 15 10 WETN7.8 105 2 SH126+30 90 5
PETE4 20 10 SHI01=05 30 5 SETOI .2 60 30
PETES 28 10 SHI106=09 40 5 LITO1+10 50 10
PETE6 39 5 SHI110+13 50 5 SMAO1+10 50 10
PETE7 50 5

W trakcie eksperymentu u2yto opisanego algorytmu typu podziatu i1 osza-
cowan w jednej z mozliwych wersji. Dia wyznaczania wartosci VvCPoO oraz
oszacowan w wierzchotkach vCPp wybrano algorytm quasi-subgradientowy C101
z parametrami sterujacymi: krok startowy = 2.0 dla zadania CPO1 i =0.5 dla
zadan w wierzchotkach CPjO, wspodczynnik zmniejszania kroku = 0.86 i ogra-
niczenie liczby iteracji do 20. Poczgtkowa warto$6 odcinajaca oraz pierwsze
rozwigzanie dopuszczalne wyznaczano prostym algorytmem zachtannym z ograni-
czeniem zastepczym CI31. Poréwnano zachowanie sie takiej wersji algorytmu
dla trzech wariantéw wyboru wierzchotka z listy oczekujacych na analize.
Dla kazdego z zadan testowych wyznaczano rozwigzanie optymalne trzykrotnie,
stosujac listy LIFO. FIFC i MIN.

Wszystkie obliczenia testowe przeprowadzono na mikrokomputerze typu PC
zgodnym z IBM AT285. pracujacym z zegarem 16 MHz i wyposazonym w procesor
numeryczny 287. Programy napisano w Jezyku Pascal, a kody binarne uzyskano
przy uzyciu kompilatora Turbo Pascal v.5.5.

Wyniki eksperymentu podsumowano w ponizszych tabelach podajac wartosci
Srednie w grupie 50 zadan z literatury 1 w grupie 20 zadan losowych dla
nastepujacych parametroéw:

vCP0O>-yCP0O5
Z = - 100% - odstep pomiedzy goérnym i dolnym oszacowaniem pier-

vCPOI
wotnej wartosci optymalnej w korzeniu drzewa,
pw -liczba wszystkich wierzchotkéw przejrzanych w trakcie budowy drzewa
podziatu,
rw - liczba wierzchotkéw rozgatezionych.
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Kkl -liczba wierzchotkéw zamknietych przez kryterium 1,

k2 -liczba wierzchotkéw zamknietych przez kryterium 11,

k3  -liczba wierzchotkédw zamknietych przez kryterium 111,

d3 -liczba wierzchotkéw zamknietych przez znalezienie rozwigzania dopusz-
czalnego po sprawdzeniu kryterium 111,

k4 - liczba wierzchotkéw zamknietych przez kryterium 1V,

d4 - liczba wierzchotkéw zamknietych przez znalezienie rozwiazania
dopuszczalnego po sprawdzeniu kryterium 1V,

dl - maksymalna dtugos¢ listy wierzchotkéw oczekujacych na analize,

cc - catkowity czas obliczen, obejmujacy zaréwno wyznaczanie oszacowan dla

zadania pierwotnego, jak i proces podziatu.
Tabela 2 zawiera wyniki uzyskane z uZyciem listy typu LIFO.
Typ zad. zth] pw rw kl k2 k3+d3 k4+d4 dl ccisek3

z liter. 2.64 979 488 0 3 365+2 120+1 19 177.8 Tab. 2
losowe 5.33 271 135 0 18 64+l 52+1 15 92.6

Tabela 3 zawiera wyniki uzyskane z uzyciem listy typu FIFO.

Typ zad. zC5;3 pw rw kl k2 k3+d3 k4+d4 dl ccCsek3

z liter, 2.64 2896 1447 66 7 988+2 385+1 84 552.0
losowe 5.33 1159 579 236 26 177+1 139+2 232 374.9

Tabela 4 zawiera wyniki uzyskane z uzyciem listy typu MIN.

Typ zad. zEyi pw rw kl k2 k3+d3 k4+d4 dl ccEsek3

z liter. 2.64 979 488 0 3 365+2 120+1 19 179. 8
losowe 5.33 271 135 0 18 64+1 52+1 15 92.7

6 .Podsumowanie

Wyniki eksperymentu obliczeniowego wskazuja na praktyczng przydatnosé
opisanego algorytmu do rozwigzywania wielowymiarowych zadan zatadunku. Dla
wiekszosci zadan pochodzacych z literatury i dla wszystkich losowych po-
zwalat on na wyznaczenie rozwigzania optymalnego po analizie niewielkiego
drzewa podziatu. W znaczgcej Uliczbie przypadkéw podziat nie byk w ogole
dokonywany Cdla 12 zadan 2z literatury!). Potwierdza to site stosowanego
oszacowania gornego, ktére oparte jest na relaksacji 2z ograniczeniem
zastepczym. Lista typu FIFO okazata sie najmniej skuteczna. Jej stosowanie
dawato rezultaty poréwnywalne z innymi listami tylko dla t.ych zadan, dla
ktérych odstep oszacowan dla zadania pierwotnego byt wyjatkowo maty. Listy
typu LIFO i MIN prowadzity do identycznych drzew podziatu i algorytm dzia-
+at dla mnich jednakowo dobrze. Wersja algorytmu z listg MIN dziatata nie-
znacznie wolniej.
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Abstract : An algorithm of branch and bound type for the
solution of the 0-1 knapsack problem with multiple constraints Cmulti-
dimensional knapsack problen0 is presented in the paper. Effectiveness
of the branch and bound method depends very much on the strength of
fathoming criterions. A bound on the subproblem optimal value is
necessary Tfor the main criterion. Since the surrogate constraint
approach offers a very tight bound it 1is wused in the algorithm.
Moreover, the surrogate constraint relaxation for the multidimensional
knapsack problem forms an ordinary knapsack problem which can be solved
effectively in practice. Thus this relaxation is intensively exploited
for both calculating bounds in subproblems and Tfinding an initial
approximate solution. The surrogate dual program, which is described in
the preliminary part of the paper, can yield a feasible solution on
completion of node fathoming process. The more often such an approximate
solution is improved during the fathoming process the lesser tree of
subproblems must be built to find the optimal solution for the primal
problem. The results of some preliminary numerical experiments are also
reported.



