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Streszczenie: W pracy przedstawiono algorytm realizujący metodę
podziału i oszacowań przeznaczony do rozwiązywania binarnych zadań
załadunku z wieloma ograniczeniami (tzw. wielowymiarowych zadań
załadunku). w algorytmie wykorzytywana jest szeroko relaksacja
ograniczenia zastępczego. zarówno do uzyskiwania oszacowań w
podprcblemach, jak i do wyznaczenia pierwszego rozwiązania przybliżonego.
Praca zawieja także omówienie wyników eksperymentu obliczeniowego.•

Summary.:. An algorithm of branch and bound type for the solution of 
the 0-1 knapsack problem with multiple constraints (multidimensional 
knapsack problem) is presented in the paper. The surrogate constraint 
relaxation is intensively exploited for both calculating bounds in 
subprobiems and finding an initial aproxímate solution. The results of 
numerical experiment are also reported.

PeaioMe: B paóoTe npencTasneH anropHTM peann3npyiomiiH Mei-on pa3nena a
or paHUHOHH B, HOTopoU npenHa3HaHen una pemeHan SaHapHbix aanaR sarpysKH 
pioKsaHa c KHor/HM orpaHMMeHWRMH (t. H. MHoroMepHbix 3anaM 3arpy3Kn). 
.AnropaTM mapoKO acno/ib3yeT penancaua» saMeHfljomero orpammeHHH, k z k  nna 
nonyueHaa oueHOH B nonnpoóneMax, Tan a nna onpeneneHaa nepBoro 
npaOnaweHHoro pemeHaa.

1. Wp r owadzeni e

Metoda podziału i oszacowań jest uniwersalnym i powszechnie stosowanym 
schematem postępowania w algorytmach rozwiązywania zadań programowania 
całkowitoliczbowego. Koncepcja metody polega na stopniowym podziale pier­
wotnego zbioru rozwiązań dopuszczalnych na podzbiory, w obszarze których 
definiowane są tzw. podproblemy. Kolejne etapy podziału dokonywane są w 
taki sposób, że powstaje struktura zwana drzewem podproblemów; podproblem 
reprezentowany jest przez wierzchołek tego drzewa. Metoda jest tym efekty­
wnie jsza; im- miniejsze drzewo wystarcza do znalezienia pierwotnego rozwiąza­
nia ODtymałnego. Rozwój drzewa oodziału powstrzymywany jest poprzez tzw. 
kryteria zamykania wierzchołków. Zatem to ich siła w znacznym stopniu decy­
duje o skuteczności całej metody. Główne kryteria oparte są na rozwiązy­
waniu relaksacji podproblemów i uzyskiwaniu tą drogą oszacowań dla wartości 
optymalnych w podproblemach. W zasadzie im lepsze jest to oszacowanie i im 
częściej rozwiązanie relaksacji jest pierwotnie dopuszczalne, tym szybciej 
zatrzymywany jest rozwój drzewa podproblemów.

Wiele praktycznych problemów optymalizacji rozdziału zasobów (funduszy) 
rozkroju materiału lub pakowania towarów jest przedstawianych w postaci 
wielowymiarowego zadania załadunku. Od klasycznego zadania załadunku tzw. 
plecakowego różni się ono wystęDowaniem wiecej niż jednego ograniczenia.

Jak wykazano w wielu pracach (np.[2],[4],[5},£9),[12]), wykorzystanie 
relaksacji z ograniczenie.m zastępczym prowadzi oo oszacowań dla wartości 
optymalnych, które są ściślejsze od uzyskanych na podstawie innych zna-
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nych relaksacji zadań całkowitol iczbowycn. Relaksacja ta jest szczególnie 
przydatna w przypadku rozwiązywania metoda podziału i oszacowań zadań zała­
dunku z wieloma ograniczeniami 14],C8], C103. Zadanie zastępcze jest wtedy
klasycznym zadaniem załadunku, dla którego opracowano efektywne w praktyce 
algorytmy rozwiązywania [31.C6],I11). Poszukiwane oszacowanie wartości 
optymalnej w podproblemie wyznaczane jest poprzez rozwiązywanie dokładne 
lub przybliźone odpowiedniego zadania dualnego [2] . C8], C101 . C12].

2. podstawowe sformułowania
Rozważmy binarne zadanie liniowe z wieloma ograniczeniami zwane dalej 

wielowymiarowym zadaniem załadunku:
vC P_3 = max }■

x e Z n : Ax < b. xt e <0.1> dla 1=1,. . .n

gdzie ce H", A jest macierzą mxn o elementach aJ(e Z. i be Z, CZ, oznacza 
zbiór dodatnich liczb całkowitych}.

Metoda podziału i oszacowań stosowana dla zadań binarnych oparta jest na 
podziale pierwotnego zbioru rozwiązań dopuszczalnych na podzbiory c F0 
według schematu odpowiadającego drzewu binarnemu:
F, = jx : Ax < b, xt=0 dla «.cICCO, xt= 1 dla icICli, x^e <0.1> dla i<IC-?j.
Zbiory ICO} i IC1J zawierają indeksy zmiennych o ustalonej wartości Codpo­
wiednio O i O .  a zbiór I C O  - indeksy tzw. zmiennych swobodnych.

Z każdym podzbiorem Fj związane jest zadanie
X € F

reprezentowane przez wierzchołek binarnego drzewa podziałów. Korzeniem 
drzewa jest zadanie pierwotne CP03 ze zbiorem rozwiązań rD. Ma kaZdym eta­
pie budowy drzewa zbiór Fj dzielony jest na dwa podzbiory poprzez wybranie 
jednej ze zmiennych swobodnych 1 ustalenie jej wartości na O dla jednego z 
tych podzbiorów i na 1 dla drugiego. Proces ten. który prowadzi do utwo­
rzenia dwócn wierzchołków potomnych, zwany jest rozgałęzianiem. Taki sposób 
cudowania drzewa podproblemów C Pp zapewnia spełnienie podstawowego dla 
całej metody warunku: na każdym etapie rozwoju drzewa suma zbiorów roz­
wiązań dopuszczalnych w liściach Ctzn. wierzchołkach bez potomków!) jest 
równa F0. Dzięki temu zadanie maksymalizacji kryterium cx mcZe byó rozwią­
zywane oddzielnie na każdym, z takich podzbiorów i porównanie uzyskanych 
rozwiązań prowadzi dc wskazania rozwiązania optymalnego dla zadania pierwc- 
tnego CP̂ ,} .

Oznaczmy przez s = |-c_:j moc -bioru zmiennych swobodnych. Przyjmijmy,

Ze a' oznacza i-tą kolumn«? macierzy ograniczeń pierwotnych A Ca e Z.l. Ze 
zmiennymi, które zostały wskazane w zbiorze ICO, związany Jest zmodyfiko­
wany wektor prawych stron ograniczeń oraz wartość stałego kosztu:
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cC13 “ IicX<l> U  X(l>
Oznaczmy przez A podmacierz złożoną z kolumn aŁ o indeksach lelC-J, przez 
c wektor złoZony z odpowiadających im współczynników wektora pierwotnej
funkcji celu oraz przez x wektor utworzony przez zmienne swobodne. Przy 
przyjętych oznaczeniach zadanie CPjD rozważane na pewnym etapie metody po­
działu i oszacowań jest wielowymiarowym zadaniem załadunku o postaci

Zawiera ono mniej zmiennych ni Z zadanie pierwotne Cs<n dla J>1}. Aby zde­
cydować o sposobie dalszego postępowania z analizowanym wierzchołkiem, wy­
starczy wyznaczyć górne oszacowanie dla wartości vCPj!> i ewentualnie jedno 
z rozwiązań dopuszczalnych x €. Fj Coczywiście przy założeniu, że Fj * 0 3). 
Jeśli uda się takie rozwiązanie wyznaczyć, to po jego uzupełnieniu uzyskuje 
się dodatkowe rozwiązanie dopuszczalne dla zadania pierwotnego CP0J, które 
może okazać się lepsze od znalezionych poprzednio.

Drzewo podziału rozrasta się tylko poprzez takie wierzchołki, w których 
zbiór dopuszczalny F; może zawierać rozwiązanie optymalne dla zadania CP03>. 
Wierzchołki, które nie mają tej cechy, są usuwane z listy wierzchołków do 
zbadania. Na każdym etapie rozwoju drzewa suma zbiorów dopuszczalnych dla 
wierzchołków z listy pokrywa ten fragment pierwotnego zbioru dopuszczalnego 
Fc który zawiera pierwotne rozwiązanie optymalne. Aby analiza kolejnego 
wierzchołka z listy była możliwa od samego początku działania metody, na­
leży wstępnie wyznaczyć przynajmniej jedno rozwiązanie dopuszczalne dla 
zadania pierwotnego. Oznaczmy odpowiadającą mu wartość funkcji celu przez 
yCP03> = cx, dla pewnego x €: F0. Górne oszacowanie wartości optymalnej dla 
podproblemu w wierzchołku oznaczmy przez vCPjJ. Jeżeli vCPj3> < yCP0J , to 
dla wszystkich rozwiązań x e: Fj zachodzi relacja

Zatem zbiór Fj nie zawiera pierwotnego rozwiązania optymalnego i może być 
wyłączony z dalszych poszukiwań. Odpowiadający mu wierzchołek usuwany jest 
z listy i nazywany jest zamkniętym - nie będzie już rozgałęziany i rozwój 
drzewa podziału na nim się kończy. Jeżeli relacja jest przeci wna} tzn. vCPj3> 
£ yCP0J , to zadanie CPp musi być dalej analizowane. Jeżeli przy okazji 
wyznaczania oszacowania górnego wskazano takie rozwiązanie dopuszczalne dla 
zadania CPp. dla którego wartość cx > yCP03), to należy je zapamiętać Jako 
najlepsze ze znalezionych rozwiązań dla zadania CP03> Cbowiem Fj c F03>. 
Wartość funkcji celu dla tego rozwiązania staje się nowym poprawionym osza­
cowaniem dolnym dla vCP0J. Zwiększane w ten sposób oszacowanie vCP0D nazy­
wane Jest wartością odcinającą, gdyż wykorzystywane jest w podstawowych

gdzie Fj { x e Z* : A x < b, e <0.1> dla icIC-O }

cx < vCPj3 < vCPp < vCP0:> < vCP03.
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kryteriach -zamykania rozwoju drzewa podziału. JeZeli w dodatku wyznaczone 
rozwiązanie jest optymalne dla CPp, to taki wierzchołek także moZna zam­
knąć - zbidr Fj nie zawiera rozwiązań dla CP,p. które są lepsze od aktu­
alnie znanego.

W przypadku gdy analiza wierzchołka nie umożliwiła jego zamknięcia, z 
aktualnego zbioru IC-J wybierana jest zmienna rozgałęziająca. Za jej po­
mocą tworzone są dwa wierzchołki potomne według podanego wcześniej sche­
matu. Dokonywany jest zatem drobniejszy podział i drzewo sle rozrasta. Oba 
nowoutworzone wierzchołki umieszczane są na liście oczekujących do zba-

Kolejny krok metody rozpoczyna Sie od wybrania następnego wierzchołka z 
listy. Potem następuję jego analiza. Zamykanie i podział wierzchołków kon­
tynuowane sajdopóki lista wierzchołków oczekujących na zbadanie nie stanie 
sie pusta. Jej wyczerpanie oznacza, że wszystkie podzbiory, na które 
podzielono F0 postały zbadane i najlepsze ze znalezionych rozwiązań dopusz­
czalnych jest optymalne dla zadania pierwotnego CP0J. Zatem ostatnia z 
wyznaczonych wartości odcinających yCP0J =

3. Oszacowanie górne dla oodproblerou
W metodach podziału i oszacowań stosowanych dla zadań dyskretnych 

oszacowania górne dla wartości optymalnych w wierzchołkach drzewa są wyzna­
czane poprzez rozwiązywanie różnych relaksacji podproblemów. Ścisłością 
oszacowań wyróżnia sie wśród nich relaksacja z ograniczeniem zastępczym 
[21.£43.[9] .

Dla danego mnożnika ta e można zdefiniować relaksacje zadania CPp. 
która jest klasycznym zadaniem załadunku z jednym ograniczeniem:

W ten sposób określona zostaje funkcja dualna h: R ™ — ► Zł. Pojedyncze ogra­
niczenie w powyższym zadaniu nazywane jest zastępczym. Ze sposobu wprowa-

każda wartość funkcji dualnej może być używana jako górne oszacowanie war­
tości optymalnej w podproblemie.

Zadanie dualne ograniczenia zastępczego ma postać:

Dla wartości optymalnych w zadaniach CPp i CDp zachodzi:
vCDp > vCPp.

Zatem rozwiązanie zadania dualnego ograniczenia zastępczego najściślej 
oszacowuje od góry wartość optymalna w podproblemie. Równość vCDp = vCPp 
może wystąpić wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie ta e R™ i takie x 
dopuszczalne dla CPp, że hCta} = cCIJ * c x. W takim przypadku x jest roz­
wiązaniem optymalnym dla CPp j a ta - dla CDp. Oznacza to wtedy, że wyzna­

dani a.

hCtaJ = c C I J  + max J c  x: taCA x -b 3  < 0 ,  x^ Jak w C Pp{ }

dzenia relaksacji CZp wynika, że hC<*0 > vCPp dla każdego € K™. Zatem
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czanie górnego oszacowania w wierzchołku pozwala na uzyskanie rozwiązania 
pierwotnie dopuszczalnego. Jeśli w dodatku odpowiadająca mu wartość funkcji 
celu Jest większa od vCP0J . to moZe stać sie ona nową. poprawioną wartością 
odcinającą.

Zarówno rezultaty teoretyczne C2J.C5I.C93, Jak i wyniki badań 
eksperymentalnych C4J , C8J . ClOJ wskazują. 2e oszacowania uzyskiwane poprzez 
rozwiązywanie dualnego zadania ograniczenia zastępczego są ściślejsze od 
oszacowań wykorzystujących relaksacje ze zmiennymi ciągłymi i relaksacje 
Lagrange'a.

W realizacji prezentowanej metody podziału i oszacowań zastosowano 
relaksacje ograniczenia zastępczego i algorytm quasi-subgradientowy C10I do 
wyznaczania oszacowania vCPp poprzez rozwiązywanie zadania dualnego CDp. 
W trakcie działania tego iteracyjnego algorytmu wyznaczany jest nierosnący 
ciąg <ql>. zbiegający do vfDp. Zatem ka2dy z Jego wyrazów jest górnym 
oszacowaniem dla vCPp. Prostym następstwom tego faktu Jest reguła, która 
pozwala przerwać obliczenia w algorytmie quasi-subgradientowym i zamknąć 
wierzchołek, gdy pewien wyraz ql < yCP01.

4. Elementy algorytmu
Aby schemat postępowania przy rozwiązywaniu wielowymiarowego zadania 

załadunku metodą podziału i oszacowań przybrał formę implementowalnego 
algorytmu,naleZy określić sposoby realizowania podstawowych Jego eleme.itów. 
Należą do nich: algorytm wyznaczania pierwszego rozwiązania dopuszczalnego
dla CP0J . kryteria zamykania wierzchołków, algorytm wyboru kolejnego wierz­
chołka z listy oczekujących na zbadanie i sposób rozgałęziania wierzchołka.
4. 1 .Oszacowanie dolne dla zadania pierwotnego

Pierwszym wierzchołkiem drzewa podziału, który podlega analizie Jest 
korzeń reprezentujący zadanie pierwotne. Zatem Juz na samym początku metody 
wymagana jest znajomość dolnego oszacowania vCP0J i odpowiadającego mu roz­
wiązania pierwotnie dopuszczalnego. Od Jakości tego oszacowania zależy sku­
teczność kryteriów zamykania wierzchołków w początkowych etapach algorytmu. 
Z tego powodu wskazane Jest wyznaczanie rozwiązań przybliżonych mo21iwie 
bliskich optymalnym. W C13J przedstawiono trzy algorytmy, które mogą być 
zastosowane w przedstawionej realizacji. Wszystkie one oparte są na idei 
algorytmu zachłannego i nadają się szczególnie dobrze do implementacji 
mikrokomputerowych. Dotychczasowe doświadczenia wskazują. Ze najskute­
czniejszy z nich jest algorytm z ograniczeniem zastępczym.

Wszystkie trzy algorytmy prócz wskazania rozwiązania przybliżonego 
szeregują także wszystkie zmienne pierwotne według ich "efektywności". 
Efektywność zmiennej ma istotne znaczenie w algorytmach rozwiązywania kla­
sycznego zadania załadunku C3J.C6J. Dla zadań z wieloma ograniczeniami 
trudno Jest Jednoznacznie zdefiniować jej odpowiednik. Jednak w każdym z 
wymienionych algorytmów przypisywane są zmiennym pewne wskaZnlkl pełniące
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podobną do efektywności rolę. Przez ich porównanie zmienne są szeregowane 
od najbardziej do najmniej "efektywnych". Ta kolejność rooźe być wykorzy­
stana w innych elementach prezentowanego schematu.

4. 2. Zamykanie wierzchołków
Analizowane wierzchołki wybierane są kolejno z listy oczekujących. 

Formalnie rzecz biorąc, pierwsza lista składa się wyłącznie z jednego 
wierzchołka-korzenia,czyli zadania pierwotnego. Jego analiza rozpoczyna się 
od wyznaczenia pierwszej wartości odcinającej za pomocą jednego z propono­
wanych w p.4.1 algorytmów Cprzy założeniu źe . Następnym krokiem Jest
rozwiązanie zadania dualnego Jeżeli zachodzi warunek vC P0!> = vC D^D , to
wyznaczone rozwiązanie przybliżone jest optymalne i proces rozgałęziania 
drzewa podziału jest zbędny. W przeciwnym Cznacznie częstszym w praktyce!) 
przypadku tworzona Jest faktycznie początkowa lista wierzchołków. Umiesz­
czane są na niej oba potomki korzenia, które utworzono po wybraniu pierw­
szej zmiennej rozgałęziającej. Od tego momentu każdy wierzchołek wzięty z 
listy analizowany jest z użyciem kryteriów, które stosowane są w kolejności 
niżej podanej.

Kryterium I . Czy w danym wierzchołku oszacowanie górne dla wierzchołka-
przodka jest mniejsze lub równe aktualnej wartości odcinającej?

Ze schematu dokonywania podziału zbioru F0 wynika, że oszacowanie górne 
wyznaczone dla wierzchołka jest także oszacowaniem dla wszystkich wierz­
chołków, które tworzą poddrzewo o korzeniu w tym wierzchołku. Zatem, jeśli 
górne oszacowanie dla wierzchołka-przodka vCPj_p!> < yCP0D , to wierzchołek 
CPp może zostać zamknięty.

Kryierium II , Czy wierzchołek jest absolutnym liściem drzewa podziału?
W pewnym momencie rozwoju drzewa podziału jego liśćmi są wierzchołki Już 
zamknięte oraz te, które oczekują na analizę Cz definicji liściem nazywamy 
wierzchołek bez potomków!). Wierzchołki z listy mogą być rozgałęzione w tra­
kcie dalszego postępowania pod warunkiem, że s>l. Wierzchołek, dla którego 
zbiór IC-J=0 nie może już być rozgałęziany - jest liściem absolutnym. Do 
tego samego rodzaju można także zaliczyć wierzchołki, dla których IC —!> ma 
moc s=l. Takie podproblemy mają trywialne rozwiązania optymalne i ich 
wyznaczenie zastępuje analizę wykorzystującą górne oszacowanie. Tak więc 
kryterium ma w algorytmie postać: czy s < 1? Jeśli tak. to wierzchołek jest 
zamykany. Dodatkowo sprawdzana jest możliwość poprawienia aktualnej war­
tości odcinającej. Jeśli wartość vCPj!> C=cCl!) lub =cCl!)+ck dla IC-}=<k>!> 
jest większa od yCP0J. to wartość ta staje się nową wartością odcinającą.

Kryterium-III . Czy dla danego wierzchołka hCoD < yCP0!>?
Jest to pierwsze z dwóch podstawowych kryteriów, które wykorzystują górne 
oszacowanie dla wartości optymalnej w podproblemie. Tym oszacowaniem jest 
wartość funkcji dualnej ograniczenia zastępczego dla pewnego mnożnika. 
Wyznaczana Jest ona poprzez rozwiązanie relaksacji C Z p . To zadanie jest 
klasycznym zadaniem załadunku z Jednym ograniczeniem. Zatem do jogo
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rozwiązania moina wykorzystać efektywny w praktyce algorytm, opisany w [61 
i opracowany w formie procedury w [111. Ograniczenie zastępcze budowane 
Jest w oparciu o mnożnik wyznaczony podczas analizy wierzchołka-przodka. 
Jeśli relacja badana w kryterium zachodzi, to wierzchołek Jest zamykany, 
gdyi zbiór Fj nie może zawierać rozwiązań lepszych od poprzednio znale­
zionego. W przeciwnym przypadku należy zbadać, czy rozwiązanie zadania CZp 
jest dopuszczalne w zadaniu CPjJ. Jeśli tak Jest. to wartość hCtO=«vCPp 
staje się nową wartością odcinającą i wyznaczone rozwiązanie zapamiętywane 
jest Jako najlepsze z dotychczas znalezionych. Taki wierzchołek Jest także 
zamykany, gdyż wyznaczono w nim rozwiązanie optymalne dla zadania CP,J.

Kryterium I V . Czy dla danego wierzchołka vCDp < vCPQJ?
Jeśli kryterium III nie pozwoliło na zamknięcie wierzchołka, to należy 
podjąć próbę poprawienia oszacowania hC<oJ. Służy temu rozwiązywanie zadania 
CDp  za pomocą algorytmu quasi-subgradientowego [101. W trakcie Jego dzia­
łania budowany Jest iteracyjnie nierosnący ciąg <ql>, który zbiega do 
vCDjJ. Zatem kryterium implementowane Jest jako sprawdzanie warunku ql < 
y<P0J juZ w trakcie wykonywania iteracji wewnątrz tego algorytmu. Poja­
wienie się wartości ql, która spełnia powyższy warunek, powoduje zatrzymanie 
algorytmu rozwiązywania CDp i zamknięcie wierzchołka. Jeśli algorytm 
zakończył działanie i wyznaczone oszacowanie pozostało większe od wartości 
odcinającej, to sprawdzany Jest odstęp dualności, czyli wartość vCDjJ-vCPp. 
W przypadku zerowego odstępu wierzchołek Jest zamykany, wartość odcinająca 
poprawiana i zapamiętywane Jest wyznaczone rozwiązanie dopuszczalne dla
c p .j .

Jeśli Żadne z kryteriów nie pozwoliło na zamknięcie badanego wierz­
chołka, to jest on rozgałęziany. Po wybraniu zmiennej rozgałęziającej two­
rzone są dwa wierzchołki potomne, które umieszczane są na liście oczeku­
jących na analizę. Wierzchołek rozgałęziony, tak Jak i zamknięty. Jest usu­
wany z listy.

ć.3.Wybór analizowanego wierzchołka
Na każdym etapie rozwoju drzewa podziałów wyróżniony Jest ten podzbiór w 

F0. który nie został jeszcze sprawdzony. Jest on sumą wszystkich podzbiorów 
Fj. dla tych wierzchołków, które oczekują na analizę z uZyciem kryteriów 
zamykania. Wierzchołki analizowane są pojedynczo i na skuteczność całej 
metody ma wpływ strategia wyboru kolejnego wierzchołka.

W algorytmie uZyto Jednokierunkowej listy z wartownikiem £13 Jako 
struktury danych, która służy do przechowywania aktualnego zbioru wierz­
chołków oczekujących na analizę. Na tej liście tylko dwa wierzchołki są 
dostępne bezpośrednio: pierwszy i ostatni. Do pozostałych można dotrzeć
tylko poprzez przesuwanie się wzdłuż listy Cw tym przypadku możliwe Jest to 
tylko w Jednym kierunkuj.

Zastosowanie Jednokierunkowej listy narzuca wybieranie do analizy 
wierzchołka początkowego. Strategie wyboru polegają na różnych sposobach
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budowania listy przez dołączanie nowych wierzchołków. W algorytmie wprowa­
dzono trzy sposoby budowania listy;

LIFO - nowe wierzchołki umieszczane są na początku listy,
FIFO - nowe wierzchołki umieszczane sa na końcu listy,
MIN - nowe wierzchołki umieszczane sa w takim miejscu. Ze zgodnie z 

kierunkiem listy wzrastaja górne oszacowania vCPp odziedziczone 
pc wierzchołkach-przodkach.

W każdym z trzech sposobów budowania listy inny wierzcnołe* jest począt­
kowym i w związku tym inny wierzchołek jest wybierany w danym kroku metody 
do analizy zamykającej:

LIFO - wierzchołkiem początkowym jest ostatnio wprowadzony na listę.
FIFO - wierzchołkiem początkowym jest pierwszy wprowadzony na listę,
MIN - wierzchołkiem początkowym jest wierzchołek reprezentujący pod- 

zadanie o najmniejszym górnym oszacowaniu vCPp odziedziczonym po 
wierzchołku-przodku.

4. 4. Wybór zmiennej rozgałęzia jącej
¥ przypadku gdy żadne z kryteriów zamykania nie byłe dostatecznie silne, 

wierzchołek jest rozgałęziany i zastępowany dwoma potomkami. Przeprowa­
dzeni e tej operacji wymaga wybrania jednej zmiennej swobodnej ze zbioru 
1C -j . Aby uniknąć tworzenia podzadań niedopuszczalnych CF,=GD , naleZy 
pojecie zmiennej swobodnej rozumieć taką zmienną, która może przyjąć war­
tość 1 bez naruszania aktualnych ograniczeń, tzn. spełnia warunek au < b, 
dla wszystkich j. Wszystkie zmienne, których wartość nie została ustalona w 
trakcie poprzednich operacji rozgałęziania, ale dla których powylszy waru­
nek nie jest spełniony) są przenoszone do zbioru ICO}. W ten sposób moZna 
wybrać dowolna zmienną ze zbioru IC-J i utworzyć dwa dopuszczalne podza- 
aama.

Procedura wyznaczająca początkowe rozwiązanie dopuszczalne dia zadania 
CPcJ podaje, prócz wartości odcinającej ytP0}. także kolejność zmiennych 
pierwotnych uporządkowanych według nierosnących efektywności. Ta wstępnie 
ustalona kolejność zmiennych jest wykorzystywana w trakcie procesu podziału 
dc wybrania zmiennej rozgałęziającej. Sposób stosowany w algorytmie poleca 
na wybieraniu ze zbioru IC -D tej zmiennej, która jest pierwsza wedłuc po­
danej kolejności. Istotną cechą tego postępowania Jest używanie stałej, 
wstępnie ustalonej, kolejności przez cały czas trwania procesu rozgałęzia­
nia Pozwala to dokonywać bardzo szybko wyboru zmiennej.
5. £k sper ymer.l cbl l czeni owv

Obliczenia wykonane dla zadań testowych wybranych z literatury miały na 
celu sprawdzenie praktycznej przydatności przedstawionego algorytmu wyzna­
czania rozwiązań optymalnych dia zadań załadunku z wieloma ograniczeniami. 
Chodziło takZe o porównanie trzech sposobów wyboru wierzchołka z listy 
oczekujących na analizę-. UFO. FIFO i MIN.
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Zadania testowe o postaci CP03 zostały zaczerpnięte z pracy C71, w 
której zebrano 50 zadań pochodzących z literatury Coznaczono Je od nazwisk 
autor ów prac: FLEIS. PETE1 +PETE7. PLAT1 i PLATĘ. SETOl i SET02. SHI01+SHI30 
oraz WEIN1+83. Dodatkowo wykorzystano w eksperymencie zadania o danych 
generowanych losowo. Dla 20 zadań całkowite wartości liczbowe wybrano 
pseudolosowo z rozkładem jednostajnym z następujących przedziałów: dla 10
zadań cte tl;1000], a^e [0;5001. bje [2500;37503 Coznaczono Je 
LITOI+LITIOO oraz dla 10 zadań c4e C1;10000J. a^e C0;10003. 
b,e 17500:100001 Coznaczono je SMA01 +SMA103. Ni2ej podano rozmiary zadań: 
liczbę zmiennych n oraz liczbę ograniczeń m.

Nazwa n m Nazwa n m
PLAT1 28 4 SHI 14+17 60 5
PLAT2 35 4 SHI 18+21 70 5
WEIN1+6 28 2 SHI22+25 80 5
WEÏN7.8 105 2 SHI26+30 90 5
SHI 01 =05 30 5 SETOl .2 60 30
SHI06=09 40 5 LI T01+10 50 10
SHI10+13 50 5 SMA01+10 50 10

Nazwa n m
FLEIS 20 10
PETE1 6 10
PETE2 10 10
PETE3 15 10
PETE4 20 10
PETE5 28 10
PETE6 39 5
PETE7 50 5

W trakcie eksperymentu u2yto opisanego algorytmu typu podziału i osza­
cowań w jednej z możliwych wersji. Di a wyznaczania wartości vCPo0 oraz 
oszacowań w wierzchołkach vCPp wybrano algorytm quasi-subgradientowy C101 
z parametrami sterującymi: krok startowy = 2.0 dla zadania CP01 i =0 . 5  dla 
zadań w wierzchołkach CPjO, współczynnik zmniejszania kroku = 0.86 i ogra­
niczenie liczby iteracji do 20. Początkową wartośó odcinającą oraz pierwsze 
rozwiązanie dopuszczalne wyznaczano prostym algorytmem zachłannym z ograni­
czeniem zastępczym Cl31. Porównano zachowanie sie takiej wersji algorytmu 
dla trzech wariantów wyboru wierzchołka z listy oczekujących na analizę. 
Dla każdego z zadań testowych wyznaczano rozwiązanie optymalne trzykrotnie, 
stosując listy LIFO. FIFC i MIN.

Wszystkie obliczenia testowe przeprowadzono na mikrokomputerze typu PC 
zgodnym z IBM AT285. pracującym z zegarem 16 MHz i wyposażonym w procesor 
numeryczny 287. Programy napisano w Jeżyku Pascal, a kody binarne uzyskano 
przy użyciu kompilatora Turbo Pascal v. 5.5.

Wyniki eksperymentu podsumowano w poniższych tabelach podając wartości 
średnie w grupie 50 zadań z literatury 1 w grupie 20 zadań losowych dla 
następujących parametrów: 

vCP0>-yCP05
z = ------------100% - odstęp pomiędzy górnym i dolnym oszacowaniem pier-

vCP0I
wotnej wartości optymalnej w korzeniu drzewa, 

pw -liczba wszystkich wierzchołków przejrzanych w trakcie budowy drzewa 
podział u ,

rw - liczba wierzchołków rozgałęzionych.
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kl - liczba wierzchołków zamkniętych przez kryterium I,
k2 - liczba wierzchołków zamkniętych przez kryterium II,
k3 - liczba wierzchołków zamkniętych przez kryterium III,
d3 - liczba wierzchołków zamkniętych przez znalezienie rozwiązania dopusz­

czalnego po sprawdzeniu kryterium III, 
k4 - liczba wierzchołków zamkniętych przez kryterium IV,
d4 - liczba wierzchołków zamkniętych przez znalezienie rozwiązania

dopuszczalnego po sprawdzeniu kryterium IV, 
dl - maksymalna długość listy wierzchołków oczekujących na analizę, 
cc - całkowity czas obliczeń, obejmujący zarówno wyznaczanie oszacowań dla 

zadania pierwotnego, jak i proces podziału.
Tabela 2 zawiera wyniki uzyskane z uZyciem listy typu LIFO.

Typ zad. zt%] pw r w kl k2 k3+d3 k4+d4 dl ccisek 3
z liter. 2. 64 979 488 0 3 365+2 120+1 19 177. 8
losowe 5. 33 271 135 0 18 64+1 52+1 15 92. 6

Tab. 2

Tabela 3 zawiera wyniki uzyskane z użyciem listy typu FIFO.
Typ zad. zC5;3 pw r w kl k2 k 3+d3 k4+d4 dl ccC sek 3
z liter, 
losowe

2. 64 
5. 33

2896
1159

1447
579

66
236

7
26

988+2
177+1

385+1
139+2

84
232

552. 0 
374. 9

Tabela 4 zawiera wyniki uzyskane z użyciem listy typu MIN.
Typ zad. zE y.i pw r w kl k2 k3+d3 k4+d4 dl ccE sek 3
z liter. 2. 64 979 488 0 3 365+2 120+1 19 179. 8
1 osowe 5. 33 271 135 0 18 64+1 52+1 15 92. 7

6.Podsumowanie
Wyniki eksperymentu obliczeniowego wskazują na praktyczną przydatność 

opisanego algorytmu do rozwiązywania wielowymiarowych zadań załadunku. Dla 
większości zadań pochodzących z literatury i dla wszystkich losowych po­
zwalał on na wyznaczenie rozwiązania optymalnego po analizie niewielkiego 
drzewa podziału. W znaczącej liczbie przypadków podział nie był w ogóle 
dokonywany Cdla 12 zadań z literatury!). Potwierdza to siłę stosowanego 
oszacowania górnego, które oparte jest na relaksacji z ograniczeniem 
zastępczym. Lista typu FIFO okazała się najmniej skuteczna. Jej stosowanie 
dawało rezultaty porównywalne z innymi listami tylko dla t.ych zadań, dla 
których odstęp oszacowań dla zadania pierwotnego był wyjątkowo mały. Listy 
typu LIFO i MIN prowadziły do identycznych drzew podziału i algorytm dzia­
łał dla ‘■nich jednakowo dobrze. Wersja algorytmu z listą MIN działała nie­
znacznie wolniej.
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Abstract : An algorithm of branch and bound type for the

solution of the 0-1 knapsack problem with multiple constraints Cmulti- 
dimensional knapsack problenO is presented in the paper. Effectiveness 
of the branch and bound method depends very much on the strength of 
fathoming criterions. A bound on the subproblem optimal value is 
necessary for the main criterion. Since the surrogate constraint 
approach offers a very tight bound it is used in the algorithm. 
Moreover, the surrogate constraint relaxation for the multidimensional 
knapsack problem forms an ordinary knapsack problem which can be solved 
effectively in practice. Thus this relaxation is intensively exploited 
for both calculating bounds in subproblems and finding an initial 
approximate solution. The surrogate dual program, which is described in 
the preliminary part of the paper, can yield a feasible solution on 
completion of node fathoming process. The more often such an approximate 
solution is improved during the fathoming process the lesser tree of 
subproblems must be built to find the optimal solution for the primal 
problem. The results of some preliminary numerical experiments are also 
reported.


