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Streszczenie: W pracy rozważany je s t  ogólny gniazdowy problem szeregowania z k ry te 
rium minimalizacji m aksym alnej kary za nieterm inow ą (zbyt wczesną lub zby t późną) re
alizację czynności. Omówiono m etody w yznaczania rozwiązań dokładnych i przybliżonych.

Summarv: The paper deals w ith  the  general jo b -sh o p  problem with criterion of m ini
m ization th e  maximum earliness and tardiness penalties. E xact and approxim ation algo
rithm s are proposed.

PeaioMe: B CTaTbe n p e n c r a B r m e T C H  o6man rH e 3 H 0 B a n  a a n a u a  uepeuoBaHWH c
h p a  Te p n ę  m  MHHHMH3aunn Ma HCMManbH op o I m T pa ea  3 a  HecpoMHoe ( paHHoe a n a  
ono3naBuiee! BunonHeHae onepau aa. r ipencTaB neH bi  MeTonw HaxowneHaK tomhux a 
npa6naweHHbtx pemsHaK.

1. Wst£p

W literaturze przedstawiono dotychczas wiele algorytm ów zarówno aproksym acyjnych, jak 
i dokładnych dla problemów szeregowania, przy założeniu różnych postaci funkcji celu 
oraz różnych ograniczeń dodatkow ych. 151, 1101, 1141. Nowy kierunek badań otw ierają pro
blemy z nieregularnymi funkcjam i celu [2|, ¡11), 1121, [171, które um ożliwiają m.in. mo
delowanie stra tegii szeregowania na czas ( ju s t in tim e) oraz modelowanie dialogowych sy
stem ów poszukiwania rozwiązania kompromisowego. Problemy te  charakteryzują  się brakiem 
spełnienia zasady maksymalnego w ykorzystania m aszyn ( tj. harmonogram je s t  dosunięty m ak
sym alnie w lewo na osi czasu), przez co rozwiązanie optym alne nie musi być aktyw ne (sem i- 
aktyw ne). W konsekw encji klasyczne podejścia stosow ane do rozwiązywania problemów z re
gularnymi funkcjam i celu są m ało przydatne oraz zachodzi potrzeba wypracowania nowych 
podejśó. W n inie jszej pracy przedstawiono próbę zaadaptow ania podejścia opartego na kon
cepcji ścieżki k ry tycznej do rozwiązywania jednego z tak ich  problemów.

2. Sform ułow anie problemu

Dany je s t zbiór operacji N={l,2,...,n) przeznaczonych do wykonyw ania na maszynach ze 
zbioru M=!L2....mi. Operacja j - t a  odpowiada czynności realizowanej na maszynie Pj w 
czasie PjiC  :: kosztem  równym  hj(Sj). gdzie h j( t)  je s t funkcją  posiadającą jedno (nieko
niecznie w łaściw e; minimum, zaś je s t  term inem  rozpoczęcia wykonywania te j  operacji, 
j€N. Dany jest także częściowy porządek R °sN *N  wykonyw ania operacji, im plikujący ograni
czenia postaci S;+p;ZS;. 'i,j)cR c . Z ak ład a  się. że wykonywanie operacji na maszynie nie 
może hyó przerywane oraz ze roaszjna  może w ykonyw ać co najw yżej jedną operację w dowolnym

9
momencie czasu. Poszukuje się term inów  rozpoczęcia wykonyw ania operacji S j, które m ini
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m alizują m aksymalny koszt związany z zakończeniem  wykonyw ania poszczególnych operacji, 
tzn . m ax-,.., h-(S-). Problem ten  będzie w dalszym ciągu nazyw any problemem (P).

'  J J I ,
Znane w literaturze problemy szeregowania sklasyfikowane w (9] jako  c r |0 |y , gdzie 

o c li. F, J). fte(o. rf  C f d j  oraz y e f C ^  Lm ax. Tm ax, f m axJ mogą być trak tow ane jako 
szczególne przypadki problemu (P), otrzym ane poprzez odpowiednie zdefiniowanie funkcji 
kosztu poszczególnych operacji. Tak np.:
(a) termin gotowości operacji m (ready tim e) może być wyrażony przez wprowadzenie oo 

funkcji h j(t) składnika M -m axfO .rj-t), gdzie M dostatecznie duża liczba dodatnia,
(b) żądanie zakończenia operacji przed term inam i krytycznym i dj (dead line) może być 

wyrażone przez wprowadzenie sk ładn ika M -m ax{0,t+Pj-dj),
(c) funkcje  kryterialne C _ _ „ ,L _ ,.„ ,T _ _ „ ,f_ ot, są szczególnymi przypadkami funkcji h ( t ) ,m ax m ax  m ax  m ax  j

tzn . h ( t)= t+ p ;, h . ( t ) = t + p - - d h.(t)=m ax{0,t+p.-d.), h .(t)= f.(t) , odpowiednio.
•) J J J J J J J J J

Zauważmy, że ograniczenia tw arde (hard) dyskutow ane w p. (a )-(b ) zosta ły  zastąpione o -
graniczeniami miękkimi (soft) poprzez wprowadzenie odpowiedniej funkcji kary. W praktyce 
harmonogramowania i szeregowania zadań ograniczenia są zwykle form ułow ane jako  miękkie, 
tzn. "warunkowo przekraczalne" lub "z karanym  przekroczeniem". W sy tuacji istnienia zbyt 

wielu ograniczeń nieprzekraczalnych (tw ardych) wyznaczenie jakiegokolwiek rozwiązania 
dopuszczalnego je s t zwykle problemem N P -trudnym ; w takim  przypadku zm iana charakteru  w y
branych ograniczeń (z tw ardych na m iękkie) pozwala wyznaczyć rozwiązanie sa ty sfakcjonu
jące użytkow nika.

Z  kolei in te rp retacja  ogólnych funkcji kosztu  h j(t)  je s t  zw iązana z istnieniem  dla 
każdej operacji m om entu czasowego (ogólnie przedziału czasowego), w którym  pożądane jes t 
je j rozpoczęcie (lub sym etrycznie je j zakończenie). W przypadku idealnym, gdy operacje 
są rozpoczynane w żądanych m om entach czasowych ( ju s t in time), ponoszone koszty  są zero
we. Nieterminowe, zby t wczesne lub zby t późne, rozpoczęcie operacji pociąga za sobą 
koszty zalezne od wielkości nieterm inowości. Odpowiednio do przedstaw ionej in te rp re ta 
cji funkcję  h ;(t) m ożna przedstaw ić w innej postaci, w ygodniejszej tak że  do dalszych 
rozważań. Niech hj=m in_a<t<c[ h j(t). Oznaczmy przez a . oraz bj argum enty funkęji h j(t)  t a 
kie. źe a.=mrntx: h-(x)=h(?}, b-=max(x: h .(x)=h°i. Oczywiście zachodzi a s b . .  Przyśpie- 

J J J J J J J
szeniem operacji j. 'rozpoczynanej w chwili t.--względem term inu 3j nazywam y wielkość
Ej(t)=m ax{0.3j-t), zaś spóźnieniem  operacji j  względem term inu b j nazyw am y wielkość 
T  (t)=m ąx(0.t-b-). F unkcję  g .(t)=h .(a . - t ) - h °  określoną dla taO nazywam y fu n k c ją  kosztu  
przyśpieszenia, zaś funkcję  F (t)= h  f t+ b y -h ^  określoną dla taO nazywam y funkcją  kosztu  
spóźnienia. Zauw ażm y, że funkcje  g j(t) oraz f j( t)  są niem alejące względem swoich argu
mentów oraz gj(0)=0, fj(0)=0. Dla poprawnego zdefiniowania problemu wymaga s ię ,a b y  tak  
otrzym ane funkcje były ciągłe lub lew ostronnie ciągłe. O stateczn ie  funkcję  h j(t)  można 

zatusać jako

h jit) = hj+maxigj(Ej(t)).fj(Tj(t))l. (1)

W szystkie rozpatryw ane w literaturze funkcje  kosztu  wykonyw ania operacji zalezne od je j 
term inu rozpoczęcia, zakończenia, przyśpieszenia lub spóźnienia są szczególnymi przypad
kami funkcji (1).
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3, Rozwiązanie problemu

Idea rozwiązania opiera się na dwóch przesłankach. N ajpierw  wprowadza się pojęcie ko
lejności w ykonyw ania operacji realizow anych na te j  sam ej m aszynie w celu uwzględnienia 
ograniczeń na skończoną (jednostkow ą) przepustow ość m aszyn. N astępn ie  problem (P) jest 
dekom ponow any na dwa podproblemy: poszukiw anie op tym alnej kolejności w ykonyw ania opera
c ji (poziom górny) oraz poszukiw anie term inów  w ykonyw ania operacji dla danej kolejności 

ich w ykonyw ania (poziom dolny). Do rozwiązania s to su je  się m etodę dwupoziomową z algory
tm em  ty p u  podziału  i ograniczeń na poziomie górnym oraz specjalizow anym  algorytm em  wie
lomianowym na poziomie dolnym. Szczegółow y opis algorytm ów przedstaw iono w rozdziałach 

3.1 i 3.2, odpowiednio.
W dalszej analizie będziemy posługiw ać się modelem grafowym  problemu (P). Z  każdą 

operacją skojarzym y w ierzchołek grafu z danymi Pj, Pj, g j(t), f j( t)  oraz zm ienną Sy

zmienne Ej(Sj), TjCSj) są zw iązane z Sj. Z  każdą parą operacji (i.j), dla których
określono kolejność w ykonyw ania i j , skojarzym y łuk  (i.j) grafu. Oznaczm y przez

Njl «(jeN dij»k) zbiór operacji w ykonyw anych na m aszynie k - te j  oraz n^= | Mj. | , kcM. Kolejność 

w ykonyw ania operacji na m aszynie k je s t określona perm utacją nk ={nj.(l),..,nk(n kM ele
mentów ze zbioru N^. O znaczm y przez zbiór w szystk ich  perm utacji na \ ' k - Kolejność wy
konywania operacji na w szystk ich  m aszynach je s t  określona przez n=(jij ,..,n ), gdzie

n e n -n 1Kll2 x..xnm. Rozważmy graf G(n)=(N'.R(a)), gdzie

m m -1
R(k> - R ° u Uk = 1U j 2 1 {(nk(i),*k(i+l))). '-?)

Zauważmy, że aell rep rezen tu je  dopuszczalną kolejność w ykonyw ania operacji na w szystkich 
m aszynach ' w tedy i ty lko  wtedy, gdy graf G(n) je s t  acykliczny. Zdefin iu jm y zatem  zbiór ko 

lejności dopuszczalnych n=(nell: G (n)-acykliczny). Z atem  zgodnie z przedstawianą ideą pro-
•

blem (P) może być zapisany jako: w yznacz n en tak ie , że

H(x*) » minnen H(x) (3)

gdzie

H(«0 -  minS€S()t) (hj+max{gj(Ej(Sj)),fj(Tj(Sj )))) W

przy czym

S<«0 -  (S»(Sr . 3 n): Sj+PjSSj, (i,j)eR(*)j). (5)

Zauważmy, że  posztikiwane w  problemie (P) optymalne terminy rozpoczęcia operacji S .,  jtN ,
• J 

są wyznaczone przez rozwiązanie problemu (4 )-(5 ) dla n .

3.1. W yznaczanie term inów  rozpoczęcia operacji

Problem (4 M 5 ) je st w ogólnym przypadku problemem optymalizacji z nieliniową funkcją 
celu i liniowymi ograniczeniami. W dalszym ciągu przedstawimy specjalizowany wielomiano
wy algorytm do rozwiązania tego problemu. Opis metody podamy przy założeniu ,że  h f t )  są 

ciągłe oraz hj«0, jcN (możliwe Jest ominięcie tych wymagań).
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Niech n będzie pewną kolejnością wykonyw ania operacji. A nalizę zaw artą w tym  rozdzia
le będziemy prowadzić w oparciu o graf G(n). Dla wygody zapisu zbiór krawędzi R(nj grafu 
będziemy przedstawiać a lternatyw nie  za pomocą zbiorów bezpośrednich poprzedników i 
następników wierzchołków, odpowiednio

A j» )  *= (i€N: (j.ijcROO), Bj(rr) = (ieN: (i.j)€R(JO), jeN . (6)

Ciąg w ierzchołków grafu v*(v^,V2 ,..,vr ) taki, że Vj.€N, k - l „ .4 v, Cvk,vk+1)€R(n),

k= l,..,rv- l ,  będziemy nazywać drogą, zaś

L(v) * C l  pvk (7)

długością te j  drogi. Oznaczmy przez

D;;(rc) » (v: v .= i oraz v =j) rv

zbiór dróg w G(*0 o początkach i oraz końcach j ,z a ś  przez

V 0  “  UveDlj(n)Uk I l  < V  (9>

zbiór w ierzchołków należących do w szystkich dróg z Djj(n). Niech

Qtn) « i(i,j): D;jfir)*0) GO)

będzie zbiorem par w ierzchołków , między którym ; istn ie je  droga. Drogę u^eD^Cn)*#,

uij=tui j l u i j2 - -u ijr 5 «>“»• 2e
ij

LCUy) = m axveD.j(It) L(v) f U -

będziemy nazywać najd łuższą  drogą z i do j. Niech

D(n) = U?' ,Un . D-.(n) (12)1—4 1 —I 1J

będzie zbiorem w szystkich dróg grafu G(n). Form alnie drogi u .j zależą od tt, jednakże dla 
uproszczenia no tacji nie będziemy tego uwzględniać w zapisie.

Zdefiniujm y dla (i,j)eQ (r) pom ocniczy (zrelaksowany) problem

H. .(ji) = minS€S(jr) max(gj(Ei(Si)),fj (Tj (Sj ))). (13)

Problem ten  polega na w yznaczeniu term inów  rozpoczęcia operacji przy założeniu, ze tylko
dwie funkcje  kosztu  gj(t). f j( t)  są niezerowe. Pokażem y dale j, jak  w yznaczyć rozwiązanie
problemu ;(13). Dla (i.jjcO fn),korzystając z definicji E ;(t), T j( t)  oraz S(n), mamy

E.(S.)+Tj(S;) a max{0.a.-Sj)+max{O.Sj-bj) a max(0.aj-bj+Sj-Sj)

a m ax{0^łj-b j+L(U y)) = (14)

Ponieważ z definicji zachodzi TjiSyaO, zatem  z (14) mamy
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TjCSj) g m ax(0Ą j(n )-E i(Si)). (15)

F unkcja  f j( t)  je s t  niem alejąca, zatem  z (13) oraz (15) otrzym ujem y

HjjdO i  ro^sesirt) ®ax(gj(E.(Sj)),fj(max{0IAij(Jt)-E.(Sj)))

= m ins  max(gj(E j(Sj)),fj(m ax(OĄj(Jt)-Ei(Sj)})). (16)

Zauw ażm y, że m inim alizację po nieograniczonej zm iennej Sj możemy zastąpić minimalizacją 
po zm iennej xeX, gdzie X  je s t  zbiorem wartości przyśpieszeń dla w szystkich wartości S;, 
czyli X={x: xgO). W prowadźmy dalej funkcję

F .j(u) = minXio  m ax(8jCx)),fj(max(0,u-x))) (17)

określoną dla uaO. Jak  ła tw o  sprawdzić, F i;(u) je s t  fu n k c ją  niemalejącą. oraz F.j(0)=0. Z  
definicji gj(t) dla x>u zachodzi

max(gjlx)),fj(0)) g mazlgjiujl.fjlO)). (18)

W konsekw encji z (17) i (18) otrzym ujem y prostszą postać na fun k c ję  Fy(u)

Fjj(u) = min(m in0£XSu m ax(g.(x)),fj(u-x)),m inx>u max{gj(x)),fj(0))}

= max{gj(x)),fj(u-x)). (19)

O stateczn ie  z (16), (17) oraz (19) mamy

Hjj(n) g Fj-iA j•(«)> (20)

Problem (19) je s t  problemem minim alizacji funkcji jednej zm iennej x  w  przedziale 10,ul. 

W przypadku gdy funkcje  g j(t),fj(t) są ciągłe oraz gj(0)=0=fj(0), problem ten  może być 
sprowadzony do rozwiązania równania gj(x)=fj(u-x). Dla konkretnych postaci funkcji 
g j(t),fj(t), (n p . liniowe) możliwe je s t  otrzym anie rozwiązania w postaci analitycznej. 
Niech x 'b ęd zie  rozwiązaniem problemu (19) dla u=Ajj(n). Pokażemy, jak  skonstruow ać 
rozwiązanie S 'eS(n) problemu (13) takie, źe Hjj(«)»Fjj(Ay(«r)). W pierwszej kolejności 
wyznaczam y term iny rozpoczęcia operacji należących do Vy(n). Przyjm ujem y

i - j  -  ■ Sk = maxjeB,.(n)nV ..(n)(Sk+pk)’ keV ijtir)V{l>* (21)' (22)S'. = a . - x \
K 1J

Wzór (22) określa, że operacje kćVj *(n)\{i} rozpoczynają się najw cześniej jak  mogą, bio
rąc pod uwagę ty lko  operacje ze zbioru Vy(>0. Z atem  zachodzi S^,=Sj+L(u.^) keVy(iO\(i) 
oraz w' szczególności Sj=SI+L(Uy). Term iny rozpoczęcia pozostałych  operacji, tzn. 
keN W . .(n), m ożna wybrać dowolnie (dopuszczainie),bowiem nie m ają one wpływu na wartość 

funkcji celu (13). Jak  łatw o sprawdzić, m inim alna w artość funkcji celu (13) je s t  równa

H. .00 = m ax(g .(E .(S ;)),f.(T fS '; +L(u..))} = max{g;(x ') ,f  .(ń ..(n)-x ')}łj 1 • i J J > J J

= F y fń ^ n ))  (23)
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Pokażem y daiej, jak  w oparciu o rozw iązania problem ów (13) dla (i,j)eQ(n) skonstruow ać 

rozw iązanie S"eS(n) problem u (4 )-(5 ) tak ie , że

H(n) = K*, gdzie H = m ax(j j)£Q{n) H ^ W . (24), (25)

Oznaczm y przez

x'j=m axlt: gj(t)=H  ). j€N . (26)

Rozwiązanie S" je s t  określone następu jącym  wzorem  rekurency jnym

Sj = m ax{aj-X j,m axieB  ^ (S j+ P j) ) ,  jeN . (27)
i

gdzie maNj^jj (S j ’-Pj)=-® jeśli Bj=0. W dalszym  ciągu pokażem y k ró tk ie  uzasadnienie tego

fak tu . Poniew aż każdy problem postaci (13) je s t  relaksacją  problem u (P), zatem  oczywiście 

H(n)aH . Pokażem y dalej, że zachodzi

maXje!s, m ax{gj(E j(Sj)),fj(T j(S j))} 4 H . (28)

Z  określenia (27) i (26) mamy

m axj£N  gj(Ej(S 'j)) s  maXjeN  g j(x p  = H*. (29)

Dalszą część dowodu poprowadzim y przez zaprzeczenie. Przypuśćm y, że is tn ie je  operacja

KN taka , że fj(T ](Sp)>H  . W yznaczm y w ów czas operację  o na jm niejszym  indeksie ke.N\{l) 

taką, że s k =ak ~xk > m axjCg  (n)(S jTPj) oraz S'j=Sk +L(uk l); operacja  tak a  zaw sze istn ie je .

Zgodnie z defin icją xk zachodzi gk(x)>H dla x>xk> fj(T j(S 'j)) = f|(Sk +L(uk j)) =

f 1(ńk l(n )-x k ) > H oraz

Hk!(") = m in(m in0Sx sx " j max{gk(x ) /j(ń kl^ ) - x ) ) ,

m ' n xj!j <xsAki(„) m ax(gk (x).f,(ók!W -x)})

i  m inlm in Osxsx" f !(\ l (ri)" X)’n iinx" <xsók!(ir)ek (x))

= min(f1(Akl(rO-x"1).minx „i<Xi£&ki(łt) 6k(x)}

> H* i  H k!(K) (30)

« *
co prowadzi do sprzeczności, że H było w artością  najw iększą. Z atem  m am y f  .(Tj(S'j))sH

jeN , co w połączeniu  z (29) da je  (28).
O sta teczn ie  p e łn y  algorytm  w yznaczania term inów  rozpoczęcia -wykonywania operacji dla 

danej kolejności ich w ykonyw ania ma n as tęp u jącą  postać.

A lgorytm  (dolny poziom)

(1) w yznacz zbiór Q(rc) oraz długości n a jd łu ższy ch  dróg m iędzy każdą parą w ęzłów  L(Ujj), 
(i.j)€Q(n),

*
(2) w yznacz Fjj(A.j(n)) zgodnie z (19) dla (i,j)€Q(xi) oraz w yznacz H  zgodnie z (25),

(3) w yznacz w artości m aksym alnych przyśpieszeń x'j wg (26),
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(4) wyznacz term iny rozpoczęcia wykonywania operacji S'j ze wzorów (27).

Krok (1) Algorytmu m ożna zrealizować przez n -k ro tn e  powtórzenie algorytm u Bellmana. 
Niech o będzie uporządkowaniem wierzchołków grafu spełniającym  warunek B0^ ( n ) s  
!<r(l)....cr(j-ł)}, jeN . Uporządkowanie takie m ożna wyznaczyć w O (n + |R (r0 |)  krokach. 
Długości L(Uy) m ożna w tedy w yznaczyć, realizując dla w szystkich ls i< jsn  następu jący  wzór 

rekurencyjny

L(V i W j ) > = maXkeBa(j)(n)n{o(i) ,<r(j-l)] (L(uor(i)k)+Pk)l C31)

oraz

L(Ua(i)o(j)) = ® Jeili Sa{j)-<-Ci) a ( j - 1)1=0. (32)

Realizacja wzorów (31). (32) dla usta lonej pary (i,j) wymaga O (n + |R (r0 |)  kroków. Podob

nie wzór (27) przyjm uje postać

Sa(i) = m ax,a0(i)-xa(i)-m axj e Ba a ) (n)fS'j+Pj)>- i=1’- n - <33>

O statecznie Algorytm dolnego poziomu ma złożoność CKn(n+1 R(n) | )s), gdzie s je s t licz
bą iteracji potrzebnych do w yznaczenia F y (u ) dla danego u (s je s t  s ta łą  w przypadku 

analitycznego wyznaczenia rozwiązania dla (19)).

3.2. W yznaczanie opt ym alnej kolejności wykonyw ania operacji

Z analizy przedstaw ionej w rozdziale 3.1 wynika, że w artość H(n) możemy zapisać jako

H(n) = maxveD(n) F y v  (max{0,av - b y +L(v))). (34)
'  rv 1 rv

Drogę ueD(n), k tó ra  m aksym alizuje prawą stronę wzoru (34),będziem y nazyw ać drogą kry tycz
ną. Dla tak  określonej drogi m ają zastosow anie w szystkie rezu lta ty  zaw arte w pracy [8], 
w szczególności pojęcie bloku operacji oraz elim inacyjne w łasności bloku. W związku z 
tym  do wyznaczania optym alnej kolejności w ykonyw ania operacji proponuje się zastosować 
algorytm  podziału i ograniczeń w ykorzystu jący specyfikę podejścia blokowego [81. Ponie
waż szczegóły dotyczące sposobu generacji drzewa rozwiązań, m etody podziału, strategii 
przeglądania oraz dowodów zbieżności m etody zosta ły  już  opisane szczegółow o w w:w. pracy, 
zatem  w dalszym ciągu ograniczamy się tylko do elem entów isto tn ie  nowych, tj. do sposobu 
w yznaczania wartości funkcji celu (dla danej kolejności wykonyw ania operacji) oraz spo
sobu wyznaczania dolnych i górnych ograniczeń dla m etody podziału i ograniczeń.

3.3. P rzypadki szczególne

Szereg przypadków szczególnych było analizowanych w pracach |11, [61, [13], [181. O -  
ąraniczały się one głównie do problemów jednom aszvnowvch lub przepływowych z jednakowy tri 

funkcjam i kosztu.
Problem (PD . Rozpatrzm y problem (P) przy założeniu, ze w szystkie funnkcje  kosztu są 

jednakowe, tzn . g ft)= g (t), fj (t)=f(t), jcN . Z atem  z (34) otrzym ujem y
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Hen) *= maxve |3 (ji) Fím ax(0.av  ̂- b y +L(v)})

« F(m axve0 n̂j max(0 ^ v _ -b v +L(v)¡

= F(max{0.maxveD n̂j (ay - b y +L(v)))), (35)

gdzie

F(u) = m ino sx iu  m axl8 (x)),f(u-x)). (36)

W artość m axve0 (K) (a v _bv +U(v)) jes t maksymalnym spóźnieniem  w problemie, w którym  o -

kreślono nieprzekraczalne term iny gotowości a j f zaś spóźnienie je s t m ierzone względem te r 
minów b., jeN . Problem tego typu  je s t  klasyfikow any jako “ |r . .P |L  _  19!. Problemy zJ J IDoa
funkcją  celu L . są stosunkow o dobrze zbadane w literaturze, 110], 114), zaś do ich ro - J ’ max
związywania m ożna stosow ać techniki podobne jak  do rozwiązywania problemów z m inim aliza
cją term inu zakończenia w szystkich operacji.

Problem (P2). Rozpatrzm y problem (P) przy założeniu, że funkcje  kosztu  przyśpieszeń 
są jednakowe, tzn . g ;(t)=g(t), jeN . Z atem  z (34) otrzym ujem y

H(ji) = m axyeD(n; Fy (max{0,ay - b y +L(v))) 
rv rv

-  maxj€N m axi:(i,j)eQ (7 0  P j^ a x iO .a p b j  +L(v»)

” m axjeN  F jCrnaxi:(i,j)eQ W  ma3¿veD.j W  maxfO.a^-bj +L(v)J

‘  maxjeN  F j (m axl0 'raaxi:(i,j)€Q(Tt)raaxv£Dij(It) •<V L(v))- bj ,)*

gdzie

F;(u) = min QixSu m ax(g(x)).fj(u-x)J.

W artość m ax.,^ (n) (aj+L(v>) jest term inem  rozpoczęcia operacji

biernie, w którym  określono nieprzekraczalne term iny gotowości a ;. j£N. W yrażenie id /)  
mozi- by- interpretow ane jako m aksymalny koszt zależny od term inu zakończenia 
(rozpoczęcia) operacii. Problem tego typu  je s t klasvfikow anv jsk o  q i?:. P ro t-

j max
len ■■ : funkcją celu i  by łv  również przedmiotem rozważań 171 max

3.4. Dolne ograniczenia

Dome ograniczenie dla problemu (P) otrzym ano stosując  relaksacje prowadzące do o~ 
trzym ania przypadków szczególnych (P I)  i (Pź) opisanych w rozdziale 3.3. i tak  relaksacja 

funkcj: kosztu ma postać: wszystkie funkcje kosztu  operacji sa jednakow e : równe odpo
wiednio g ( t ’=m;:¡jeV g f i D - m in .^  f ;ft). tzC. W rezultacie w szystk ie  m etody pucowa
nia dolnych ograniczeń, opisane dia w w. przypadków szczególnych; s ta ją  się p rzydatne do 
wyznaczania dojnych ograniczeń dia problemu (P), W szczególności oolnt ograniczenia 1- 
rmiszynowe ¡15Í, ¡1 6 ! mogą być z powodzeniem u ży te  do wyznaczania dolnego ograniczenia 

dla problemu “  Irj-p ¡ L m ax-

(37)

(38) 

j w pro-
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Pewną poprawę wartości dolnego ograniczenia otrzym anego powyżej można otrzym ać po - 
przez zastosow anie relaksacji liczby zadań przed relaksacją funkcji kosztu. Ogólnie, idea 

ta zakłada wyznaczenie wartości dolnego ograniczenia dla pewnego podzbioru zadań RcN 

Club pewnego ciągu podzbiorów K .cK jC —cKgSN). Przyjm uje się. Ze ciąg podzbiorów jest 
konstruow any następująco: s=n, Kn =N. K ._j»Kj\lk), gdzie keR. je s t  zadaniem takim , Ze 
Bk(x")‘=g(x")=minje ^  gj(x"), gC tj'm injg^ gjCt). f ( t ) = m in ^  f ¡(t), je s t dolnym

organiczeniem wartości T _ , „  ze zbiorem zadań K., zaś x" je s t rozwiązaniem problemu (19) max i
dla u=ó]^g. i=n 1. Technika ta  polega na "usuw aniu” kolejno zadań determ inujących mi
nimalną funkcję  kosztu  przyśpieszenia. Przez sym etrię można zbudować analogiczny ciąg 
usuw ając kolejno zadania determ inujące m inimalną funkcję  kosztu spóźnienia.

3.5. Górne ograniczenie

isto tnym  elem entem  m etody podziału i ograniczeń, bazującej na podejściu blokowym ( jest 
sposób generowania rozwiązania przybliżonego w każdym węźle drzewa rozwiązań. Rozwiąza
nie to  stanow i podstaw ę przeprowadzenia podziału drzewa (w oparciu o bioki na ścieżce 
kry tycznej) oraz pozwala na m odyfikację bieżącej wartości górnego ograniczenia wykorzys
tyw anej do zam ykania w ęzłów  drzewa. Niezależnie od tego rozwiązanie przybliżone może 
stanow ić a lte rna tyw na m etodę rozwiązywania problemu (P).

Rozwiązanie przybliżone otrzym ano stosu jąc  typową technikę: wyznacz przybliżoną ko- 
iejność wykonyw ania operacji pewnym  algorytm em  aproksym acyjnym  A. a następnie wyznacz 
Hcrr^). Do wyznaczania «A proponuje się zastosow ać dowoiny algorytm  aproksym acyjny stoso
wany do problemu z funcją  celu ty p u  L _ , v iub f_ _ „ , patrz także rozdz. 3.3.m ax max

4. Uwagi końcowe

Wydaje, się. Ze możliwe je s t  skonstruow anie pewnych dodatkowych w łasności elim inacyj
nych. analogicznych do przedstaw ionych w pracach 13!. |4j dla problemu z funkcją celu 

'"m ax' k tóre można z pełnym  powodzeniem zastosować w proponowanym algorytmie. Z atem  po
dejście blokowe pozwala na rozwiązywanie stosunkow o szerokiej klasy problemów szeregowa

nia. jednakże tylko przy założeniu minimaksowego charak teru  kryterium .
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A b s t r a c t :

The paper deals w ith th e  general jo b -shop  problem w ith penalty  function  defined for 
each task . The penalty  depends on task  s ta rtin g  tim e and can also be considered as ear
liness and tardiness penalties. T he criterion is form ulated as maximum among penalties 
and have to  be minimized. T he model is more general th an  classical flow - and jo b - shop 
problems w ith m in-m ax criterion considered so fa r in literature. Since th e  optim ization 
criteria is no t regular then  th e  task  schedule need no t be active. T he proposed solution 
method decomposes th e  problem in to  tw o subproblems: finding sta rtin g  tim es for a given 
task procesing order and finding th e  optim al ta sk  processing order. A speciaii sed poly
nomial algorithm  and th e  b ranch-and-bound  algorithm  based on block approach are proposed 
for th e  first and second subproblem, respectively. Some special cases, lower bounds and 
approxim ation algorithm s are also discussed.


