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C TPEEyEMbIMM MOMEHTAMH OKOHbMEKHfI OnEPAUHM

Streszczenie: W pracy rozwazany jest ogdlny gniazdowy problem szeregowania z kryte-
rium minimalizacji maksymalnej kary za nieterminowg (zbyt wczesng lub zbyt p6Zng) re-
alizacje czynnos$ci. Oméwiono metody wyznaczania rozwigzan doktadnych i przyblizonych.

Summarv: The paper deals with the general job-shop problem with criterion of mini-
mization the maximum earliness and tardiness penalties. Exact and approximation algo-
rithms are proposed.

PeaioMe: B CTaTbe npencraBrmeTCH o6man rHe3HOBan aanaua uepeuoBaHWH ¢
hpaTepnem MHHHMH3aunn MaHCMManbHopol mTpaea 3a HecpoMHoe (paHHoe ana
ono3naBuiee! BunonHeHae onepauaa. ripencTaBneHbi MeTonw HaxowneHaK tomhux a
npaénaweHHbtx pemsHakK.

1. WstEp

W literaturze przedstawiono dotychczas wiele algorytméw zaréwno aproksymacyjnych, jak
i doktadnych dla probleméw szeregowania, przy zalozeniu réznych postaci funkcji celu
oraz réznych ograniczen dodatkowych. 151, 1101, 1141. Nowy kierunek badan otwierajg pro-
blemy z nieregularnymi funkcjami celu [2], j11), 1121, [171, ktére umozliwiajag m.in. mo-
delowanie strategii szeregowania na czas (just in time) oraz modelowanie dialogowych sy-
stemoéw poszukiwania rozwigzania kompromisowego. Problemy te charakteryzujg sie brakiem
spetnienia zasady maksymalnego wykorzystania maszyn (tj. harmonogram jest dosuniety mak-
symalnie w lewo na osi czasu), przez co rozwigzanie optymalne nie musi by¢ aktywne (semi-
aktywne). W konsekwencji klasyczne podejscia stosowane do rozwigzywania probleméw z re-
gularnymi funkcjami celu sa malo przydatne oraz zachodzi potrzeba wypracowania nowych
podej$é. W niniejszej pracy przedstawiono probe zaadaptowania podejscia opartego na kon-
cepcji $ciezki krytycznej do rozwigzywania jednego z takich problemow.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbiér operacji N={l,2,....,n) przeznaczonych do wykonywania na maszynach ze
zbioru M=!L2...mi. Operacja j-ta odpowiada czynno$ci realizowanej na maszynie Pj w
czasie PjiC : kosztem réwnym hj(Sj). gdzie hj(t) jest funkcjg posiadajacg jedno (nieko-
niecznie wtasciwe; minimum, za$ jest terminem rozpoczecia wykonywania tej operacji,
JEN. Dany jest takze czeSciowy porzadek R°sN*N wykonywania operacji, implikujacy ograni-
czenia postaci S;+p;ZS;. 'i,j)cRc. Zaktada sie. ze wykonywanie operacji na maszynie nie
moze hyd przerywane oraz ze roaszjna moze wykonywac co najwyzej jedng operacje w dowolnym
momencie czasu. Poszukuje sie termindw rozpoczecia wykonywania operacji S?, ktére mini-
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malizujg maksymalny koszt zwigzany z zakonczeniem wykonywania poszczeg6lnych operacji,
tzn. max-,.., h-(S-). Problem ten bedzie w dalszym ciggu nazywany problemem (P).

Znane w I]iteraturze problemy szeregowania sklasyfikowane w (9] jako cr|Ofy, gdzie
ocli. F, J). fte(o. rf Cfdj oraz yefC » Lmax. Tmax, fmaxJ mogg by¢ traktowane jako
szczeg6lne przypadki problemu (P), otrzymane poprzez odpowiednie zdefiniowanie funkcji
kosztu poszczeg6lnych operacji. Tak np.:

(a) termin gotowosci operacji m (ready time) moze byé wyrazony przez wprowadzenie 00
funkcji hj(t) sktadnika M-maxfO.rj-t), gdzie M dostatecznie duza liczba dodatnia,

(b) zadanie zakonczenia operacji przed terminami krytycznymi dj (dead line) moze by¢
wyrazone przez wprowadzenie sktadnika M-max{0,t+Pj-dj),

(c) funkcje kryterialne CmaX’Lma'X“Tmar“fm%c sq szczeg6lnymi przypadkami funkcji hj(t),
tzn. h')(t):t+pJ;, hJ.(t):t+Jp-3d hj(t):max{o,t+pj-dj), hj(t):fj(t), odpowiednio.

Zauwazmy, ze ograniczenia twarde (hard) dyskutowane w p. (a)-(b) zostaly zastgpione o -

graniczeniami miekkimi (soft) poprzez wprowadzenie odpowiedniej funkcji kary. W praktyce

harmonogramowania i szeregowania zadan ograniczenia sa zwykle formutowane jako migkkie,

tzn. "warunkowo przekraczalne" lub "z karanym przekroczeniem". W sytuacji istnienia zbyt

wielu ograniczeri nieprzekraczalnych (twardych) wyznaczenie jakiegokolwiek rozwigzania

dopuszczalnego jest zwykle problemem NP-trudnym; w takim przypadku zmiana charakteru wy-

branych ograniczen (z twardych na miekkie) pozwala wyznaczyé rozwigzanie satysfakcjonu-

jace uzytkownika.

Z kolei interpretacja ogélnych funkcji kosztu hj(t) jest zwigzana z istnieniem dla
kazdej operacji momentu czasowego (ogélnie przedzialu czasowego), w ktérym pozadane jest
jej rozpoczecie (lub symetrycznie jej zakoriczenie). W przypadku idealnym, gdy operacje
sq rozpoczynane w zgdanych momentach czasowych (just in time), ponoszone koszty sg zero-
we. Nieterminowe, zbyt wczesne lub zbyt pdZne, rozpoczecie operacji pociagga za soba
koszty zalezne od wielkosci nieterminowos$ci. Odpowiednio do przedstawionej interpreta-
cji funkcje h;(t) mozna przedstawi¢ w innej postaci, wygodniejszej takze do dalszych
rozwazan. Niech hj=min_a<t<c[ hj(t). Oznaczmy przez a. oraz bj argumenty funkeji hj(t) ta-
kie. Ze a.szrntx: h-(x)=h5?}, bjzmax(x: hj(x)zhji. Oczywiscie zachodzi aJsb.J. Przyspie-
szeniem operacji j. 'rozpoczynanej w chwili t.--wzgledem terminu 3j nazywamy wielkos$¢
Ej(t)=max{0.3j-t), za$§ spo6znieniem operacji j wzgledem terminu bj nazywamy wielko$¢
T (t)=max(0.t-b-). Funkcje g.(t)=h.(a.-t)-h° okresSlong dla taO nazywamy funkcjg kosztu
przy$pieszenia, za$ funkcje F(t)=hft+by-h” okreslong dla taO nazywamy funkcjg kosztu
spéznienia. Zauwazmy, ze funkcje gj(t) oraz fj(t) sa niemalejace wzgledem swoich argu-
mentéw oraz gj(0)=0, fj(0)=0. Dla poprawnego zdefiniowania problemu wymaga sie,aby tak
otrzymane funkcje byty ciagte lub lewostronnie ciggte. Ostatecznie funkcje hj(t) mozna
zatusa¢ jako

hjit) = hj+maxigj(Ej(t)).fi(Ti(O)!. (€
Wszystkie rozpatrywane w literaturze funkcje kosztu wykonywania operacji zalezne od jej

terminu rozpoczecia, zakonczenia, przys$pieszenia lub sp6znienia sa szczegbélnymi przypad-
kami funkcji (1).
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3, Rozwiazanie problemu

Idea rozwigzania opiera sie na dwoch przestankach. Najpierw wprowadza sie pojecie ko-
lejnosci wykonywania operacji realizowanych na tej samej maszynie w celu uwzglednienia
ograniczei na skonczong (jednostkowa) przepustowo$¢ maszyn. Nastepnie problem (P) jest
dekomponowany na dwa podproblemy: poszukiwanie optymalnej kolejno$ci wykonywania opera-
cji (poziom gérny) oraz poszukiwanie termindw wykonywania operacji dla danej kolejnosci
ich wykonywania (poziom dolny). Do rozwigzania stosuje sie metode dwupoziomowa z algory-
tmem typu podziatu i ograniczen na poziomie goérnym oraz specjalizowanym algorytmem wie-
lomianowym na poziomie dolnym. Szczegétowy opis algorytmoéw przedstawiono w rozdziatach
3.1 i 3.2, odpowiednio.

W dalszej analizie bedziemy postugiwa¢ sie modelem grafowym problemu (P). Z kazdag
operacja skojarzymy wierzchotek grafu z danymi Pj, Pj, gj(t), fj(t) oraz zmienng Sy
zmienne Ej(Sj), TjCSj) sa zwiazane z Sj. Z kazda parg operacji (i.j), dla ktérych
okreé$lono kolejno$¢ wykonywania i j, skojarzymy tuk (i.j) grafu. Oznaczmy przez
Njl«(jeNdij»k) zbior operacji wykonywanych na maszynie k-tej oraz n”=|M,j. |, kcM. Kolejno$¢
wykonywania operacji na maszynie k jest okreSlona permutacjg nk={nj.(l),..,nk(nkM ele-
mentéw ze zbioru N”. Oznaczmy przez zbior wszystkich permutacji na \'k- Kolejno$¢ wy-
konywania operacji na wszystkich maszynach jest okreslona przez n=(jij,.n ), gdzie
nen-nlKl2x.xnm. Rozwazmy graf G(n)=(N'.R(a)), gdzie

m m -1
R(k>- R ° u Uk=1Uj21 {(nk(i),*k(i+1))). '-?)

Zauwazmy, ze aell reprezentuje dopuszczalng kolejno$¢ wykonywania operacji na wszystkich
maszynach' wtedy i tylko wtedy, gdy graf G(n) jest acykliczny. Zdefiniujmy zatem zbiér ko-
lejnosci dopuszczalnych n=(nell: G(n)-acykliczny). Zatem zgodnie z przedstawiang ideg pro-
blem (P) moze by¢ zapisany jako: wyznacz n.en takie, ze

H(x*) » minnen H(x) 3)
gdzie

H(O - minSESOt) (hj+max{gi(Ei(S).fi(Ti(S)))) w
przy czym

S<O - (S»(Sr .3n): Si+PiSSi, (i.)eR(*)j). ®)

Zauwazmy, ze posztikiwane w problemie (P) optymalne terminy rozpoczecia operacji S"]’ jtN,
sg wyznaczone przez rozwigzanie problemu (4)-(5) dla n .

3.1. Wyznaczanie terminéw rozpoczecia operacji

Problem (4M5) jest w ogélnym przypadku problemem optymalizacji z nieliniowa funkcjag
celu i liniowymi ograniczeniami. W dalszym ciggu przedstawimy specjalizowany wielomiano-
wy algorytm do rozwigzania tego problemu. Opis metody podamy przy zatozeniu,ze hft) sg
ciggte oraz hj«0, jcN (mozliwe Jest ominiecie tych wymagan).
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Niech n bedzie pewng kolejnoscig wykonywania operacji. Analize zawartg w tym rozdzia-
le bedziemy prowadzi¢ w oparciu o graf G(n). Dla wygody zapisu zbi6ér krawedzi R(nj grafu
bedziemy przedstawia¢ alternatywnie za pomocag zbioréw bezposrednich poprzednikéw i
nastepnikéw wierzchotkéw, odpowiednio

Aj») *= (i€EN: (j.ijcROO), Bj(rr) = (ieN: (i.j)€ER(JO), jeN. (6)
Ciagg wierzchotkéw grafu  v*(vAV2,.vr ) taki, ze Vj£€N, k-I,.4v, OK,vk+1)ER(n),

k=I,..,rv-1, bedziemy nazywa¢ droga, za$

Lv) *C | pwk )

dtugoscig tej drogi. Oznaczmy przez

D;;(rc) » (v: v.=i oraz vrvzj)

zbiér drog w G(*0 o poczatkach i oraz koncach j,za$ przez
V 0 “ UveDIlj(n)ukll <V 9>
zbiér wierzchotkdw nalezacych do wszystkich drég z Dijj(n). Niech
Qtn) « i(i,j): D;jfir)*0) GO)
bedzie zbiorem par wierzchotkéw, miedzy ktérym; istnieje droga. Droge u”eD”Cn)*#,
uij=tuijluij2--uijr 5 > 2e

ij
LCUy) = maxveD.j(It) L(v) fU -
bedziemy nazywa¢ najdtuzszg drogg z i do j. Niech
D(n) = U7_Un_, Dy (12)

bedzie zbiorem wszystkich drég grafu G(n). Formalnie drogi u.j zalezg od tt, jednakze dla
uproszczenia notacji nie bedziemy tego uwzglednia¢ w zapisie.
Zdefiniujmy dla (i,j)eQ(r) pomocniczy (zrelaksowany) problem

H. (i) = minSES(Gr) max(gj(Ei(Si)).fi(Tj(Si))). (13)

Problem ten polega na wyznaczeniu termindw rozpoczeciaoperacji przy zatozeniu, ze tylko
dwie funkcje kosztu gj(t). fj(t) sa niezerowe. Pokazemy dalej,jakwyznaczyérozwigzanie
problemu ;(13). Dla (i.jjcOfn),korzystajac z definicji E;(t), Tj(t) oraz S(n), mamy

E.(S.)+Tj(S;) a max{0.a.-Sj)+max{0.Sj-bj) a max(0.aj-bj+Sj-Sj)

a max{0Mj-bj+L(Uy)) = (14)

Poniewaz z definicji zachodzi TjiSyaO, zatem z (14) mamy
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TiCSj) g max(0Aj(n)-Ei(SD). (15)
Funkcja fj(t) jest niemalejaca, zatem z (13) oraz (15) otrzymujemy
HjjdO i ro”sesirt) ®ax(gj(E.(Sj)),fj(max{0WAj(Jt)-E.(S))))

= mins  max(gj(Ei(S))).fj(max(OAj(It)-Ei(S))}). (16)
Zauwazmy, ze minimalizacje po nieograniczonej zmiennej Sj mozemy zastgpi¢ minimalizacjg

po zmiennej xeX, gdzie X jest zbiorem wartosci przy$pieszern dla wszystkich wartosci S;,
czyli X={x: xg0O). Wprowadzmy dalej funkcje

F.j(u) = minXio max(8jCx)),fi(max(0,u-x))) a7

okre$long dla uaO. Jak ftatwo sprawdzi¢, Fi;(u) jest funkcjg niemalejacg. oraz F.j(0)=0. Z
definicji gj(t) dla x>u zachodzi

max(gjlx)).fi(0)) g mazlgjiujl.fjlO)). (18)
W konsekwencji z (17) i (18) otrzymujemy prostsza posta¢ na funkcje Fy(u)
Fjj(u) = min(min0EXSu max(g.(x)).fj(u-x)),minx>u max{gj(x)).fj(0))}

= max{gj(x)).fj(u-x)). (19)
Ostatecznie z (16), (17) oraz (19) mamy
Hji(n) g Fj-iAj(«> (20)

Problem (19) jest problemem minimalizacji funkcji jednej zmiennej x w przedziale 10ul.
W przypadku gdy funkcje gj(t),fj(t) sa ciaggte oraz gj(0)=0=fj(0), problem ten moze by¢
sprowadzony do rozwigzania roéwnania gj(x)=fj(u-x). Dla konkretnych postaci funkcji
gj(t),fi(t), (np. liniowe) mozliwe jest otrzymanie rozwigzania w postaci analitycznej.
Niech x'bedzie rozwigzaniem problemu (19) dla u=Ajj(n). Pokazemy, jak skonstruowac
rozwigzanie S'eS(n) problemu (13) takie, Ze Hjj(«)»Fjj(Ay(«r)). W pierwszej kolejnosci
wyznaczamy terminy rozpoczecia operacji nalezacych do Vy(n). Przyjmujemy

Sj = §j"-x ‘n Sk = maxjeBK(n)nVl.](n)(Sk+pk)‘ ke Vijtin\g>* (21)' (22)

Wz6r (22) okres$la, ze operacje kEV)*n)\{i} rozpoczynaja sie najwcze$niej jak moga, bio-
ragc pod uwage tylko operacje ze zbioru Vy(>0. Zatem zachodzi S7,=Sj+L(u.®) keVy(iO\(i)
oraz W szczeg6lnosci Sj=SI+L(Uy). Terminy rozpoczecia pozostatych operacji, tzn.
keNW. .(n), mozna wybra¢ dowolnie (dopuszczainie),bowiem nie majg one wptywu na wartos¢
funkcji celu (13). Jak tatwo sprawdzi¢, minimalna warto$¢ funkcji celu (13) jest réwna

Hy;00 = max(gy(E,(S).f(TFSL+Lu-)} = max{gi(x").f(..(0)-x)}

= FyfA~n)) (23)
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Pokazemy daiej, jak w oparciu o rozwigzania probleméw (13) dla (i,j)eQ(n) skonstruowac
rozwigzanie S"eS(n) problemu (4)-(5) takie, ze

H(n) = K*, gdzie H = max(jj)EQ{n) HAW. (24), (25)
Oznaczmy przez

x'j=maxlt: gj(t)=H ). jEN. (26)
Rozwigzanie S" jest okre$lone nastepujacym wzorem rekurencyjnym

Sj = max{aj-Xj,maxieB ~(Sj+Pj)), jeN. 27)
i

gdzie maNj7jj (Sj’-Pj)=-® jesli Bj=0. W dalszym ciggu pokazemy krotkie uzasadnienie tego

faktu. Poniewaz kazdy problem postaci (13) jest relaksacja problemu (P), zatem oczywiscie

H(n)aH . Pokazemy dalej, ze zachodzi

maXjels, max{gj(Ej(Sj)).fi(Ti(S]))} 4 H . (28)
Z okreslenia (27) i (26) mamy

maxjEN gj(Ej(S'])) s maXjeN gj(xp = H*. (29)

Dalszg cze$¢ dowodu poprowadzimy przezzaprzeczenie.Przypusémy, ze istnieje operacja
KN taka, ze fj(T](Sp)>H . Wyznaczmy wo6wczas operacje o najmniejszym indeksie ke.N\{l)
taka, ze sk=ak~xk > maxjCg (n)(SjTPj) oraz S'j=Sk+L(ukl); operacja taka zawsze istnieje.

Zgodnie z definicja xk zachodzi gk(x)>H dla x>xk> fi(Tj(Sy)) =fl(Sk+L(ukj)) =
f{Akl(n)-xk) > H oraz

HK!(") = min(min0Sxsx"j max{gk(x)/j(Akl")-x)),
m'nx;j!j <xsAki(,,) max(gk(x).f,(6k!W-x)})

ominlming oo F1001 ()" X)niinx® <xs6k!(inek (x))

= min(fAKI(rO-x"1).minx,, i<Xi£&kKi(k) 6k (X)}

> H* i Hk!(K) (30)
« *
co prowadzi do sprzecznosci, ze H bylo warto$cig najwiekszg. Zatem mamy f.(Tj(S'j))sH

jeN, co w potgczeniu z (29) daje (28).
Ostatecznie petny algorytm wyznaczania termindéw rozpoczecia -wykonywania operacji dla

danej kolejnosci ich wykonywania ma nastepujacg postac.

Algorytm (dolny poziom)

(1) wyznacz zbiér Q(rc) oraz dtugosci najdtuzszych drég miedzy kazda parg weziéw L(Ujj),
(i)eQ(n). .

(2) wyznacz Fjj(A.j(n)) zgodnie z (19) dla (i,j)€Q(xi) oraz wyznacz H zgodnie z (25),

(3) wyznacz warto$ci maksymalnych przyépieszen x'j wg (26),
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(4) wyznacz terminy rozpoczecia wykonywania operacji S ze wzoréw (27).

Krok (1) Algorytmu mozna zrealizowa¢ przez n-krotne powtérzenie algorytmu Bellmana.
Niech o bedzie uporzadkowaniem wierzchotkéw grafu spetniajacym warunek B0~ (n)s
I<r(l)....cr(-H}, jeN. Uporzadkowanie takie mozna wyznaczy¢ w O(n+|R(r0]) krokach.
Diugosci L(Uy) mozna wtedy wyznaczy¢, realizujgc dla wszystkich Isi<jsn nastepujacy wzér

rekurencyjny

L(V iW j)>= maXkeBa(j)(n)n{o(i) ,<r(j-1)] (L(uor(i)k)+Pk)I C31)
oraz

L(Ua(i)o(j)) = ® Jeili Sa{j)-<-Ci) a(j-1)1=0. (32)

Realizacja wzoréw (31). (32) dla ustalonej pary (i,j) wymaga O(n+|R(r0|) krokéw. Podob-
nie wzor (27) przyjmuje postac

Sa(i) = max,a0(i)-xa(i)-maxjeBaa)(n)fS'j+Pj)> i=1"- n- 33>

Ostatecznie Algorytm dolnego poziomu ma ztozono$¢ CKn(n+1R(n)|)s), gdzie s jest licz-
bg iteracji potrzebnych do wyznaczenia Fy(u) dla danego u (s jest statg w przypadku
analitycznego wyznaczenia rozwigzania dla (19)).

3.2. Wyznaczanie optymalnej kolejno$ci wykonywania operacji

Z analizy przedstawionej w rozdziale 3.1 wynika, ze warto$¢ H(n) mozemy zapisa¢ jako

H(n) = maxveD(n) Fy v (max{0,av -by +L(Vv))). (34)
'orv 1 rv

Droge ueD(n), ktéra maksymalizuje prawga strone wzoru (34),bedziemy nazywa¢ droga krytycz-
ng. Dla tak okre$lonej drogi maja zastosowanie wszystkie rezultaty zawarte w pracy [8],
w szczeg6lnosci pojecie bloku operacji oraz eliminacyjne wtasnosci bloku. W zwigzku z
tym do wyznaczania optymalnej kolejno$ci wykonywania operacji proponuje sie zastosowacé
algorytm podziatu i ograniczen wykorzystujacy specyfike podejscia blokowego [8L. Ponie-
waz szczegb6ly dotyczace sposobu generacji drzewa rozwigzad, metody podziatu, strategii
przegladania oraz dowoddw zbieznosci metody zostaly juz opisane szczegdétowo w w:w. pracy,
zatem w dalszym ciggu ograniczamy sie tylko do elementéw istotnie nowych, tj. do sposobu
wyznaczania warto$ci funkcji celu (dla danej kolejnosci wykonywania operacji) oraz spo-
sobu wyznaczania dolnych i gérnych ograniczen dla metody podziatu i ograniczen.

3.3. Przypadki szczeg6lne

Szereg przypadkéw szczeg6lnych byto analizowanych w pracach |11, [61, [13], [181. O -
graniczaly sie one gtéwnie do probleméw jednomaszvnowvch lub przeptywowych z jednakowytri
funkcjami kosztu.

Problem (PD. Rozpatrzmy problem (P) przy zatozeniu, ze wszystkie funnkcje kosztu sg
jednakowe, tzn. gft)=g(t), fj(t)=f(t), jcN. Zatem z (34) otrzymujemy
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Hen) *= maxve|3(ji) Fimax(0.av”~-by +L(v)})

« F(maxveo Mj max(o”v_-bv +L(v)j

F(max{0.maxveD™j (ay -by +L(v)))), (35)

gdzie

F(u) = minosxiu maxlg(x)),f(u-x)). (36)
Warto$¢ maxveo (K) (av _bv +U(v)) jest maksymalnym spéznieniem w problemie, w ktorym o-

kre$lono nieprzekraczalne terminy gotowos$ci aj fza$ spdznienie jest mierzone wzgledem ter-

minéw bJ, jeN. Problem tego typu jest klasyfikowany jako 19, Problemy z

3P IL 1Doa
funkcjjaﬂ celu Lmax‘ sg stosunkowo dobrze zbadane w literaturze, 110], 114), za$ do ich ro-
zwigzywania mozna stosowac techniki podobne jak do rozwigzywania probleméw z minimaliza-
cja terminu zakonczenia wszystkich operacji.

Problem (P2). Rozpatrzmy problem (P) przy zatozeniu, ze funkcje kosztu przys$pieszen

sg jednakowe, tzn. g;(t)=g(t), jeN. Zatem z (34) otrzymujemy

H(ji) = maxyeD(n; Fy (max{0,ay -by +L(Vv)))
rv rv

maxj€N maxi:(i,j)eQ(ro PjraxiO.apbj +L(v»)

” maxjeN FjCrnaxi:(i,j)eQW mazyveD.jW maxfO.a"-bj +L(v)J

“ maxjeN Fj(maxlo 'raaxi:(i,j)€Q(TtraaxvEDij(l) »<VL(v))- bj.)* @7
gdzie
F;(u) = min@xSu max(g(x)).fj(u-x)J. (38)
Warto$¢ max.," (n) (aj+L(v>) jest terminem rozpoczecia operacji j W pro-

biernie, w ktérym okresSlono nieprzekraczalne terminy gotowosci a; JEN. Wyrazenie id/)
mozi- by- interpretowane jako maksymalny koszt <zalezny od terminu zakonfczenia
(rozpoczecia) operacii. Problem tego typu jest klasvfikowanv jsko q j max i?.. Prot-

len m: funkcjg celu i bytv réwniez przedmiotem rozwazan 171

max

3.4. Dolne ograniczenia

Dome ograniczenie dla problemu (P) otrzymano stosujgc relaksacje prowadzace do o~
trzymania przypadkéw szczeg6lnych (PIl) i (Pz) opisanych w rozdziale 3.3. i tak relaksacja
funkcj: kosztu ma posta¢: wszystkie funkcje kosztu operacji sa jednakowe : réwne odpo-
wiednio g(t=m;:jjeV g fiD-min.~ f;ft). tzC. W rezultacie wszystkie metody pucowa-
nia dolnych ograniczen, opisane dia w w. przypadkéw szczegdlnych;stajg sie przydatne do
wyznaczania dojnych ograniczen dia problemu (P), W szczegdlnoéci oolnt ograniczenia 1-
rmiszynowe 15[, j16! moga by¢ z powodzeniem uzyte do wyznaczania dolnego ograniczenia

dla problemu “ Irj-p jLmax-
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Pewng poprawe warto$ci dolnego ograniczenia otrzymanego powyzej mozna otrzyma¢ po -
przez zastosowanie relaksacji liczby zadan przed relaksacjg funkcji kosztu. Ogélnie, idea
ta zaktada wyznaczenie warto$ci dolnego ograniczenia dla pewnego podzbioru zadan RcN
Club pewnego ciggu podzbiorédw K.cKjC—KgSN). Przyjmuje sie. Ze cigg podzbioréw jest
konstruowany nastepujgco: s=n, Kn=N. K._j»Kj\lk), gdzie keR. jest zadaniem takim, Ze
Bk(x")=g(x")=minje™  gj(x"), gCtji'minjg” gjCt). f(t)=min” i), jest dolnym

organiczeniem wartosci Tmak ze zbiorem zadan KI’ za$ x" jest rozwigzaniem problemu (19)
dla u=6]"g. i=n 1. Technika ta polega na "usuwaniu” kolejno zadan determinujgcych mi-
nimalng funkcje kosztu przy$pieszenia. Przez symetrie mozna zbudowaé analogiczny ciagg

usuwajac kolejno zadania determinujgce minimalng funkcje kosztu spéznienia.
3.5. Gérne ograniczenie

istotnym elementem metody podziatu i ograniczen, bazujgcej na podejsciu blokowym (jest
spos6b generowania rozwigzania przyblizonego w kazdym wezle drzewa rozwigzan. Rozwigza-
nie to stanowi podstawe przeprowadzenia podziatu drzewa (w oparciu o bioki na S$ciezce
krytycznej) oraz pozwala na modyfikacje biezacej wartosci goérnego ograniczenia wykorzys-
tywanej do zamykania weztéw drzewa. Niezaleznie od tego rozwigzanie przyblizone moze
stanowi¢ alternatywna metode rozwigzywania problemu (P).

Rozwigzanie przyblizone otrzymano stosujgc typowga technike: wyznacz przyblizong ko-
iejno$¢ wykonywania operacji pewnym algorytmem aproksymacyjnym A. a nastepnie wyznacz
Hcrr™). Do wyznaczania «A proponuje sie zastosowac¢ dowoiny algorytm aproksymacyjny stoso-

wany do problemu z funcjg celu typu Lma% iub f patrz takze rozdz. 3.3.

mak’

4. Uwagi koricowe

Wydaje, sie. Ze mozliwe jest skonstruowanie pewnych dodatkowych wtasnoséci eliminacyj-
nych. analogicznych do przedstawionych w pracach 13l |4j dla problemu z funkcjg celu
"max' ktére mozna z petnym powodzeniem zastosowa¢ w proponowanym algorytmie. Zatem po-
dejécie blokowe pozwala na rozwigzywanie stosunkowo szerokiej klasy probleméw szeregowa-

nia. jednakze tylko przy zatozeniu minimaksowego charakteru kryterium.
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Abstract:

The paper deals with the general job-shop problem with penalty function defined for
each task. The penalty depends on task starting time and can also be considered as ear-
liness and tardiness penalties. The criterion is formulated as maximum among penalties
and have to be minimized. The model is more general than classical flow- and job- shop
problems with min-max criterion considered so far in literature. Since the optimization
criteria is not regular then the task schedule need not be active. The proposed solution
method decomposes the problem into two subproblems: finding starting times for a given
task procesing order and finding the optimal task processing order. A speciaii sed poly-
nomial algorithm and the branch-and-bound algorithm based on block approach are proposed
for the first and second subproblem, respectively. Some special cases, lower bounds and
approximation algorithms are also discussed.



