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PROBLEM INTERPRETACJI KĄTA TARCIA WEWNĘTRZNEGO 
W BADANIACH TRÓJOSIOWEGO ŚCISKANIA GRUNTÓW 
NIESPOISTYCH

Streszczenie. W  pracy dokonano przeglądu hipotez wytrzymałościowych i interpretacji 
kąta tarcia wewnętrznego gruntów dla krzywoliniowych obwiedni kół M ohra uzyskiwanych 
w badaniach trój osiowego ściskania. Przedstawiono metodę M aksimovica wyznaczania 
uśrednionej wartości kata tarcia wewnętrznego. Uwzględniono przy tym mechanizmy 
występujące w strefie ścięcia i ocenę bazowej wartości kąta tarcia (rys. 1), a w tym także 
wpływ nieregularności kształtu cząstek na wartości Ob. Dla niskich naprężeń niezwykle 
pomocne są wyniki badań wytrzymałości gruntów na rozrywanie.

PROBLEM OF INTERNAL FRICTION ANGLE INTERPRETATION FOR 
COHESIONLESS SOILS IN TRIAXIAL TEST

Sum m ary. This paper reviews the hypotheses o f soils’ strength and angle o f  internal 
friction interpretation for M ohr’s curves envelopes. M aximovic’s interpretation method was 
analysed more precisely. The basic angle o f  friction Ob (fig. 1) determined in the tests was 
used. The influence o f interparticle mechanisms in the failure zone, and the role o f  angularity 
of particles shape in interlocking phenomena o f particles were also explained. For 
interpretation o f tests results at small stress 0 3 , the role o f  soil resistance on tension was 
indicated.

1. Przegląd teorii w interpretacjach wytrzymałości na ścinanie ośrodków 
rozdrobnionych

Stan graniczny w  gruntach jest pojęciem umownym określającym taki stan naprężenia 

i odkształcenia, który początkuje niezdolność gruntu do przenoszenia dodatkowych obciążeń. 

Opisujące go warunki traktowane są  jedynie jako hipotezy, gdyż najczęściej stanowią 

uogólnienie wyników badań uzyskanych przy ograniczonej liczbie przypadków 

wytrzymałościowych. Wybór odpowiedniej hipotezy w  celu interpretacji badań 

wytrzymałości na ścinanie, jako funkcji naprężeń głównych, był i jest przedmiotem wielu 

dociekań (Bishop [2]; Green, Bishop [4]; Griffith [5]; Gryczmański [6 ]). M ożna je  ogólnie
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podzielić na analizy opisujące statyczne i dynamiczne warunki badania. Warunki statyczne 

analizowane przez teorie klasyczne dotyczą przypadków, kiedy stan graniczny gruntu nie 

zależy od przyrostu naprężeń niszczących. Do tej grupy należą m.in. hipotezy Mohra, Treści 

i Misesa. Dynamiczne warunki badania formułowane są natomiast dla materiałów o 

właściwościach, w  których zniszczenie zależy od prędkości przyrostu naprężeń [21]. 

Trudności w  doborze odpowiedniej teorii wynikają z braku ścisłej definicji zniszczenia, 

ponieważ stanem tym można określić zarówno niesprężyste zachowanie się gruntu, jak też 

jego rzeczywiste pęknięcie. Problemy te dotyczą wielu innych materiałów, jak np. beton czy 

stal, jednakże w  przypadku gruntów, ze względu na duże zróżnicowanie ich właściwości, 

trudności te są  znacznie większe.

Od wielu lat powszechnie stosowana w mechanice gruntów jest mająca wiele ograniczeń 

teoria Mohra. Nie uwzględnia się w  niej pośredniego naprężenia głównego CT2, pomija się 

zależności pomiędzy naprężeniem a odkształceniem i stałe materiałowe. Nie uwzględnia ona 

również zależności pomiędzy wytrzymałościami na ściskanie i rozciąganie. Występuje także 

niezgodność położenia zdefiniowanej w  niej płaszczyzny ścięcia z rzeczywistą płaszczyzną, 

w której w procesie ścinania występuje koncentracja sił. W piaskach różnica pochylenia tych 

dwóch płaszczyzn jest niewielka i w większości przypadków bywa pomijana [5,4], Dopóki 

teoria Mohra nie została w  pełni potwierdzona przez doświadczenia, stosowano także inne 

hipotezy, jak rozszerzoną teorię M isesa zależną od trzech zmieniających się naprężeń 

głównych, warunek M isesa-Schleichera ograniczający wartość naprężeń rozciągających, bądź 

też warunek maksymalnego naprężenia stycznego Treści. N ie znalazły one jednak szerszego 

zastosowania w interpretacjach zagadnień mechaniki gruntów. W typowych badaniach 

trójosiowego ściskania teoria Mohra w wystarczającym stopniu opisuje warunki zniszczenia, 

a dla zastosowań praktycznych stanowi wystarczające przybliżenie oceny rzeczywistych 

właściwości gruntów [16,5], Określa j ą  ogólna zależność:

Xf=f(CTf) (1)

W przypadku gruntów niespoistych badanych w szerokim zakresie naprężeń bocznych jest 

ona linią zakrzywioną [11,2], a w przypadku wysokich zagęszczeń przy dużych naprężeniach 

bocznych opisuje j ą  równanie paraboli [10].

Na potrzeby analiz stateczności mas ziemnych najczęściej przyjmowana jest zależność 

liniowa, stąd często wytrzymałość na ścinanie wyrażona jest jako kryterium Mohra- 

Coulomba w  postaci

T f = C  +  C T f t g ( p  ( 2 )
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gdzie: c - jest spójnością lub rzędną spójności,

(p - je s t kątem tarcia wewnętrznego względnie kątem oporu przy ścinaniu.

W przypadku gdy przy zwiększeniu naprężenia a i  graniczne koło M ohra staje się styczne 

do prostej Coulomba, pewien odcinek obwiedni Mohra w stanie granicznym spełnia równanie 

warunku Coulomba. W  większości przypadków kształt obwiedni otrzymanej dla wielu 

gmntów niespoistych nie jest lin ią prostą, a wielkość krzywizny wzrasta wraz z 

zagęszczeniem gruntu [2,11]. Z tego powodu krzywizna obwiedni wymaga wyznaczenia 

oporu kąta tarcia i odciętej wartości spójności albo przedstawienia jego zróżnicowania w 

zależności od naprężeń bocznych.

2. Interpretacja kąta tarcia dla określonego przedziału naprężeń

normalnych

Wśród kilku sposobów interpretacji obwiedni kół Mohra stosowane są graficzne sposoby 

określania kata tarcia za pom ocą punktowych stycznych do krzywoliniowej obwiedni dla 

określonego naprężenia a„. Inny konwencjonalny sposób polega na poprowadzeniu linii 

siecznej do obwiedni Mohra, reprezentatywnej dla pewnego przedziału naprężeń normalnych 

[11,7], Występujące w  tych przypadkach interpretacyjne dowolności stw arzajądla określonej 

krzywej różniących się wartości O. Ponadto proste te odcinają na osiach t  niekiedy mało 

prawdopodobne wartości odciętych spójności. Przykładowo Homand -  Etienne i inni [9] 

uzyskali w  badaniach trójosiowego ściskania gruboziarnistych gruntów o agregatowej 

strukturze cząstek zaskakująco wysokie rzędne spójności strukturalnej rzędu 45 kPa i duże 

kąty tarcia wewnętrznego od 51°-53°. Również Porań i Ahtchi-Ali [19] uzyskali dla popiołu 

lotnego o stopniu wilgotności 67% wartość odciętej spójności 65 kPa i kąt tarcia 43°. 

Propozycją pom ocną interpretacji obwiedni Mohra w  zakresie niskich naprężeń 0 3  są  badania 

na rozrywanie umożliwiające wyznaczenie po ujemnej stronie osi a  wytrzymałości na 

rozrywanie [18].

Nowy sposób określania uśrednionej wartości kąta tarcia dla danego zakresu naprężeń dla 

krzywoliniowej obwiedni przedstawił Maksimovic [14]

<DS — Ob + A O /(l + o' 3/P'äx) (3)
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gdzie:

O b -  wyjściowy (podstawowy) kąt tarcia wewnętrznego odpowiadającym wytrzymałości 

ustalonej,

AO -  różnica pomiędzy maksymalnym kątem wyprowadzonym stycznie do obwiedni przy 

a„ = 0 a kątem O b .

Ptx — jest składowym naprężeniem normalnym, przy którym obwiednia M ohra przecina się z 

tworzącą kąta O b powiększonego o połowę kąta AO (rys. 1).

Rys.l. Sposób wyznaczania uśrednionej wartości kąta tarcia wewnętrznego Os dla określonego 
przedziału naprężeń przy krzywoliniowej obwiedni kół Mohra [14]

Fig.l. Method of determination of the median internal friction angle 4>s for non-linear failure 
envelope Mohr’s circles [14]

Ustaloną wartość kąta tarcia O b określono wyznaczając koła M ohra dla dewiatorów 

naprężenia uzyskanych przy dużych odkształceniach [14,15]. Jednakże różne długości drogi 

ścinania nie dawały pewności, czy odczytane wartości O b można było uznać jako ustalone. W 

pracach Maximovica ocenia się, że ta przybliżona wartość mieści się w  przedziale pomiędzy 

kątem O cv a O^. Ustabilizowanej w tej strefie porowatości krytycznej odpowiada najczęściej 

ustalona wartość kąta tarcia wewnętrznego zbliżonego do kąta tarcia międzycząstkowego . 

W badaniach kulek szklanych o naturalnej szorstkości przeważnie wynosi ona 26° [22], a dla 

otoczonych kwarcowych piasków rzecznych 28° [1]. W  obu przypadkach kąty te były 

mniejsze o 3° - 6° od krytycznej wartości kąta tarcia <t>Cv otrzymywanego w chwili 

zakończenia zjawiska dylatancji [22]. W przeprowadzonych przez autora w niniejszej pracy 

badaniach jednakowo uziamionych, drobnoziarnistych gruntów niespoistych o ekstremalnie 

zróżnicowanym przedziale cech kształtu [17] wykazano, że przy tym etapie badania nie 

następowały już przyrosty objętości próbki, ciśnienia powietrza w  porach nie ulegały 

zmianom, a na powierzchni próbki występowała wyraźna strefa ścięcia. Potwierdziły to także 

badania tych gruntów w stanie zupełnie suchym i luźnym. Wartość ®B w badaniach kulek
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szklanych wyniosła 28,3°, a w  pozostałych gruntach kąt ten wzrastał wraz ze zm ianą stopnia 

szorstkości i nieregularności powierzchni cząstek. Dla naturalnego pyłu piaszczystego z 

Krakowian zinterpretowana wartość <Db wyniosła 34,3°, dla identycznie uziamionej 

ostrokrawędzistej „mąki skalnej” z kopalni Granitu w Granicznej 34,3°, a dla popiołu lotnego 

jako materiału o najbardziej skonfigurowanej powierzchni cząstek 35,3° (rys.2).

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 cr [kPaj

Rys.2. Zależność uśrednionego kąta tarcia wewnętrznego ®s od naprężeń <j3 
Fig.2. Dependence of median internal friction angle ®s on minor stress cr3

Podnoszony w  literaturze problem długości drogi ścinania w  aparacie trój osiowym 

koniecznej do osiągnięcia krytycznej wartości kąta tarcia <J>CV rozważano w  wielu pracach, 

m. in. Negussey i współautorzy (1988) dowodzą, że wartość kąta tarcia wewnętrznego Ocv 

określa wartość wytrzymałości na ścinanie, przy której nie występują już  zmiany 

objętościowe. Dokładne wartości tego parametru uzyskuje się w  aparatach rotacyjnych, 

jednakże z dużym przybliżeniem można je  uzyskać także w  badaniach trój osiowego 

ściskania na próbkach badanych w stanie luźnym, przy długiej drodze ścinania. Porównawcze 

wyniki badań w  tym zakresie przedstawiono na rys. 3.
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kulki szklane ' 
glass beads 
piasek zaokrąglony 
Ottawa sand 

piasek zaokrąglony 
fine Ottawa sand 

kulki miedziane 
fine copper 

kulki miedziane 
coarse copper 

kulki ołowiane 
lead shots
piasek ostrokrawędzisty 

[ angular sand |_________

<!>„ stopnie (deg)

Rys.3. Zależność kąta tarcia wewnętrznego z badań trójosiowego <X>pt ściskania i z aparatu 
pierścieniowego <t>cv (wg Negussy’ego i innych, 1988)

Fig.3. Dependence of friction angle in triaxial tests <£pr versus constant volume friction angle in ring 
shear <t>cv, (after Negussey et al., 1988)
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A bstract

In practice and also in scientific problems o f  soil mechanics it is necessary to chose 

parameters o f  internal friction angle. This problem is especially difficult for cohesionless soils 

tested in triaxial apparatus, where curved envelopes are obtained. This paper reviews the 

hypotheses o f soils’ strength and angle o f internal friction interpretation for curves Mohr’s 

envelopes. M aximovic’s interpretation method was analysed more precisely. The basic angle 

o f friction Ob (fig. 1) determined in the tests was used. The influence o f interparticle 

mechanisms in the failure zone, and the role o f angularity o f particles shape in interlocking 

phenomena between particles were also explained. For interpretation o f test results at small 

stress 0 3 , the role o f  soil resistance on tension was indicated.


