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Streszczenie:
W  pracy  przedstaw iono nowe podejście do rozw iązyw ania wieloetapowych problem ów harmono- 
gram ow ania produkcji porcjam i w ykorzystujące właściwości funkcji kawaäami liniowych wklęsłych. 
Opracow ano algorytm  o złożoności 0 ( 7 ' log T )  d la problem u harm onogram ow ania bez zaległości z 
w ystępującym i kosztam i w znaw iania produkcji lub rezerwacji zasobów oraz algorytm  o złożoności 
0 ( T 2) d la problem u z zaległościami.

Sum m ary: T h e  paper presents a  novel approach for solving th e  m ultistage uncapac ita ted  lot-size 
scheduling problem s, which exploits th e  properties of the  piecewise concave linear functions. An 
0 ( T \ o g T )  a lgorithm  is developed for problem s w ith s ta rtu p  and reservation costs as well as an 
0 ( T 2) a lgorithm  for th e  uncapacitatcd  problem  w ith backlogging allowed.

Zusammenfassung:  Im  B eitrag  wird eine neue E instellung zum  Lösung der Problem e aus meh- 
rere E tap p en  bestehende H arm onogram m bildung für die P roduktion  im  P artien  m it der A usnut­
zung der Eigenschaften der streckenlinearen Funktionen. E in A lgorithm us m it K om plizierheit 
0 ( t  log T )  für die H arm onogranrbildung ohne R ückstände und m it K osten der W iederaufnahm e 
der P roduk tion  oder K osten des V orbehaltes des Ressourcen sowie ein A lgorithm us m it Kompu- 
zierhcit 0 ( T 2) m it R ückstände werden dem onstriert.

1 . Sformułowanie problemu
W  klasycznym  sform ułowaniu W agnera i W h itin a  [7] w podstaw ow ym  problem ie harm onogram ow ania 

produkcji porcjam i w horyzoncie czasu złożonym  z T  etapów  jes t rozw ażana produkcja porcji pojedyn­
czego w yrobu, d la  którego jes t znane zapotrzebow anie w każdym z etapów . W znowienie produkcji w 
danym  e tap ie  w iąże się z pow staw aniem  niezerowego kosztu wznawiania, niezależnego od wielkości pro­
dukcji w danym  etapie. W  problem ie tym  należy wyznaczyć etapy  produkcyjne oraz wielkości porcji 
produkcyjnych w etapach, tak  aby zrealizować zapotrzebow anie w każdym  etap ie  oraz zminimalizować 
sum aryczne koszty w znaw iania produkcji, koszty samej produkcji oraz koszty m agazynow ania. M atem a­
tycznie problem  podstaw ow y zapisujem y następująco:
P ro b le m  P

T

m in z  =  $!(*<«< +  x t +  ht  i ? ) ( i i )

(1.2)
(1.3)
(1.4) 

(1-5)
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przy czym  zm ienne decyzyjne zadania to  : x, — wielkość produkcji w okresie i ,  v. -  zm ienna b inarna 
równa jeden , gdy w etap ie  i wznowiono produkcję wyrobu, 7,+ — stan  zapasu w yrobu n a  koniec e tapu  
i. P aram etram i zadania są: s t -  koszt w znaw iania produkcji, Ct -  jednostkow y koszt produkcji w etapie 
t, oraz h j  koszt m agazynow ania jednostk i wyrobu w etap ie , d, -  zapotrzebow anie na  wyrób w etapie 
t, iV/, -  dostatecznie duża sta ła , nie ograniczająca wielkości porcji w etap ie  i . W  lite ra tu rze  powyższy 
problem  je s t nazyw any dynamicznym zadaniem harmonogramowania produkcji porcjami bez ograniczeń 
zasobowych (ang. u ncapac ita ted  lot-size scheduling problem ). P roblem  ten  m ożna przekształcić do po­
staci równoważnej, w której elim inuje się zm ienne binarne (u,), na to m iast funkcja celu s ta je  się nieciągła 
i wklęsła względem x. Z właściwości problem u m inim alizacji funkcji wklęsłej n a  w ielościanie wypukłym  
wynika, że rozw iązań optym alnych m ożna poszukiw ać w zbiorze punktów  wierzchołkowych wielościanu, 
którym  odpow iadają rozw iązania bazowe. Ze stru k tu ry  ograniczeń (1-2) wynika, iż d la  rozw iązania bazo­
wego w każdym  rów naniu ( 1 .2 ) dokiadnie je d n a  zm ienna I t - 1  lub  x t m oże przybierać w artości niezerowe, 
czyli rozw iązanie spełn ia w arunek / i_ ix , =  0 , i =  1, M ówiąc inaczej, niezerowa produkcja  x , w
okresie t je s t m ożliwa tylko po wyzerowaniu stan u  zapasów /,_ ! na  koniec e tap u  poprzedniego. Powyższa 
właściwość s ta ła  się podstaw ą opracow ania przez W agnera-W hitina algorytm u o złożoności 0 ( T 2) opar­
tego na  m etodzie program ow ania dynam icznego [7].

W  przypadku gdy są dopuszczalne zaległości w wysyłce w yrobu, a  funkcje kary za nieterm inow ość są 
liniowe, rozw aża się następu jące  zadanie harm onogram ow ania:
P ro b le m  P B

T

m in Z  =  £ > < ”< +  °tx i +  K K  +  K  K )  (1-6)
1=1

przy ograniczeniach

i t i  -  c ,  +  * . -  k  +  /,-  = d, (1.7)

0 <  Xt < M,v, (1.8)

n - K  > 0 (1-9)

5- 1! H II O C* <h {0.1} (1-10)

przy czym /,“ je s t zm ienną oznaczającą nieujem ny s ta n  zaległości w wysyłce w yrobu n a  koniec e tap u  i. 
natom iast I t — I *  — /,“  je s t sum arycznym  stanem  zapasu w yrobu n a  koniec e tap u  t m ogącym  przybierać 
wartości zarówno dodatnie, jak  i ujem ne (to  osta tn ie  oznacza zaległość). P a ram e tr  h j  oznacza koszt 
zaległości wysyłki jednostk i w yrobu w etap ie  t.  D la powyższego problem u algorytm  o najn iższej złożoności 
obliczeniowej 0 { T 3) został podany przez Zangwilla [8 ].

P roblem  podstawowy P  w sform ułowaniu klasycznym  jes t często w ykorzystyw any przy rozwiązywaniu 
bardziej złożonych, a  zarazem  bardziej realistycznych problem ów  harm onogram ow ania produkcji lub od­
naw iania zapasów wielu wyrobów po relaksacji ograniczeń m agazynow ych lub produkcyjnych [4j. Model 
ten n ieste ty  nie uwzględnia wpływu stanu końcowego system u z poprzedniego e tap u  n a  w arunki produkcji 
w następnym  etap ie , może więc być dość dokładny tylko w przypadku w ykorzystyw ania zasobów pro­
dukcyjnych w jednym  etap ie  przez wiele wyrobów, gdy długości etapów  są dosta tecznie  długie, czyli gdy 
kontynuowanie produkcji danego wyrobu w dwóch okresach sąsiadujących nie jes t zjawiskiem  częstym.

W  przypadku gdy okresy czasu są krótkie , gdy produkcja jednego w yrobu m oże trw ać nawet przez 
kilka etapów  bez przerw ania, wpływ st anu z okresu poprzedzającego n a  koszt realizacji produkcji w okresie 
bieżącym  jes t zasadniczy. D la takiego przypadku bardziej adekw atne m odele winny uwzględniać, obok 
kosztów w znaw iania, koszty rezerwacji zasobów w przypadku, gdy jes t korzystne w znaw ianie produkcji w 
jednym  z okresów poprzedzających i u trzym anie w stan ie  aktyw nym  zasobów (czyli rezerw acja zasobów) 
aż do okresu bieżącego [3] oraz ew entualnie koszty zw alniania zasobu [2). Znany w lite ra tu rze  przedm iotu 
problem  harm onogram ow ania z kosztam i w znaw iania i rezerwacji [3] m ożna zapisać następu jąco : 
P ro b le m  P R

T

m in Z  -  X > .« h  +  ktyt +  c,x, +  h f  I ? )
1=1

przy ograniczeniach

K - i  +  xi -  K  = ( 1.12)
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0 < x ,  < M ,y,  ( i . |3 )

y i - y i - i  <  «t (.1.1-1)
/,* >  0 (1.15)

Ią =  I t  =  0 ; v t, y t £  {0 , 1 } (1.161

gdzie y, je s t zm ienną b in arn ą  rów ną jeden , gdy w e tap ie  i zarezerwowano zasoby na  produkcję wyrobu, 
na tom iast k, je s t kosztem  rezerwacji zasobu gotowego do produkcji w etap ie  t (ew. kosztem  związania 
zasobu tak , że nie m ożna go w tym  czasie wykorzystywać do produkcji innego wyrobu). Pozostałe zmienne 
oraz p aram etry  zadan ia zostały zdefiniowane w problem ie P.  D la powyższego zadan ia  K arm arkar i in.
[3] podali a lgorytm  o najniższej z!ożonos'ci obliczeniowej 0 ( T 3).

D la wygody dalszych rozważań pokażemy teraz, że bez s tra ty  ogólności m ożna rozważać jedynie 
szczególne przypadki problem ów  P, P R ,  P B ,  w których koszty m agazynow ania są  zerowe, czyli h* -  0 V/.

W ła s n o ść  1 , Rozwiązania optymalne problemu P B  są identyczne z rozwiązaniami optymalnymi pro- 
blemu przetransformowanego P B ,  z następującymi współczynnikami: ś t = _s , .£ , = c, — E .< i h * ,h *  = 
0 ,A,-  =  h i  +  h f .

Dowód. W celu elim inacji zm iennych /,+ zauważmy, że l j  -  I j  =  Ei<t<c»(it — d ,). S tąd  ELi h* l j  = 
£ L i  E i< . x,  -  dt ) + E L i  ^  I i  =  E L i  E ,> r *i +  ¿ L i  'n i  K  ~  ¿ L i  hi E»<i d,.  Dokonaliśmy za- 
tern równoważnej transform acji problem u P B  do problem u P B  z następującym i współczynnikami: s, -
s, ,c ,  =  c, + E L ,  ń ,, h j  =  0, h i  = h i  +  h j .  Odjęcie od wszystkich współczynników kosztu c , , t  = 1.......... '/
stałej ELi h t  n ic zm ienia rozw iązań zadan ia P B ,  m ożna zatem  przyjąć c, = c, — E»<t h j  .O

W  przypadku braku zaległości d la  problemów P, P R  o trzym ujem y dowód analogicznej transform acji 
po przyjęciu I i  =  0 Vi. W dalszej części pracy zakładam y zatem , że we wszystkich rozważnych dalej 
problem ach h i  =  0 Vi.

Powyższe i zbliżone postaci zadań harm onogram ow ania po jaw iają  się często jako podproblem y ob­
liczeniowe wielu system ów  planow ania produkcji, np. M R P, MRP11. Nawet wtedy, gdy w algorytm ach 
planow ania produkcji nie uwzględnia się ograniczeń zasobowych, a  rozważa się oddzielnie harm onogra­
mowanie produkcji pojedynczych wyrobów, liczba rozważanych wyrobów sięga zazw yczaj wielu tysięcy 
i powyższe algorytm y dokładne są uważane za zbyt pracochłonne. W praktyce są najczęściej stosowane 
różnorodne algorytm y heurystyczne [1]. Efektywność stosowania w prak tyce bardziej złożonych metod 
harm onogram ow ania produkcji wielu wyrobów przy w ystępow aniu wspólnych ograniczeń zasobowych: 
np. m etod w ykorzystujących relaksacje Lagrange‘a  ograniczeń zasobowych, wymaga zatem  poszukiwania 
bardziej efektywnych algorytm ów  dokładnych dla problem ów  P, P R  i P B .

O statn io  W agelm ans, Hoesel i Koleń [6 ] uzyskali efektywny algorytm  dla problem u P,  którego złożoność 
jes t rów na 0 ( T \ o g T ) .  A lgorytm  ten , podobnie jak  algorytm  W agnera-W hitina,jest algorytm em  typu 
program ow ania dynam icznego w ykorzystującym  rekursję zw rotną. A lgorytm  ten jest dość złożony i 
bezpośrednio zw iązany z efektyw ną m etodą rozw iązyw ania problem u dualnego do zadania równoważnego 
sformułowanego w postaci problem u lokalizacji obiektu [fc>]. M etoda w ykorzystuje szczególne właściwości 
s tru k tu ra ln e  problem u i nie została uogólniona n a  wersje P R .  P B  problem u harm onogram ow ania por­
cjami.

W tej pracy  przedstaw iam y inne podejście do rozwiązywania w ieloetapowych problem ów harm onogra­
m ow ania produkcji porcjam i, w którym kry terium  jakości tra jek to rii optym alnych jes t pam iętane i uaktti 
alniane efektyw nie, w ykorzystu jąc do tego właściwości funkcji kawałami liniowych wklęsłych. W wyniku 
w ykorzystania tych właściwości opracowano stosunkowo proste algorytm y harm onogram ow ania produkcji 
porcjam i o najniższej znanej dotychczas złożoności obliczeniowej. W rozdziałach 2 i 4 podano algorytmy 
o złożoności O ^ l o g T )  d la  problem u P  oraz d la problem u harm onogram ow ania P R  z w ystępującym i 
kosztam i rezerwacji. W  rozdziale 3 przedstaw iono algorytm  o złożoności O I T J) dla problem u P B  z za­
ległościami. P rzedstaw ioną w pracy  m etodę m ożna wykorzystywać do rozw iązyw ania innych problemów 
harm onogram ow ania, przykładow o d la  problem u P  w przypadku występow ania ograniczeń na  pojemności 
m agazynów  m ożna uzyskać algorytm  o złożoności 0 ( 7 ’*) [5j.
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2 , Algorytm rozwiązywania problemu podstawowego
M etoda rozwiązywania problem u P  wynika z jego reprezentacji w postaci wieloetapowego problem u 

decyzyjnego złożonego z T  etapów , przy czym obliczenia są  realizowane począw szy od e tap u  pierwszego. 
W etapie i rozważa się, w zależnos'ci od kosztów, bądź możliwość produkcji oraz m agazynow ania w tym  
etapie, bądź też jedynie m agazynow anie w tym  etap ie  wyrobów wyprodukowanych w okresach poprze­
dzających. W tym  pierw szym  przypadku niezerowa produkcja x , w okresie t je s t możliwa tylko po wy­
zerowaniu stanu zapasów na  koniec e tapu  poprzedniego. (Przypom nijm y, że koszty m agazynow ania 
przyjm ujemy za zerowe.)

W prowadźm y zm ienną decyzyjną x  oznaczającą w e tap ie  i łączną (zakum ulow aną) liczbę dotychczas 
wyprodukowanych wyrobów, począw szy od e tap u  pierwszego. O znaczm y przez Q ' ( x ) funkcję określającą
optym alny koszt produkcji (i m agazynow ania) w okresach 1 ........ £ przy  założeniu realizacji zakum ulowanej
produkcji x.

Kluczowym elem entem  algorytm u jes t rekurencyjne w yznaczanie w ykresu funkcji Q '{ x ) n a  podstaw-ie 
znanego wykresu funkcji Q ,_1 (x). W ykres funkcji Q !(x)  je s t określony d la x >  Dt,  gdzie D, =  E«<i d, 
oznacza zakum ulow aną wielkość zapotrzebow ania na  koniec e tapu  t. W pierw szym  etap ie  Q ’(x) jest 
funkcją stałej opłaty, gdyż <?‘ (0) - 0 oraz dla x >  0 wartość Q ‘ (x) =  sj +  C]X. W  dalszych etapach , jak 
pokażemy, £?'(x) s ta je  się funkcją kawałkami liniową wklęsłą.

W celu rekurencyjnego wyznaczenia w ykresu funkcji Q '(x )  d la x  > D,  na podstaw ie znanego wykresu 
funkcji Q '~ \(x )  d la x >  A (_j w ykorzystam y sform ułowaną wyżej obserwację, iż niezerowa produkcja x, w 
okresie i je s t m ożliwa tylko po wyzerowaniu stanu  zapasów /¡_ : na koniec e tap u  poprzedniego, czyli gdy 
w kroku poprzednim  zachodzi x =  A - i . Jeżeli w etap ie  i je s t realizow ana niezerowa produkcja  o wielkości 
x, =  x -  A - i ,  to  wypadkowy koszt zakum ulowany jes t równy P !(x)  =  ) -f s( +  c ,(x  -  A - i ) .  Z
drugiej strony, jeżeli w etap ie  t p rodukcja x. je s t zerowa, to  Q ’(x)  = Q ,~>(x).  S tąd . dla danego x >  A . 
zachodzi

Q '(x )  =  m in { Q ''1( x ) , / >,(x)}

T rajektoria  op tym alna  doprow adzająca zerowy stan  początkow y x  =  D q =  0 do stanu  x =  A  w 
etanie t jest scharakteryzow ana w kroku i przez następu jące  wielkości:
Q, = Q‘( A).
p, = num er e tapu  poprzednika, czyli takiego e tap u  poprzedzającego etap  i, w Którym osta tn io

stan  zapasu IPl był równy zero, w następnym  etap ie  s =  p t +  ] została  zrealizow ana nieze­
rowa porcja produkcyjna z ,  =  A  -  D r„ na tom iast w etapach  k  =  s +  1 ,  i produkcja
jest zerowa, czyli x* =  0 .

Zauważmy, że dla ustalonego £ poprzednik p, w ynika ze znajom ości aktyw nego odcinka funkcji Q'{x)  w 
punkcie D t, tzn . jeżeli zachodzi Q '(D ,)  =  P ‘ (D,),  to  o sta tn im  etapem  produkcyjnym  jest e tap  s, czyli 
Pt = j> -  1.

Rozwiązywanie problem u P  polega n a  wyznaczeniu tra jek to rii optym alnej doprow adzającej w T  kro­
kach zerowy s ta n  początkow y do stanu x  =  A r  w etap ie  T.  N a początku  e tap u  i znana je s t tra jek to ria  
częściową dla pierwszych t -  1 etapów  w postaci zbioru trójek ( D , , Q , , p , ) ,  0 < s < i. P onad to  w po­
przednim  kroku jes t wyznaczony w ykres funkcji d la  x >  D t- i .  W  kroku £ je s t obliczana trójka
I A  - Q : . pt 1 oraz wykres funkcji Q ‘(x)  d la  x  >  A -  A oto ogólny algorytm  rekurencyjny wyznaczania 
tra jektorii optym alnej oraz wykresu funkcji Q T(x).

A lg o ry tm  A p  
b eg in
: = 1: Q'(X) := .i, +  c,x:
Q ; : =  Q ‘{D\): p t : =  0: 

re p e a t
i :=  ( -f i:  P ' j x  i :=  t ? " ‘ ( A - , ) +  s. +  c,(x  -  A - i );
z wykresu Q ‘ ' ( z )  usuń odcinki P ‘ n ieaktyw ne dla x  >  A :
dla x >  A  wyznacz wykres funkcji Q '(x )  :=  m in{Q ‘_ 1 (x); E T i)}
Q, :=  Q ‘(D t ); p. :=  s — 1 ; gdzie P ‘ je s t aktyw nym  odcinkiem  funkcji £?'(x) w punkcie A  dla s <  r: 

u n til  i — T  
en d .
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W  celu konstrukcji funkcji Q '(x)  w kroku i algorytm u jest dodawany do wykresu kawałkami liniowej 
funkcji Q '~ l (co najw yżej jeden , o ile istnieje) aktyw ny odcinek liniowej funkcji kosztów P '  związany z 
ew entualną p rodukcją  w etap ie  i. Niech L k oznacza linię p rostą  reprezen tu jącą na  wykresie funkcję P k =  
1 t +  c*x, gdzie qk =  Ç '-1 (£>,_) ) +  s, — c ,D t- \ .  Jeżeli dwie linie L k,L i  nie są  równolegle (czyli gdy ck yt ej,), 
to przecinają się w punkcie o współrzędnej rzędnej Ou wyznaczonej z w arunku qk +  ck6 kt = qi + ciOki, 
tzn ., Ou =  Dwa sąsiadu jące ze sobą kawałki liniowe łączą się ze sobą w punkcie wierzchołkowym 
wyznaczonym w wyniku przecięcia się tych prostych.

Przyjm iem y konwencję, iż jeżeli odcinek prostej L k poprzedza bezpośrednio odcinek prostej Li ,to 
rzędna p u n k tu  wierzchołkowego związanego z przecięciem tych prostych ( k =  0 ki je s t w iązana z lewym 
odcinkiem , czyli z p rostą  L k. Z każdym liniowym odcinkiem  L k funkcji Q ‘(x)  je s t ponad to  związany 
num er e tapu  s , s  < t, w którym  je s t realizowana niezerowa produkcja o wielkości x  -  D ,_ i zw iązana z tym 
kawałkiem funkcji. W artość odciętej punktu  wierzchołkowego o rzędnej równej wynosi Q , = q, +  c ,ć,. 
A ktyw ne odcinki L,  funkcji i? '(x ) dla x  >  D, m ożna zatem  pam iętać w postaci ciągu par ({,,<?,) w 
porządku rosnących w artości f ,

Usuwanie z wykresu funkcji Q ‘~i (x)  nieaktyw nych odcinków L,  dla x >  D, sprow adza się do usunięcia 
tych par (£ „ Q ,) ,d la  k tórych £, <  D,.

A n a liz a  z ło ż o n o śc i o b lic z e n io w e j. Ł ączna złożoność algorytm u A P  wynosi 0 ( 7 ’ log T ).  W ynika to z 
faktu, że dodanie w kroku t pojedynczego odcinka L, m ożna zrealizować w czasie 0 (lo g  T + r ) ,  gdzie r  jest 
liczbą odcinków L k zasłanianych przez L t , a zatem  usuwanych z wykresu funkcji ć?'(x). Ponieważ łączna 
liczba wszystkich odcinków L k usuwanych w algorytm ie w T  e tapach nie może przekroczyć całkowitej 
liczby etapów  T , więc łączna złożoność algorytm u wynosi 0 ( T  log 7’). Jeżeli dodatkow o współczynniki 
problem u pierw otnego Vt spełn ia ją  w arunek c, <  c(_i + h f ,  to  czas działania  algorytm u m ożna zredukować 
do 0 ( 7 ’).

P r z y k ła d  i lu s t r a c y jn y .  Rozważmy pięcioetapowy problem  P  z  następu jącym i danym i: T  =  5, (s*) =
(3 ,3 ,3 ,3 ,3 ) ,  (c,) =  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) ,  (A f) =  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) , (d,) =  ( 1 ,2 ,3 ,1 ,1 ) . Po transform acji umożliwiającej 
wyzerowanie kosztów m agazynow ania otrzym ujem y (ć,) =  ( 1 ,0 ,—1 ,—2 , —3). Dalej obliczam y (£>,) =  
(1 ,3 ,6 ,7 ,8 ) .  R y s .l ilustru je  wykresy funkcji Q ‘ uzyskiwane w trakcie działania algorytm u. W kolejnych 
krokach algorytm u wykonujem y następu jące  obliczenia:

1: 0 ‘ (*) =  3 +  x . Di  =  1 .Q ] =  4 ,p] =  0;

2: P 2 (x )  =  0 i  +  3 +  0 (x — 1) =  7, ę ł (x) =  m in ( 0 1(^ ) .7 } 1 D 2 =  3, Q 2 = 6 ,p , =  0;

3: P 3 (x)  =  Ç ; +  3 -  (x -  3) =  12 -  x, Ç 3 (x) =  m in { 0 J(x), 12 — x ) .  D 3 =  6 , Q 3  =  O.ps =  2;

4: P*(x) =  Ç , +  3 - 2 ( x - 6 )  =  21 -  2x. Q \ x )  =  m in { 0 3 (x),21 - 2 x ) ,  Dt  =  7.Q., = 5 , p 4 = 2 ;

5: P s(x)  =  +  3 -  3 ix -  71 =  29 -  3x. t?si i )  =  m in (Ç 4(x ),29  -  3x}, D f =  8 . 0< =  4. ds =  2.

Po zakończeniu K roku 5 m am y też określoną tra jek to rię  optym alną. H arm onogram  optym alny odtw a­
rzamy, id ąc  zw rotnie od e tap u  5 do 1 . Ponieważ w e tap ie  i =  5 zachodzi pt =  2, więc w etap ie  p, +  1 = 3  
jest realizow ana produkcja  x 3 = D , ~  Dp, =  5. Dalej podstaw iam y i =  p, i kontynuujem y obliczenia, tzn. 
t =  2, p, = 0 ,  czyli w e tap ie  1 jes t realizowana produkcja x 2 — D 2 — Da — 3. Ponieważ p t =  0, na  tym  
kończymy działanie algorytm u.

3. Algorytm  rozwiązywania problemu z zaległościami

M etoda rozw iązyw ania problem u z zaległościami P B  jest uogólnieniem  m etody przedstawionej w 
rozdziale poprzednim  dla problem u P.
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A nalogicznie jak  poprzednio, w etap ie  t rozw aża się, w zależności od kosztów, bądź  możliwość produkcji 
oraz m agazynow ania w tym  etap ie , bądź też jedyn ie m agazynow anie w t.ym e tap ie  wyrobów wyproduko­
wanych w okresach poprzedzających. W  pierw szym  przypadku niezerowa p rodukcja  x, w okresie i jest 
jednak m ożliwa nie tylko po  wyzerowaniu stanu  zapasów /,_ ] na  koniec e tap u  poprzedniego, ale również 
wtedy, gdy w jednym  z okresów poprzedzających r. r  <  i. stan  zapasów 1, = 0 , w dalszych okresach 
s s r + l , . . . , !  — 1 jes t zaległość, na tom iast w etap ie  t wielkość produkcji wynosi x ,  = x  -  D,  [8 J.

Tak jak  i poprzednio zm ienna decyzyjna x  oznacza w etap ie i łączną  (zakum ulow aną) liczbę dotychczas 
wyprodukowanych wyrobów, począw szy od e tap u  pierwszego. O znaczam y przez Q '(x )  funkcję określającą 
optym alny koszt produkcji (i m agazynow ania) w okresach l , . . . , i  przy założeniu realizacji produkcji x.

Jeżeli d la  danego r .  0 <  r  <  i , w etap ie  t je s t realizow ana niezerowa produkcja o wielkości x, =  x  — D,.  
to wypadkowy koszt P r,( x ) zakum ulowany w etap ie  i d la zakum ulow anej produkcji x  > D,  je s t równy
sum ie zakum ulowanego kosztu do etapu  r  włącznie, kosztów, zaległości w etapach  r  +  1 ........ 1 — 1 oraz
kosztu produkcji porcji x  -  D r w etap ie  i, czyli

I- 1
P ' H x ) = Q r( D r ) +  E  h - D r ,  + S, +  c { x -  Dr)

, = r + l

gdzie D rt =  Di — D ,  =  d,+ j +■■• +  (!,. Z drugiej strony, jeżeli w e tap ie  i p rodukcja  x, je s t zerowa, to 
Q '(x )  =  S tad . dla danego z  >  D t, zachodzi

Q '(x )  =  n iin{Q ," I (x). min P r,(x)}0<r<t

Zauw ażając, że funkcje P rt są  funkcjam i liniowymi o tym  sam ym  nachyleniu c,. o trzym ujem y

Q ' ( x ) =  m in{Q l_ 1(jc), min 5 ”  -i- c,x)0<r<ł

gdzie Sr! =  Q ’ [D r) +  E i i l+ i  '*7 r S | -  c ,D r. W ystarczy zatem  wyznaczyć 5 ‘ =  m in0<-<, 5 rl i wtedy

Q'( i )  =  m iri{ ę 1~1 (x ), P '( x ) }
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gdzie P l(x )  = S ’+ c ,x  je s t najniżej położoną funkcją w ybraną z funkcji P r' ( x ) , r  < t. Łatwo sprawdzić, że 
jeżeli są znane wartości 5 r,1_1 d la  r  <  i — 1 , to  wartości S rl m ożna wyznaczyć rekurencyjnie z następującej 
zależności

S "  — 5 T'1 1 +  +  (s, — S|_]) — (ct — c ,„ i)D r (3.1)

T rajektoria op tym alna doprow adzająca zerowy stan  początkow y i  =  Do =  0 do stanu  x  =  D, w etapie t 
jest scharakteryzow ana w kroku i przez trzy  wielkości:

Q, =  Q'(D<),
pi =  num er e tap u  poprzednika, czyli takiego e tap u  poprzedzającego e tap  i, w k tórym  osta tn io

stan  zapasu  Ip, byl równy zero, 
r ( =  num er e tap u  regeneracyjnego, czyli takiego e tapu  s ,p , <  s <  <,w k tórym  została zreali­

zowana niezerowa porcja  produkcyjna x ,  — D t — D Pl.
Param etry  p i , r t określa ją , że po zerowym stan ie  m agazynu Jrt w e tap ie  pt w następnych etapach p, +  
1 , . . . ,  r, — 1 pow sta ją  ew entualne zaległości, w etap ie  s =  r, zostaje zrealizowana niezerowa porcja pro­
dukcyjna x ,  =  D t — D p„  na to m iast w etapach  k  =  s  +  1 , . .  . , i  produkcja je s t zerowa i stan  zapasów jest 
nieujemny.

Rozwiązywanie problem u P  polega na  wyznaczeniu tra jek to rii optym alnej doprow adzającej w T  kro­
kach zerowy stan  początkow y do stanu  x  =  D j  w e tap ie  T .  N a p o czą tk u .e tap u  t znana  jes t tra jek to ria  
częściowa dla pieiwszych i — 1 etapów  w postaci zbioru czwórek ( D , , Q „ p . , r , ) ,  0 < s < ł. Ponadto 
w poprzednim  kroku jes t wyznaczony wykres funkcji Q ‘_1(x) dla x  >  £ > , _ W kroku t je s t obliczana 
czwórka ( D t, Q i ,P i , r,) oraz jest wyznaczany wykres funkcji Q ’(x)  d la  x  >  D,.  A oto ogólny algorytm  
rekurencyjny w yznaczania tra jek to rii optym alnej oraz wykresu funkcji Q T(x).

A lg o ry tm  A P B  
b e g in
t ■■= 1 ; 5 01 :=  Si; Q l (x)  :=  ¿i +  c ,x \
Q\ ■= (? '(£>.); P> 0;
r e p e a t

i :=  t  +  1 ;
fo r  r  :=  0 to  t  — 2 d o  S'*  :=  S r,t~' +  +  (Si — S i-i)  — (c» — <k-i)Dr\

5* :=  m inoo<f S n ; P ‘(x )  :=  S ‘ +  c,x\
z  wykresu Q '- 1(x ) usuń odcinki P ‘ n ieaktyw ne d la  x  >  £),;
d la x  >  D t wyznacz wykres funkcji Q ’(x)  :=  min.{Q‘_ 1(x); P"(x)}
Q, := Q'[D,)\  p t =  r; r f :=  s, gdzie r . s  w ynikają z w arunku Q t = P T‘ (D,)\  

u n t i l  i — T  
e n d .

A n a liza  z ło ż o n o ś c i o b lic z e n io w e j. Ł ączna złożoność algorytm u A P B  wynosi 0 ( T 2). W ynika to z 
faktu, iż w kroku t algorytm u obliczenie S '  kosztuje co najw yżej O(t)  operacji arytm etycznych, a  zatem  w 
T  krokach łączna  złożoność procedury  obliczania (S 1) nie przekracza 0 ( T 2)  operacji. Pozostałe elementy 
algorytmu są realizowane identycznie jak  w algorytm ie A P ,  a  zatem  ich łączna złożoność nie przekracza 
0 (T lo g  T ). W rezu ltacie  złożoność całego algorytm u wynosi 0(!T2). Jeżeli dodatkow o współczynniki pro­
blemu P B  (pierw otnego) Vi spe łn ia ją  w arunek q  <  Ct-i +  ń* +  ńj", to  czas działania  algorytm u można 
zredukować do 0 ( T l o g T ) .

P rz y k ła d  2. Rozważmy pięcioetapow y problem  P  z następującym i danym i: T  =  5, (s r) =  (3 ,3 , 
3 .3 .3 ), (c() =  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) .  (ń+) =  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) ,  ( K )  =  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) , (df) =  (1 ,2 ,3 ,1 .1 ) . Po transfor­
macji um ożliw iającej wyzerowanie kosztów m agazynow ania o trzym ujem y (ćj) =  ( 1 , 0 , - 1 , - 2 , - 3 )  oraz 
(h t )  =  (2 ,2 ,2 ,2 ,2 ) .  Dalej ( A )  =  (1 ,3 ,6 ,7 ,8 ) . R vs.2 ilustru je  wykresy funkcji Q'  uzyskiwane w trakcie 
działania algorytm u. W  kolejnych krokach algorytm u wykonujemy następu jące  obliczenia:

1: Q '( x )  = 3 +  x , D,  = 1 , 5 ° ’ =  3,C?i =  4 ,p , =  0 , r ,  =  1 ;
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R y s . 2 . W ykres funkcji kawałkami liniowej konstruow anej przez A lgorytm  Ą P B  
F ig . 2. T he diagram  of the  piece-wise linear function constructed  by A lgorithm  A P B

2: S 02 =  5. 5 12 =  7. P 2 (x)  =  5 +  0x = 5, Q 2 (x )  =  m in {<?'(*), 5 ) , D 2 =  3, Q 2 =  ó .p r =  0, r 2 =  2; 

3: 5 03 =  1 2 ,5 “  =  1 0 ,5 “ =  n , P * { x )  = 1 0 - i ,  <?3(:r) =  m in{Q 2(x ), 10 -  x} , D 3 =  6 ,<?3 =  4 ,p 3 *= 
l , r 3 =  3; 

4: S04 =  24, 5 M =  21 ,5“  =  20 ,5“  =  19,P4(x) = 1 9 - 2 x ,  Q4{x) =  min{Q?(x), 19 -  2x). £>„ *. 
7.(?4 =  3, p.4 - 1,T4 =  3:

5: 5 05 =  3 S .5 15 =  3 4 .5 “  =  3 1 ,5 “  =  2 7 ,5 45 =  27, P 5(x) =  27 -  3x. <?5(x) =  m in{Q '1(x ),2 7  -  
3x}, £)s =  S, Qs =  2, ps =  1, r 5 =  3.

Po zakończeniu Kroku 5 tra jek to rią  op tym alną odtw arzam y,idąc zw rotnie od e tap u  5 do 1. Ponieważ w 
etapie I = 5 zachodzi p, =  l . r ,  =  3, więc w etap ie  r , =  3 jes t realizow ana produkcja 1 3  =  D i  — Di  =  7 
zaspokajająca potrzeby etapów  2 ,.  . . , 5 .  Dalej podstaw iam y i =  p t i kontynuujem y obliczenia, tzn . i =  
l .p , =  O.r, =  0 ,czyli w etap ie  1 je s t realizowana produkcja x . =  D , — D 0 =  1- R ozw iązanie optym alne 
jest zatem  równe (x ,) =  (1 ,0 . 7 ,0 ,0 ).

4. Algorytm rozwiązywania problemu z kosztami rezerwacji
Problem  P R  będący uogólnieniem problem u podstawowego P  uw zględniającym  koszty rezerwacji 

zasobów m ożna przekształcić do postaci równoważnej, w której elim inuje się zm ienne b inarne, nato ­
m iast funkcja celu s ta je  się nieciągła i wklęsła względom zm iennych (z ,) . Rozw iązań optym alnych tego 
problemu, m ożna zatem  poszukiwać w zbiorze punktów  wierzchołkowych w ielościanu, k tó rym  odpow ia­
dają rozw iązania bazowe, l a k  więc. identycznie jak dla problem u P ,  istn ie je  rozw iązanie optym alne,
spełn iające w arunek 7,_jx, =  0 ,i  =  1 ,  T .  W  odróżnieniu jednak  od Problem u P ;  jeżeli zachodzi
7, =  0  dla pewnego i ,  to  problem u nie m ożna bezpośrednio zdekom ponować na  dw a niezależne podpro- 
bicmy dla okresów 1 ,—  ,7 oraz 7 + 1 .  ... ,T  ze względu na  to, że również je s t is to tn a  wartość zmiennej 
y, określającej, czy zasoby są w stan ie  gotowości, czy też nie.
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M etoda rozw iązyw ania problem u P R  jest uogólnieniem m etody  program ow ania dynamicznego pre­
zentowanej d la  problem u P .  W  etapie t rozważa się, w zależności od kosztów, bądź możliwość produkcji 
oraz m agazynow ania w tym  etap ie, bądź też  jedynie m agazynowanie w tym  etap ie  wyrobów, wyproduko­
wanych w okresach poprzedzających. W  pierwszym  przypadku niezerowa produkcja x .  w okresie i jest 
możliwa tylko po wyzerowaniu stanu  zapasów /,_ ! n a  koniec etapu  poprzedniego, lecz dodatkow o koszt 
(uruchom ienia) produkcji w etap ie  i zależy od tego, czy p,_i =  0 czy też y,_i =  1. Jeżeli zatem  rozważamy 
niezerową produkcję z , w etap ie  i , należy w ybrać najlepszy z w ariantów  w znaw iania 1 rezerwacji produkcji
w etapach 1 ____ i — 1 doprow adzający do najtańszego kosztu urucham ian ia  produkcji w etap ie  i.

jeżeli jest zadany harm onogram  produkcji x  =  (z (), to optym alny koszt zw iązany z wznawianiem i 
rezerwacją m ożna wyznaczyć rozw iązując następu jący  
P ro b le m  F

T

m m Z ( x )  = 2 2 (s,v,  +  k,y,)  (4.1)

przy ograniczeniach

lit > &[x,) (4.2)

y: -  y<-\ <  «i (4.3)
f i ,  t/t €  (0 ,1}  (4.4)

gdzie ¿ (z )  =  1 gdy z  >  0  oraz S(x)  =  0  d la z  <  0 . Łatw o wykazać n as tępu jącą

W ła sn o ść  2 , .Yiecń z , >  0 dla pewnego i ora:  z ,  =  0 dla pozostałych s j-- i Optymalny koszt Z (x )  
wznawiania produkcjifdla etapu i)jest równy, S^ + k ,  , g d z i e

Si  =  rnm {.s( + ki +  h £ ,_ ,}  pł.5;

przy czym lt =  argminl<l<t{si +  t /  +  .- • • +  Ł,_i} jes t  najlepszym okresem wznawiania dla produkcji w 
okresie i.

W spółczynnik S t je s t najniższym  w ariantem  kosztu wznawiania produkcji w okresie t, jeżeli zatem  za­
chodzi s,  > S i ,  to  zawsze, niezależnie od wartości z ,  bardziej opłaca się wznowić produkcję w okresie lt 
i ponieść koszty rezerw acji w  okresach lt +  — l,an iże li wznawiać n a  nowo produkcję w okresie
i. Możemy zatem  dokonać regularyzacji problem u.! przy jąć, że s t =  S t. Regularyzację tę  m ożna zreali­
zować w czasie 0 { T )  za pom ocą algorytm u w yznaczania najtańszych ścieżek od wierzchołka zerowego 
do pozostałych wierzchołków w acyklicznym  grafie zaw ierającym  wierzchołki ( 0 , or az 2 T  — 1

luków następującej postaci: luków (0 , i )  z kosztem  Si oraz luków ( i , i  +  1 ) z kosztem  kt d la  t =  1 ,  T.
Z wyznaczonego dendry tu  najtańszych ścieżek w ynikają również okresy najlepszego w znaw iania /, dla 
wszystkich okresów produkcji l.

W  algorytm ie program ow ania wieloetapowego, tak  jak  i w Problem ie /} zm ienna decyzyjna x  oznacza 
w etap ie  ł iączną (zakum ulow aną) liczbę dotychczas wyprodukowanych wyrobów, począw szy od etapu 
pierwszego. O znaczam y przez Q'0 {x)  funkcję określającą optym alny koszt produkcji (i m agazynow ania) w 
okresach 1 p rzy  założeniu realizacji zakum ulowanej produkcji x oraz dodatkow ym  warunku braku 
stanu gotowości zasobów y, — 0. Oznaczm y przez Q \(x )  funkcję określającą optym alny koszt produkcji (i 
m agazynowania) w okresach 1 ......... 1 przy założeniu realizacji zakum ulowanej produkcji x  oraz dodatko­
wym w arunku gotowości zasobów yt =  1. Funkcje Qó(x) i Q \(x )  są kawałkami liniowe wklęsie. D la wygody 
obliczeń rekurencyjnych będziemy wyznaczać funkcję przesunięta =  Q [ ( x ) ~  F i^gdzie K t — }h<i K  
jest zakum ulow anym  kosztem  rezerwacji do etapu i.

W  celu rekurencyjnegp w yznaczenia wykresów funkcji Qć(x)  i Q \(x )  d ia  x  > D t na  podstaw ie znanych 
wykresów funkcji Q'a~ ' ( x ) oraz ę | - 1 (z ) d ia x  > wykorzystam y sform ułow aną na  początku rozdziału 
obserwację, iż niezerotva produkcja x t w okresie i  je s t możliwa tylko po wyzerowaniu stanu  zapasów 
na koniec e tap u  poprzedniego, czyli gdy w kroku poprzednim  zachodzi r  =  £),_¡.

T rajek to ria  op tym alna doprow adzająca zerowy stan  początkow y i  — Do =  0 do stanu  i  — D, w 
etapie i je s t  scharakteryzow ana w kroku i przez następu jące wielkość:
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Qw  =  Q'0 {Dt )
p0, =  num er takiego etapu s poprzedzającego e tap  i,  w k tórym  osta tm o  stan  zapasu  1 ,  byi 

rówrr.’ zero w tra jek to rii doprow adzającej do Q'0 (D t ).

Q it =  Q l j Â Y
pi,  -  num er e tapu  s poprzedzającego e tap  i , w k tórym  osta tn io  s tan  zapasu  1 ,  byi równy zero

w tra jek to rii doprow adzającej do Q ‘ (Z?i), 
yt =  stan  gotowości zasobów n a  koniec e tapu  t (y, =  1 , gdy na  koniec e tap u  i zasoby są

przygotow ane do kontynuacji produkcji, oraz y, = 0 w przeciwnym  przypadku).

Jeżeli w etap ie  i p rodukcja  x,  je s t zerowa, to  koszty zakum ulow ane Q'0 [x)  =  Q ó~ '(x) OTüZ 2 i ( x ) = 
g - 1  (z ) .  Jeżeli w e tap ie  i  je s t realizowana niezerowa produkcja  o wielkości x ,  ~  x  — D i , to  wypadkowy 
koszt zakum ulowany zależy od w arian tu  kosztu w znow ienia i rezerwacji w ty m  etap ie . G dy na  koniec 
etapu  i  — 1 w ystępuje brak. stanu  gotowości zasobów, to  wypadkowy koszt P£ zakum ulow any w e tap ie  i 
dla zakumulowanej produkcji x  > D t je s t równy

Pi(x)  =  Q 'o \D t - .)  +  s, +  k , +  c ( x  -  D .- i)

Gdy na  koniec e tap u  i — 1 w ystępuje gotowość zasobów yt- i  =  1 , to wypadkowy koszt P[ zakum ulowany 
w etap ie  t d la zakum ulowanej produkcji x >  D t jest równy

P \{x )  — Q\  '(£>,-¡1 +  kt +  Ct ( x  — /?(_]) =  QJ 1 ( A - i ) +  h t +  Ct(x — £>,_) )

Zauważmy, że / ’¿ ( i )  i P j{ z )  różnią się jedynie o sta lą . O znaczając Sq = Q !0~‘( D , - 1 ) +  s,  +  k, oraz 
S\  =  QJ_ 1{ A - 1 ) -f A", w yznaczam y

P '( x )  =  m in{S j,S{} + c ,( x  -  D t- i)

S tąd , d la danego x >  D t, zachodzi rekurencyjna zależność

Ç y x )  =  m in { i? r 1(x ).-P , (x )}

Obliczenie Q \(x )  ze  względu na  konieczność przeskalow ania jest nieco inne

g ; ( x )  =  m in { ę ; - 1 (I ) ,J 3, (x ) - A ' 1}

Zauważmy, że jeżeli S ‘0  < SJ, to  w arto przyjąć y<_j =  1 , natom iast w przeciw nym  przypadku  y,_] =  0.
Rozw iązyw anie problem u P R  polega n a  wyznaczeniu tra jek to rii optym alnej doprow adzającej w T  

krokach zerowy stan  początkow y do stanu  x  =  D r  w etap ie  T . N a początku  e tap u  t znan a  jest tra jek to ria  
częściowa dla pierwszych i — 1 etapów  w postaci zbioru szóstek {Dl , Q 0 ,.poi-Q_l t -P\>-y>-i)^ 0  <  s <  i. 
Ponadto w poprzednim  kroku są wyznaczone wykresy funkcji Qó"‘(x ) ,Q j_ l (x) dla x  >  A - i -  W kroku 
i jest obliczana szóstka (£>,, Qot,Pot, Q it, Pu. y t - i )  oraz wykresy funkcji Qó(x). i ^ t * )  x  >  A -  A oto 
ogólny algorytm  rekurencyjnv w yznaczania tra jek to rii optym alnej.

A lg o ry tm  A P R  
b e g in
i :=  1; Q l(x )  :=  s ,  +  kj  +  cjx ; Q j(x ) :=  s j  +  Cix; 

Qoi '■= Q'(A)l Poi '■= 0; Qu Qj(A); pn 0;
r e p e a t  i =  t -f 1;

S ‘o(x)  :=  Q o~'{Dt-i)  +  *  +  k \  5 { (I)  :=  Q [ - \ D , . , )  +  A't ; 
i f  <  SJ t h e n  j/,_, =  0 e lse  y ,- ,  =  0: 
P ‘(x)  =  m in {S i,S J}  +  Ci(x -  D t- i) \
z wykresów QÓ_ 1 ( x ) ,Q '_1 (x) usuń odcinki P ’ n ieaktyw ne d la  x >  D t : 
dla x > D,  wvznacz Q\,{x) =  minlQÔ*1) ! ) ,  P '(x )} ;
Ç ;tx )  =  m in { g ;- 1 ( x ) , P ' ( x ) -  A',}; '
Qui ■= Q ó (A )i por s -  1 , gdzie P ’ je s t aktyw nym  odcinkiem  funkcji Qó(x) w punkcie D 
Q Jt :=  Q '( A ) ;  Pu :=  i  -  1 . gdzie P ‘ jest aktyw nym  odcinkiem  funkcji Q i(x )  w punkcie D,\- 
u n t i l  t — T  
c n d .
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Ł ączna zlozonosc algorytm u A P R  wynosi 0 ( T log T \  jako że w porów naniu do algorytm u A p  o 
złożoności 0 ( T  log T )  są realizowane analogiczne operacje, przy czym nakład obliczeń jest w przybliżeniu 
dwa razv wiekszv.

P rz y k ła d  i lu s t r a c y jn y .  Rozważmy siedm ioetapow y problem  P R  z następującym i danymi: 7’ =  7.
(a,) =  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 .1 ,1 ), ( k )  = (2 ,2 .2 ,2 ,2 ,2 ,2 ), (c.) =  (2 ,2 ,2 ,2 ,2 .2 ,2 ), (ft,+ ) =  (0.5 ,0 .5 ,1 .1 .1 ,1 ,1).
(dt) =  ( 1 ,1 ,1 ,1 ,3 ,1 ,1 ) .  Po transform acji um ożliw iającej wyzerowanie kosztów m agazynow ania otrzyrnu 
jem y (ćt ) =  ( 2 , 1 . 5 , 1 , 0 , - 1 , - 2 , - 3 ) .  Dalej obliczam y (A) = " (1 ,2 .3 ,4 ,7 ,8 ,9 )  i (A',) =  (2 ,4 ,6 ,8 ,1 0 .1 2 .1 4 ). 
Rvs.3 ilustru je  w ykresy funkcji Q ‘a(x)  uzyskiwane w trakcie  działania aigorytm u.

R y s .  3 . W ykres funkcji kawałkami liniowej Qó(x) konstruowanej przez Algorytm  A P R  
F ig . 3 . T h e  diagram  of th e  piece-wise linear function Q[>(x) constructed  by A lgorithm  A P R

W kolejnych krokach algorytm u wykonujemy następu jące obliczenia:

1: Q l( x )  =  3 +  2z, g j ( x ) =  1 +  2x, A  =  l,Q o i =  5 , ^ , ,  = 3 .p o , =  p „  =  0;

2: 52 =  5 + 3  =  8 ,  5? =  3 + 4  =  7 ,y, =  1 ,P '[ x )  =  5 .5+ 1 .5x , ( ? J ( i )  =  m in{< ?J(x),5 .5+ 1 .5x), g J(jr)  =

m in { 2 j(x ) , 1-5 +  l-5x}, Qo: =  =  9 .5 ,poj =  0 ,p u  =  1;

3: 52 =  7 +  3 =  10. 5 j =  4.5 +  0 =  10.5.y2 =  0. P3 (x)  =  8 + x, Q2(x) =  m in (Q 2(x ),8  +  x ) ,  f^ l- r)  =

m in { Q j(x ),2  +  1 .5x), Q 03 =  9.<2ia =  +  =  0.pi3 =  2;
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4: SJ =  9 +  3 =  12, SJ =  5 +  8 =  13,t/3 =  0 , P 4(x)  — 12 +  0x, Q j(x )  =  m m { Q ^(i), 12 +  0 x ) . g j ( i )  =  
m in{g7(x),4  +  0 x ), QM -  l l . g 14 =  4,pm =  O.pn =  3;

5: So =  11 + 3  =  14, S f =  4 +  10 =  14,1/4 =  1 , F 5(x) =  1 8 - x ,  Q j(x )  =  m in{Q J(x), 1 8 -  x}, Q^(x)  -  
m i n i m i* ) ,8 - x } ,  ę 05 =  l l , g 15 =  l,Pos =  4 ,p ls =  4;

6: S I  =  11+3 =  14, Sf =  1 +  12 =  13,ys =  l , / * ( x )  =  2 7 -2 x , <?<j(x) = m in{Q |(x),27-2x}_, Qf(x) =  
m in{Qj(x), 15 -  2x}, Qon = 10, Qlc =  - l ,p o e  =  4 ,p 10 =  4:

7: SJ =  10+3 =  13, S,7 =  1 +  12 =  13 ,ys =  l . S 7(x) =  3 7 -3 x ,  Q l(x )  =  m m { Q g (x ),3 7 -3 x } , Q j(x ) =  
m in { (2 j(x ) ,3 7 -  3x}, Q07 =  9 ,l? 17 =  -4 ,p o r  =  ó .p n  =  6:

Po zakończeniu Kroku 7 harm onogram  optym alny odtw arzam y, idąc zw rotnie od końca e tapu  7 do 
1. Ponieważ w e tap ie  1 =  7 zachodzi Q 07 <  <?i7 ," 'ię c  wybieram y aktyw ny odcinek P°  na wykresie Qu- 
W etap ie  6 jes t za tem  realizow ana produkcja X6 =  Dr — D$ =  2, przy czym ys =  1, więc przechodzim y 
do aktywnego w Z)5 odcinka prostej P 5 na  wykresie Q j. W  etap ie  5 je s t zatem  realizow ana produkcja 
x5 =  Ds -  D 4 =  3. Ponieważ =  1 oraz w D Ą n a  wykresie Qi je s t aktyw ny odcinek P ' , więc w etapie 
4 jes t realizow ana produkcja X4 = Dą — D3 = 1. przy czym  y3 =  0. Dalej wybieram y w D3 aktywny 
odcinek P 1 n a  wykresie Q 0 . S tąd  w e tap ie  1 je s t realizow ana produkcja  Xi =  Da — Do =  3. Rozwiązanie 
optym alne je s t równe (x () =  ( 3 ,0 ,0 ,1 ,3 ,2 ,0 ) ,  (y ,) =  (1 ,0 ,0 ,1 ,1 ,0 ,0 ) .
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Abstract.:

The efficient algorithm s for solving a  fam ily of the  uncapac itated  lot-size scheduling problem s are 
considered. T he p aper presents a novel approach for solving these  problem s, which is based on a  dynam ic 
reccursi ve calculations th a t  exploits the  properties of th e  piecewise concave linear functions. An 0 ( 7 '  log T)  
algorithm  is developed for th e  lot-size scheduling problem s w ith  se tup  or s ta r tu p  and reservation costs as 
well as an 0 (T S) algorithm  for the  uncapac itated  problem  w ith backlogging allowed.


