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Streszczenie:
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W pracy przedstawiono nowe podej$cie do rozwigzywania wieloetapowych problemdéw harmono-
gramowania produkcji porcjami wykorzystujace wiasciwosci funkcji kawadami liniowych wklestych.
Opracowano algorytm o ztozonosci 0(7'log T) dla problemu harmonogramowania bez zalegto$ci z
wystepujacymi kosztami wznawiania produkcji lub rezerwacji zasobdw oraz algorytm o ztozonosci
0(T2) dla problemu z zalegtosciami.

Summary: The paper presents a novel approach for solving the multistage uncapacitated lot-size
scheduling problems, which exploits the properties of the piecewise concave linear functions. An
0(T\ogT) algorithm is developed for problems with startup and reservation costs as well as an
0(T2) algorithm for the uncapacitatcd problem with backlogging allowed.

Zusammenfassung: Im Beitrag wird eine neue Einstellung zum Ldsung der Probleme aus meh-
rere Etappen bestehende Harmonogrammbildung fur die Produktion im Partien mit der Ausnut-
zung der Eigenschaften der streckenlinearen Funktionen. Ein Algorithmus mit Komplizierheit
0(t log T) fur die Harmonogranrbildung ohne Riickstdnde und mit Kosten der Wiederaufnahme
der Produktion oder Kosten des Vorbehaltes des Ressourcen sowie ein Algorithmus mit Kompu-

zierhcit 0 (T 2) mit Ruckstdnde werden demonstriert.

1. Sformutowanie problemu

W klasycznym sformutowaniu Wagnera i W hitina [7] w podstawowym problemie harmonogramowania
produkcji porcjami w horyzoncie czasu ztozonym z T etapdw jest rozwazana produkcja porcji pojedyn-
czego wyrobu, dla ktérego jest znane zapotrzebowanie w kazdym z etapéw. Wznowienie produkcji w

danym etapie wigze sie z powstawaniem niezerowego kosztu wznawiania, niezaleznego od wielkosci

pro-

dukcji w danym etapie. W problemie tym nalezy wyznaczy¢ etapy produkcyjne oraz wielkoSci porcji
produkcyjnych w etapach, tak aby zrealizowa¢ zapotrzebowanie w kazdym etapie oraz zminimalizowa¢
sumaryczne koszty wznawiania produkcji, koszty samej produkcji oraz koszty magazynowania. Matema-

tycznie problem podstawowy zapisujemy nastepujaco:

Problem P T
minz = $!(*<«<+ xt+ hti?) (ii)
a2
(1.3)
(1.4)
(1-5)
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przy czym zmienne decyzyjne zadania to : x, — wielko$¢ produkcji w okresie i, v. - zmienna binarna
réwna jeden, gdy w etapie i wznowiono produkcje wyrobu, 7+ —stan zapasu wyrobu na koniec etapu
i. Parametrami zadania sg: st - koszt wznawiania produkcji, & - jednostkowy koszt produkcji w etapie
t, oraz hj koszt magazynowania jednostki wyrobu w etapie, d, - zapotrzebowanie na wyréb w etapie
t, iVl, - dostatecznie duza stata, nie ograniczajaca wielkoSci porcji w etapie i. W literaturze powyzszy
problem jest nazywany dynamicznym zadaniem harmonogramowania produkcji porcjami bez ograniczen
zasobowych (ang. uncapacitated lot-size scheduling problem). Problem ten mozna przeksztatci¢ do po-
staci rownowaznej, w ktérej eliminuje sie zmienne binarne (u,), natomiast funkcja celu staje sie nieciggta
i wklesta wzgledem x. Z wiasciwosci problemu minimalizacji funkcji wklestej na wielo$cianie wypuktym
wynika, ze rozwigzan optymalnych mozna poszukiwaé¢ w zbiorze punktéw wierzchotkowych wieloscianu,
ktérym odpowiadaja rozwigzania bazowe. Ze struktury ograniczen (1-2) wynika, iz dla rozwiagzania bazo-
wego w kazdym réwnaniu (1.2) dokiadnie jedna zmienna It-1 lub xt moze przybiera¢ wartosci niezerowe,
czyli rozwiazanie spetnia warunek /i_ix, = 0,i = 1, Moéwigc inaczej, niezerowa produkcja x, w
okresie t jest mozliwa tylko po wyzerowaniu stanu zapasow /,_! na koniec etapu poprzedniego. Powyzsza
wiasciwos$¢ stata sie podstawg opracowania przez Wagnera-W hitina algorytmu o ztozonosci 0 (T 2) opar-
tego na metodzie programowania dynamicznego [7].

W przypadku gdy sg dopuszczalne zalegtosci w wysytce wyrobu, a funkcje kary za nieterminowos¢ sa
liniowe, rozwaza sie nastepujace zadanie harmonogramowania:

Problem PB
T
minZ = £><7<+ °txi+ K K + K K) (1-6)
1=1
przy ograniczeniach
iti-c, +* -k +/- = 4 1.7)
0<Xt < My, (1.8)
n-K > 0 (1-9)
wH T=0® ¥ (01} (1-10)

przy czym /,“ jest zmienng oznaczajgca nieujemny stan zalegto$ci w wysytce wyrobu na koniec etapu i.
natomiast It — 1* —/,“ jest sumarycznym stanem zapasu wyrobu na koniec etapu t mogacym przybieraé
wartosci zaréwno dodatnie, jak i ujemne (to ostatnie oznacza zalegto$¢). Parametr hj oznacza koszt
zalegtosci wysyiki jednostki wyrobu w etapie t. Dla powyzszego problemu algorytm o najnizszej ztozonosci
obliczeniowej 0{T 3) zostat podany przez Zangwilla [8].

Problem podstawowy P w sformutowaniu klasycznym jest czgsto wykorzystywany przy rozwigzywaniu
bardziej ztozonych, a zarazem bardziej realistycznych probleméw harmonogramowania produkcji lub od-
nawiania zapaséw wielu wyrobéw po relaksacji ograniczen magazynowych lub produkcyjnych [4j. Model
ten niestety nie uwzglednia wptywu stanu koricowego systemu z poprzedniego etapu na warunki produkcji
w nastepnym etapie, moze wiec by¢ do$¢ doktadny tylko w przypadku wykorzystywania zasobéw pro-
dukcyjnych w jednym etapie przez wiele wyrobow, gdy dtugosci etapow sa dostatecznie diugie, czyli gdy
kontynuowanie produkcji danego wyrobu w dwoch okresach sgsiadujacych nie jest zjawiskiem czestym.

W przypadku gdy okresy czasu sa krétkie, gdy produkcja jednego wyrobu moze trwaé nawet przez
kilka etapéw bez przerwania, wptyw stanu z okresu poprzedzajacego na koszt realizacji produkcji w okresie
biezacym jest zasadniczy. Dla takiego przypadku bardziej adekwatne modele winny uwzglednia¢, obok
kosztow wznawiania, koszty rezerwacji zasobéw w przypadku, gdy jest korzystne wznawianie produkcji w
jednym z okreséw poprzedzajacych i utrzymanie w stanie aktywnym zasobéw (czyli rezerwacja zasobow)
az do okresu biezacego [3] oraz ewentualnie koszty zwalniania zasobu [2). Znany w literaturze przedmiotu
problem harmonogramowania z kosztami wznawiania i rezerwacji [3] mozna zapisa¢ nastepujaco:

Problem PR
T

minZ - X>.«h + ktyt + ¢,x, + hf1?)
1=1

przy ograniczeniach

K-i +xi- K = (1.12)
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0 <x, <My, (i.13)

yi-yi-i < « (111)

I* >0 (1.15)

la=1lt =o0; vtyt £ {o,1} (1.161

gdzie y, jest zmienng binarng réwnga jeden, gdy w etapie i zarezerwowano zasoby na produkcje wyrobu,
natomiast k, jest kosztem rezerwacji zasobu gotowego do produkcji w etapie t (ew. kosztem zwigzania
zasobu tak, ze nie mozna go w tym czasie wykorzystywa¢ do produkcji innego wyrobu). Pozostate zmienne
oraz parametry zadania zostaly zdefiniowane w problemie P. Dla powyzszego zadania Karmarkar i in.
[3] podali algorytm o najnizszej z!ozonos'ci obliczeniowej 0 (T 3).

Dla wygody dalszych rozwazah pokazemy teraz, ze bez straty ogélnosci mozna rozwaza¢ jedynie
szczegllne przypadki probleméw P, PR, PB, w ktérych koszty magazynowania sg zerowe, czyli h* - 0 V/.

W tasnos$¢ 1, Rozwigzania optymalne problemu PB sa identyczne z rozwigzaniami optymalnymi pro-
blemu przetransformowanego PB, z nastepujacymi wspétczynnikami: §t =_s,.£, = ¢, —E.<i h*h* =
0,A- = hi + hf.

Dowod. W celu eliminacji zmiennych /,+ zauwazmy, ze |Ij - 1j = Ei<t<c»(it —d,). Stad ELin* lj =

£Li Ei<. X, - dt)+ ELi~ li = ELiE>r*i+ ¢Li hiK ~ ;Li hiE»<id,. DokonaliSmy za-
tern rownowaznej transformacji problemu PB do problemu PB z nastepujgcymi wspdétczynnikami: s, -
s,¢c, =¢,+EL,n,,hj=0,hi =hi+ hj. Odjecie od wszystkich wspétczynnikéw kosztu c,,t = 1.......... !

statej ELint nic zmienia rozwigzah zadania PB, mozna zatem przyja¢ ¢, = ¢, —E»<t hj .O

W przypadku braku zalegtosci dla probleméw P, PR otrzymujemy dowdéd analogicznej transformacji
po przyjeciu i = 0 Vi. W dalszej czesci pracy zaktadamy zatem, ze we wszystkich rozwaznych dalej
problemach hi = 0 Vi.

Powyzsze i zblizone postaci zadan harmonogramowania pojawiaja sie czesto jako podproblemy ob-
liczeniowe wielu systemoéw planowania produkcji, np. MRP, MRP11. Nawet wtedy, gdy w algorytmach
planowania produkcji nie uwzglednia sie ograniczen zasobowych, a rozwaza sie oddzielnie harmonogra-
mowanie produkcji pojedynczych wyrob6w, liczba rozwazanych wyrobéw siega zazwyczaj wielu tysiecy
i powyzsze algorytmy doktadne sa uwazane za zbyt pracochtonne. W praktyce sa najczesciej stosowane
réznorodne algorytmy heurystyczne [1]. Efektywno$¢ stosowania w praktyce bardziej ztozonych metod
harmonogramowania produkcji wielu wyrobéw przy wystepowaniu wspdélnych ograniczenn zasobowych:
np. metod wykorzystujacych relaksacje Lagrange‘a ograniczen zasobowych, wymaga zatem poszukiwania
bardziej efektywnych algorytméw doktadnych dla probleméw P, PR i PB.

Ostatnio Wagelmans, Hoesel i Koler [s] uzyskali efektywny algorytm dla problemu P, ktérego ztozono$¢
jest rowna 0(T\ogT). Algorytm ten, podobnie jak algorytm Wagnera-W hitina,jest algorytmem typu
programowania dynamicznego wykorzystujacym rekursje zwrotng. Algorytm ten jest do$¢ ztozony i
bezposrednio zwigzany z efektywng metoda rozwigzywania problemu dualnego do zadania réwnowaznego
sformutowanego w postaci problemu lokalizacji obiektu ffcd Metoda wykorzystuje szczegdlne wiasciwosci
strukturalne problemu i nie zostata uogélniona na wersje PR. PB problemu harmonogramowania por-
cjami.

W tej pracy przedstawiamy inne podejscie do rozwigzywania wieloetapowych probleméw harmonogra-
mowania produkcji porcjami, w ktérym kryterium jakosci trajektorii optymalnych jest pamietane i uaktti
alniane efektywnie, wykorzystujac do tego witasciwosci funkcji kawatami liniowych wklestych. W wyniku
wykorzystania tych wiasciwosci opracowano stosunkowo proste algorytmy harmonogramowania produkcji
porcjami o najnizszej znanej dotychczas ztozonosci obliczeniowej. W rozdziatach 2 i 4 podano algorytmy
0 ztozonosci O "logT) dla problemu P oraz dla problemu harmonogramowania PR z wystepujacymi
kosztami rezerwacji. W rozdziale 3 przedstawiono algorytm o ztozonosci OI1TJ) dla problemu PB z za-
legto$ciami. Przedstawiona w pracy metode mozna wykorzystywaé¢ do rozwigzywania innych probleméw
harmonogramowania, przyktadowo dla problemu P w przypadku wystepowania ograniczefn na pojemnosci
magazynéw mozna uzyska¢ algorytm o ztozonosci 0(7°*) [5].
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2, Algorytm rozwigzywania problemu podstawowego

Metoda rozwigzywania problemu P wynika z jego reprezentacji w postaci wieloetapowego problemu
decyzyjnego ztozonego z T etapow, przy czym obliczenia sa realizowane poczawszy od etapu pierwszego.
W etapie i rozwaza sie, w zaleznos'ci od kosztéw, badz mozliwos$¢ produkcji oraz magazynowania w tym
etapie, badz tez jedynie magazynowanie w tym etapie wyrobéw wyprodukowanych w okresach poprze-
dzajacych. W tym pierwszym przypadku niezerowa produkcja x, w okresie t jest mozliwa tylko po wy-
zerowaniu stanu zapaséw na koniec etapu poprzedniego. (Przypomnijmy, ze koszty magazynowania
przyjmujemy za zerowe.)

WoprowadZmy zmienng decyzyjna x oznaczajgca w etapie i taczng (zakumulowang) liczbe dotychczas
wyprodukowanych wyrobdw, poczawszy od etapu pierwszego. Oznaczmy przez Q'(x) funkcje okreslajaca
optymalny koszt produkcji (i magazynowania) w okresach 1........ £przy zatozeniu realizacji zakumulowanej
produkcji x.

Kluczowym elementem algorytmu jest rekurencyjne wyznaczanie wykresu funkcji Q'{x) na podstaw-ie
znanego wykresu funkcji Q,_1(x). Wykres funkcji Q!(x) jest okre$lony dla x > Dt, gdzie D, = E«<id,
oznacza zakumulowang wielko$¢ zapotrzebowania na koniec etapu t. W pierwszym etapie Q’(x) jest
funkcja statej optaty, gdyz <?(0) - 0 oraz dla x > 0 warto$¢ Q*“(x) = sj + C]X. W dalszych etapach, jak
pokazemy, £?'(x) staje sie funkcjg kawatkami liniowa wklesta.

W celu rekurencyjnego wyznaczenia wykresu funkcji Q'(x) dla x > D, na podstawie znanego wykresu
funkcji Q'~\(x) dla x > A(j wykorzystamy sformutowang wyzej obserwacje, iz niezerowa produkcja x, w
okresie i jest mozliwa tylko po wyzerowaniu stanu zapaséw /j_: na koniec etapu poprzedniego, czyli gdy
w kroku poprzednim zachodzi x = A -i.Jezeli w etapie ijest realizowana niezerowa produkcja o wielkosci
X, = X - A -i, to wypadkowy koszt zakumulowany jest réwny P!(x) = )-fs(+c,(x- A-i). Z
drugiej strony, jezeli w etapie t produkcja x. jest zerowa, to Q’(x) = Q,~Xx). Stad. dla danego x > A.
zachodzi

Q'(x) = min{Q"1(x).,/>(x)}

Trajektoria optymalna doprowadzajgca zerowy stan poczatkowy x = Dg = 0 do stanu x = A w
etanie t jest scharakteryzowana w kroku i przez nastepujace wielkosci:

Q = Q(A).

p, = numer etapu poprzednika, czyli takiego etapu poprzedzajacego etap i, w Ktérym ostatnio
stan zapasu IP byt réwny zero, w nastepnym etapie s = pt+ ] zostala zrealizowana nieze-
rowa porcja produkcyjna z, = A - Dr,, natomiast w etapach k = s + 1, i produkcja

jest zerowa, czyli x* = o.
Zauwazmy, ze dla ustalonego £ poprzednik p, wynika ze znajomosci aktywnego odcinka funkcji Q'{x) w
punkcie Dt, tzn. jezeli zachodzi Q'(D,) = P*(D,), to ostatnim etapem produkcyjnym jest etap s, czyli
Pt=jp- 1.

Rozwigzywanie problemu P polega na wyznaczeniu trajektorii optymalnej doprowadzajacej w T kro-
kach zerowy stan poczatkowy do stanu x = Ar w etapie T. Na poczatku etapu i znana jest trajektoria
czeSciowg dla pierwszych t - 1 etapéw w postaci zbioru tréjek (D,,Q,,p,), 0 <s < i. Ponadto w po-
przednim kroku jest wyznaczony wykres funkcji dla x > Dt-i. W kroku £jest obliczana tréjka
IA -Q:.ptloraz wykres funkcji Q‘(x) dla x > A- A oto ogdlny algorytm rekurencyjny wyznaczania
trajektorii optymalnej oraz wykresu funkcji QT(x).

Algorytm Ap
begin
=1 Q°(X) = 4, + c,x:
Q; := Q*{D\): pt:= 0:
repeat
= (-fir Pyxi:=t?2" (A -,)+s.+c,(x- A-i)
z wykresu Q“ '(z) usun odcinki P*‘ nieaktywne dla x > A :
dla x > A wyznacz wykres funkcji Q'(x) := min{Q‘_1(x); ETi)}
Q, := Q(Dt); p. := s —1; gdzie P* jest aktywnym odcinkiem funkcji £?'(x) w punkcie A dlas < r
until i —T
end.
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W celu konstrukcji funkcji Q'(x) w kroku i algorytmu jest dodawany do wykresu kawatkami liniowej
funkcji Q'~I (co najwyzej jeden, o ile istnieje) aktywny odcinek liniowej funkcji kosztéw P' zwigzany z
ewentualng produkcja w etapie i. Niech Lk oznacza linig prosta reprezentujgca na wykresie funkcje Pk =
1t + c*x, gdzie gk = G'-1(£>,))+ s, —c,Dt-\. Jezeli dwie linie Lk,Li nie sa réwnolegle (czyli gdy ck yt €j,),
to przecinajg si¢ w punkcie o wspotrzednej rzednej Ou wyznaczonej z warunku gk + ckékt = qi + ciCki,
tzn., Ou = Dwa sgsiadujgce ze sobg kawatki liniowe tgczg sie ze sobg w punkcie wierzchotkowym
wyznaczonym w wyniku przecigecia sie tych prostych.

Przyjmiemy konwencje, iz jezeli odcinek prostej Lk poprzedza bezposrednio odcinek prostej Li ,to
rzedna punktu wierzchotkowego zwigzanego z przecieciem tych prostych (k = oki jest wigzana z lewym
odcinkiem, czyli z prostg Lk. Z kazdym liniowym odcinkiem Lk funkcji Q‘(x) jest ponadto zwigzany
numer etapu s,s < t, w ktérym jest realizowana niezerowa produkcja o wielkosci x - D,_i zwigzana z tym
kawatkiem funkcji. Warto$¢ odcietej punktu wierzchotkowego o rzednej réwnej  wynosi Q, = g, + c,¢,.
Aktywne odcinki L, funkcji i?'(x) dla x > D, mozna zatem pamieta¢ w postaci ciggu par ({,,<?,) w
porzadku rosngcych wartosci f,

Usuwanie z wykresu funkcji Q ‘~i (x) nieaktywnych odcinkéw L, dla x > D, sprowadza sie do usuniecia
tych par (£,Q,),dla ktérych £, < D,.

Analiza ztozonos$ci obliczeniowej. taczna ztozonos¢ algorytmu AP wynosi 0(7log T). Wynika to z
faktu, ze dodanie w kroku t pojedynczego odcinka L, mozna zrealizowa¢ w czasie 0(log T +r), gdzie r jest
liczbg odcinkéw Lk zastanianych przez Lt, a zatem usuwanych z wykresu funkcji ¢?'(x). Poniewaz tgczna
liczba wszystkich odcinkéw Lk usuwanych w algorytmie w T etapach nie moze przekroczy¢ catkowitej
liczby etapdw T, wiec taczna ztozono$¢ algorytmu wynosi 0(T log 7°). Jezeli dodatkowo wspdtczynniki
problemu pierwotnego Vt spetniaja warunek ¢, < c(_i+hf, to czas dziatania algorytmu mozna zredukowa¢
do 0(77).

Przyktad ilustracyjny. Rozwazmy piecioetapowy problem P z nastepujacymi danymi: T = 5, (s*) =
(3,3,3,3,3), (¢,) = (1,1,1,1,1), (Af)=(2,1,1,1,1), (d,) = (1,2,3,1,1). Po transformacji umozliwiajacej
wyzerowanie kosztéw magazynowania otrzymujemy (¢,) = (1,0,—1,—2,—3). Dalej obliczamy (£>,) =
(1,3,6,7,8). Rys.I ilustruje wykresy funkcji Q‘ uzyskiwane w trakcie dziatania algorytmu. W kolejnych
krokach algorytmu wykonujemy nastepujace obliczenia:

1 0°(*)=3+x. Di =1.Q] =4,p] =0;

2: P2(x) =0i +3+0(x —1)=7 gH(x)= min(01(").7}1D2 = 3,Q2=6,p, = 0;

3 P3(X)=C;+3- (x- 3)=12- x, C3(x) = min{0J(x), 12—x). D3=6,Q3 = O.ps = 2;

4 P*(x) =G, +3-2(x-6) = 21 - 2x. Q\x) = min{03(x),21 -2x), Dt = 7.Q., =5,p4 =2;
5 Ps(x) =  + 3- 3ix- 71= 29 - 3x. t?sii) = min(C4(x),29 - 3x}, Df = 8.0< = 4.ds = 2.

Po zakonczeniu Kroku 5 mamy tez okreslong trajektorie optymalna. Harmonogram optymalny odtwa-
rzamy, idagc zwrotnie od etapu 5 do 1. Poniewaz w etapie i = 5 zachodzi pt = 2, wiec w etapie p, + 1=3
jest realizowana produkcja x3= D,~ Dp, = 5. Dalej podstawiamy i = p, i kontynuujemy obliczenia, tzn.
t=2,p, =0, czyli w etapie 1 jest realizowana produkcja x2 — D2 —Da — 3. Poniewaz pt = 0, na tym
koriczymy dziatanie algorytmu.

3. Algorytm rozwigzywania problemu z zalegto$ciami

Metoda rozwigzywania problemu z zalegto$ciami PB jest uogdlnieniem metody przedstawionej w
rozdziale poprzednim dla problemu P.
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Analogiczniejak poprzednio, w etapie t rozwaza sie, w zaleznos$ci od kosztéw, badz mozliwo$¢ produkcji
oraz magazynowania w tym etapie, badz tez jedynie magazynowanie w t.ym etapie wyrobéw wyproduko-
wanych w okresach poprzedzajacych. W pierwszym przypadku niezerowa produkcja x, w okresie i jest
jednak mozliwa nie tylko po wyzerowaniu stanu zapaséw /,_] na koniec etapu poprzedniego, ale réwniez
wtedy, gdy w jednym z okreséw poprzedzajacych r.r < i. stan zapaséw 1, = o, w dalszych okresach
ssr+ 1,...,1 —1 jest zalegto$¢, natomiast w etapie t wielko$¢ produkcji wynosi x, = x - D, [gJ

Tak jak i poprzednio zmienna decyzyjna x oznacza w etapie i faczng (zakumulowana) liczbe dotychczas
wyprodukowanych wyrobdéw, poczawszy od etapu pierwszego. Oznaczamy przez Q'(x) funkcje okre$lajaca
optymalny koszt produkcji (i magazynowania) w okresach I,...,i przy zatozeniu realizacji produkcji x.

Jezeli dla danegor. 0 < r < i, wetapie tjest realizowana niezerowa produkcja o wielkosci x, = x —D,.
to wypadkowy koszt Pr,(x) zakumulowany w etapie i dla zakumulowanej produkcji x > D, jest rowny
sumie zakumulowanego kosztu do etapu r wiacznie, kosztéw, zalegtosci w etapach r + 1. 1 —1 oraz
kosztu produkcji porcji x - Dr w etapie i, czyli

-1
P'Hx)=Qr(Dr)+ E h-Dr, +S,+c{x- Dr)
,=r+l
gdzie Drt = Di —D, = d,+] +mme + (.. Z drugiej strony, jezeli w etapie i produkcja x, jest zerowa, to
Q'(x) = Stad. dla danego z > Dt, zachodzi

Q'(x) = niin{Q."1(x). guin, Pr.(x)}
Zauwazajac, ze funkcje Prt sg funkcjami liniowymi o tym samym nachyleniu c,. otrzymujemy
Q'(x) = min{QI_x(jc), yuin, 5" --c.x)

gdzie Sr! = Q’[Dr) + Eiil+i rS |- c,Dr. Wystarczy zatem wyznaczy¢ 5° = min0<-<, 5rl i wtedy

Q'(i) = miri{er~1(x), P'(x)}
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gdzie PI(x) = S’+c,x jest najnizej potozong funkcja wybrang z funkcji Pr'(x),r < t. Latwo sprawdzi¢, ze
jezeli s znane wartosci 5r1_1 dlar < i—z1, to warto$ci Srl mozna wyznaczy¢ rekurencyjnie z nastepujacej
zaleznosci

S" —5T11 1+ + (s, —S|_]) —(ct —c,,,i)Dr 3.1)
Trajektoria optymalna doprowadzajgca zerowy stan poczatkowy i = Do = 0 do stanu x = D, w etapie t
jest scharakteryzowana w kroku i przez trzy wielkosci:
Q= Q(b<),
pi = numer etapu poprzednika, czyli takiego etapu poprzedzajgcego etap i, w ktérym ostatnio

stan zapasu Ip, byl réwny zero,

r( = numer etapu regeneracyjnego, czyli takiego etapu s,p, < s < <w ktérym zostata zreali-
zowana niezerowa porcja produkcyjna x, — Dt —DPIL.

Parametry pi,rt okreslaja, ze po zerowym stanie magazynu Jrt w etapie pt w nastepnych etapach p, +

1,..., I, —1 powstaja ewentualne zalegtosci, w etapie s = r, zostaje zrealizowana niezerowa porcja pro-
dukcyjna x, = Dt —Dp,, natomiast w etapach k = s + 1,...,i produkcja jest zerowa i stan zapaséw jest
nieujemny.

Rozwigzywanie problemu P polega na wyznaczeniu trajektorii optymalnej doprowadzajacej w T kro-
kach zerowy stan poczatkowy do stanu x = Dj w etapie T. Na poczatku.etapu t znana jest trajektoria
czesciowa dla pieiwszych i —1 etapéw w postaci zbioru czwérek (D,,Q,,p.,r,), 0 < s <} Ponadto
w poprzednim kroku jest wyznaczony wykres funkcji Q‘_1(x) dla x > £>, _W kroku t jest obliczana
czwérka (Dt,Qi,Pi,r,) oraz jest wyznaczany wykres funkcji Q’(x) dla x > D,. A oto og6lny algorytm
rekurencyjny wyznaczania trajektorii optymalnej oraz wykresu funkcji QT(x).

Algorytm APB
begin
t m=1; 501 := Si; QI(x) := ¢i + ¢,x\
Q\ == (?'(£>.); P> 0

repeat
i=t+ 1
forr:=0tot—2do S'™ := Srt~' + + (Si —Si-i) —(c» —<k-i)Dr\

5% := minoo<fSn; P*(x) := S*+ ¢,x\

z wykresu Q'-1(x) usui odcinki P* nieaktywne dla x > £),;

dla x > Dt wyznacz wykres funkcji Q’(x) := min.{Q‘_1(x); P"(X)}

Q, :=Q'[D,)\ pt=r; rf:=s, gdzie r.s wynikajg z warunku Qt = P T(D,)\
until i —T
end.

Analiza ztozonosci obliczeniowej. taczna ztozono$¢ algorytmu APB wynosi 0(T2). Wynika to z
faktu, iz w kroku t algorytmu obliczenie S' kosztuje co najwyzej O(t) operacji arytmetycznych, a zatem w
T krokach taczna ztozono$¢ procedury obliczania (S1) nie przekracza 0 (T 2 operacji. Pozostate elementy
algorytmu sa realizowane identycznie jak w algorytmie AP, a zatem ich tgczna ztozono$¢ nie przekracza
0(Tlog T). W rezultacie ztozono$¢ catego algorytmu wynosi 0(!T2). Jezeli dodatkowo wspdtczynniki pro-
blemu PB (pierwotnego) Vi spetniajg warunek q < Ct-i + A* + Aj", to czas dziatania algorytmu mozna
zredukowaé do 0(TlogT).

Przyktad 2. Rozwazmy piecioetapowy problem P z nastepujacymi danymi: T = 5, (sr) = (3,3,
3.3.3), (c() = (1,1,1,1,1). (A+) = (1,1,1,1,1), (K) = (1,1,1,1,1), (df) = (1,2,3,1.1). Po transfor-
macji umozliwiajacej wyzerowanie kosztéw magazynowania otrzymujemy (¢j) = (1,0,-1,-2,-3) oraz
(ht) = (2,2,2,2,2). Dalej (A) = (1,3,6,7,8). Rvs.2 ilustruje wykresy funkcji Q' uzyskiwane w trakcie
dziatania algorytmu. W kolejnych krokach algorytmu wykonujemy nastepujace obliczenia:

1. Q'(x) =3+ x, D, =1,5°"=3C? = 4,p, = o,r, = 1;
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Rys. 2. Wykres funkcji kawatkami liniowej konstruowanej przez Algorytm APB
Fig. 2. The diagram of the piece-wise linear function constructed by Algorithm APB

2: S02=5.512=7.P2(x) = 5+ 0x =5, Q2(x) = min{<?'(*),5), D2=3,Q2= 6.pr = 0,r2= 2;

3:50= 12,5 = 10,5“ = n,P*{x) = 10-i, <B(r)= min{Q2(x), 10 - x}, D3 = 6,<?3= 4,p3 %=
I,r3=3;

4 S04 = 245M= 21,5% = 20,5 = 19,P4(x) = 19-2x, Q4{x) = min{Q?(x), 19 - 2x). £, *
724 = 3,p4 - 1T4 = 3

5: 506 = 3S.515 = 34.5“ = 31,5“ = 27,545 = 27,P5(x) = 27 - 3x. <%(x) = min{Q'Yx),27 -
3x}, £)s = S,Qs = 2,ps = 1,r5 = 3.

Po zakonczeniu Kroku 5 trajektorig optymalng odtwarzamy,idac zwrotnie od etapu 5 do 1. Poniewaz w

etapie | = 5 zachodzi p, = l.r, = 3, wiec w etapie r, = 3 jest realizowana produkcja 13 = Di —Di = 7
zaspokajajaca potrzeby etapéw 2,...,5. Dalej podstawiamy i = pt i kontynuujemy obliczenia, tzn. i =
l.p, = O.r, = 0,czyli w etapie 1jest realizowana produkcja x. = D, —Do = 1- Rozwigzanie optymalne

jest zatem réwne (x,) = (1,0.7,0,0).

4. Algorytm rozwigzywania problemu z kosztami rezerwacji

Problem PR bedacy uogdlnieniem problemu podstawowego P uwzgledniajagcym koszty rezerwacji
zasobéw mozna przeksztatci¢ do postaci réwnowaznej, w ktérej eliminuje sie zmienne binarne, nato-
miast funkcja celu staje sie nieciaggta i wklesta wzgledom zmiennych (z,). Rozwigzah optymalnych tego
problemu, mozna zatem poszukiwaé w zbiorze punktéw wierzchotkowych wielo$cianu, ktérym odpowia-
daja rozwigzania bazowe, lak wiec. identycznie jak dla problemu P, istnieje rozwigzanie optymalne,

spetniajace warunek 7,_jx, = 0,i = 1, T. W odr6znieniu jednak od Problemu P; jezeli zachodzi
7, = o dla pewnego i, to problemu nie mozna bezpos$rednio zdekomponowaé na dwa niezalezne podpro-
bicmy dla okreséw 1,— ,7 oraz 7+1. .., T ze wzgledu na to, ze réwniez jest istotna warto$¢ zmiennej

y, okre$lajacej, czy zasoby sa w stanie gotowosci, czy tez nie.
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Metoda rozwigzywania problemu PR jest uog6lnieniem metody programowania dynamicznego pre-
zentowanej dla problemu P. W etapie t rozwaza sie, w zalezno$ci od kosztéw, badz mozliwo$¢ produkcji
oraz magazynowania w tym etapie, badZ tez jedynie magazynowanie w tym etapie wyrobéw, wyproduko-
wanych w okresach poprzedzajacych. W pierwszym przypadku niezerowa produkcja x. w okresie i jest
mozliwa tylko po wyzerowaniu stanu zapaséw /,_! na koniec etapu poprzedniego, lecz dodatkowo koszt
(uruchomienia) produkcji w etapie i zalezy od tego, czy p,_i = 0czy tezy,_ i = 1. Jezeli zatem rozwazamy
niezerowa produkcje z, w etapie i, nalezy wybraé najlepszy z wariantdw wznawiania 1 rezerwacji produkcji
w etapach 1__ i —1 doprowadzajacy do najtanszego kosztu uruchamiania produkcji w etapie i.

jezeli jest zadany harmonogram produkcji x = (z(), to optymalny koszt zwigzany z wznawianiem i
rezerwacjg mozna wyznaczy¢ rozwigzujac nastepujacy

Problem F T
mmzZ(x) =22(sv, + ky,) (4.1)
przy ograniczeniach
lit > &[x,) (4.2)
yi- y<-\ < «i (4.3)
fi,tt € (0,1} (4.4)

gdzie ¢(z) = 1 gdy z > o oraz S(x) = o dlaz < o. Latwo wykaza¢ nastepujaca

W tasno$¢ 2,.Yiech z, > 0 dla pewnego i ora: z, = 0 dla pozostatych s j- i Optymalny koszt Z(x)
wznawiania produkcjifdla etapu i)jest réwny, S + k,, gdzie

Si = rnm {s(+ ki + he,_} pt.5;

przy czym It = argmini<i<t{si + t/ + -e«+ L, i} jest najlepszym okresem wznawiania dla produkcji w
okresie i.

Wspotczynnik St jest najnizszym wariantem kosztu wznawiania produkcji w okresie t, jezeli zatem za-
chodzi s, > Si, to zawsze, niezaleznie od wartosci z, bardziej optaca sie wznowi¢ produkcje w okresie It
i poniesckosztyrezerwacji w okresach It + —Il,anizeli wznawia¢ na nowoprodukcjew okresie
i. Mozemyzatem dokonaé regularyzacjiproblemu.! przyja¢, ze st = St.Regularyzacje temozna zreali-
zowaé w czasie 0{T) za pomocg algorytmu wyznaczania najtanszych $ciezek od wierzchotka zerowego
do pozostatych wierzchotkéw w acyklicznym grafie zawierajacym wierzchotki (o, oraz 2T —1
lukéw nastepujacej postaci: lukéw (o,i) z kosztem Si oraz lukéw (i,i + 1) z kosztem ktdlat = 1, T.
Z wyznaczonego dendrytu najtanszych S$ciezek wynikajg réwniez okresy najlepszego wznawiania /, dla
wszystkich okreséw produkcji 1.

W algorytmie programowania wieloetapowego, tak jak i w Problemie /} zmienna decyzyjna x oznacza
w etapie t igczng (zakumulowang) liczbe dotychczas wyprodukowanych wyrobéw, poczawszy od etapu
pierwszego. Oznaczamy przez Qo{x) funkcje okreslajaca optymalny koszt produkcji (i magazynowania) w
okresach 1 przy zatozeniu realizacji zakumulowanej produkcji x oraz dodatkowym warunku braku
stanu gotowosci zasobéw y, — 0. Oznaczmy przez Q\(x) funkcje okreslajacg optymalny koszt produkcji (i
magazynowania) w okresach 1....... 1 przy zatozeniu realizacji zakumulowanej produkcji x oraz dodatko-
wym warunku gotowosci zasobow yt = 1. Funkcje Qd(x) i Q\(x) sa kawatkami liniowe wklesie. Dla wygody
obliczen rekurencyjnych bedziemy wyznacza¢ funkcje przesunieta = Q[(x)~ Firgdzie Kt —}h<i K
jest zakumulowanym kosztem rezerwacji do etapu i.

W celu rekurencyjnegp wyznaczenia wykresow funkcji Q¢(x) i Q\(x) diax > Dt na podstawie znanych
wykreséw funkcji Qa-'(x) oraz e |-1(z) dia x > wykorzystamy sformutowang na poczatku rozdziatu
obserwacje, iz niezerotva produkcja xt w okresie i jest mozliwa tylko po wyzerowaniu stanu zapaséw
na koniec etapu poprzedniego, czyli gdy w kroku poprzednim zachodzi r = £),_j.

Trajektoria optymalna doprowadzajagca zerowy stan poczatkowy i — Do = 0 do stanu i — D, w
etapie i jest scharakteryzowana w kroku i przez nastepujace wielkos¢:
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Qw = Qo{Dt)

p0, = numer takiego etapu s poprzedzajacego etap i, w ktérym ostatmo stan zapasu 1, byi
réwrr.” zero w trajektorii doprowadzajacej do Qo(Dt).

Qit = QIjAY

pi, - numer etapus poprzedzajgcego etap i,w ktérym ostatnio stanzapasul, byi rowny zero
w trajektorii doprowadzajgcej do Q*(Z?i),

yt = stan gotowos$ci zasobéw nakoniecetapu t (y, = 1, gdy nakoniecetapu izasoby sa

przygotowane do kontynuacji produkcji, oraz Y, =0w przeciwnym przypadku).

Jezeli w etapie i produkcja x, jest zerowa, to koszty zakumulowane Qo[x) = Q6~'(x) OTUZ 2i(x) =
g -1(z). Jezeli w etapie i jest realizowana niezerowa produkcja o wielkosci x, ~ x —D i, to wypadkowy
koszt zakumulowany zalezy od wariantu kosztu wznowienia i rezerwacji w tym etapie. Gdy na koniec
etapu i —1 wystepuje brak.stanu gotowosci zasobéw, to wypadkowy koszt PE zakumulowany w etapie i
dla zakumulowanej produkcji x > Dt jest rowny

Pi(x) = Q'0\Dt-.) + s, + k,+ c(x - D.-i)

Gdy na koniec etapu i —1 wystepuje gotowo$¢ zasobdw yt-i = 1, to wypadkowy koszt P[ zakumulowany
w etapie t dla zakumulowanej produkcji x > Dt jest rowny

PA{X) —Q\ "(E>-il + kt+ Ct(x —/?(_]) = Q) 1(A -i)+ ht+ Ct(x —£>.))

Zauwazmy, ze /% (i) i Pj{z) réznig sie jedynie o stalg. Oznaczajac Sq = Q&~‘(D,-1) + s, + k, oraz
S\ = QJ_1{A -1)-f A", wyznaczamy

P'(x) = min{Sj,S{} +c.(x - Dt-i)

Stad, dla danego x > Dt, zachodzi rekurencyjna zalezno$¢

Cyx) = min{i?ri(x).-P,(x)}
Obliczenie Q\(x) ze wzgledu na konieczno$¢ przeskalowania jest nieco inne

g;(x) = min{e;-1(1).J3,(x)-A '}

Zauwazmy, ze jezeli S0 < SJ, to warto przyja¢ y<j = 1,natomiast w przeciwnym przypadku y, ] = 0.

Rozwiazywanie problemu PR polega na wyznaczeniu trajektorii optymalnej doprowadzajacej w T
krokach zerowy stan poczatkowy do stanu x = Dr w etapie T. Na poczatku etapu t znanajest trajektoria
czesciowa dla pierwszych i — 1 etap6w w postaci zbioru széstek {DI,Q0,.poi-Q_It-P\>-y>-i)» 0 < s < i,
Ponadto w poprzednim kroku sa wyznaczone wykresy funkcji Q6"‘(x),Qj_I(x) dla x > A -i- W kroku
i jest obliczana széstka (£>,, Qot,Pot, Qit, Pu. yt-i) oraz wykresy funkcji Qo6(x). i"t*) x > A- A oto
og6lny algorytm rekurencyjnv wyznaczania trajektorii optymalnej.

Algorytm APR
begin
i:=1;, QI(x) :=s, + kj + cjx; Qj(x) :=sj + Cix;
Qi ®w=Q'(A)l Po '®=0; Qu  Qj(A); pn G
repeat i =t-f1
So(x) := Qo~'{Dt-i) + * + k\ 5{(I) :
if < SJ) then j/,_, = Oelse y,-, =
P‘(x) = min{Si,SJ} + Ci(x - Dt-i)\
z wykreséw QO _1(x),Q'_1(x) usui odcinki P’ nieaktywne dla x > Dt:
dla x > D, wvznacz Q\,{x) = minlQO*1)!), P'(x)};
Citx) = min{g;-1(x),P'(x)- A} '
Qui m=Q 6 (A)i por s - 1, gdzie P’ jest aktywnym odcinkiem funkcji Q6(x) w punkcie D
Qlt:= Q'(A); Pu:=1i - 1.gdzie P* jest aktywnym odcinkiem funkcji Qi(x) w punkcie D\-
until t —T
cnd.

= QI[-\D,.,) + At;
0:
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taczna zlozonosc algorytmu APR wynosi 0(Tlog T\ jako ze w poréwnaniu do algorytmu Ap o

ztozonosci O (T log T) sa realizowane analogiczne operacje, przy czym naktad obliczen jest w przyblizeniu
dwa razv wiekszv.

Przyktad ilustracyjny. Rozwazmy siedmioetapowy problem PR z nastepujacymi danymi: 7° = 7.
(@) =1(1,1,1,1,1.1,1), (k) =(2,2.2,2,2,2,2), (c.) = (2,2,2,2,2.2,2), (ft+)= (0.5,0.5,1.1.1,1,1).
(dt) = (1,1,1,1,3,1,1). Po transformacji umozliwiajacej wyzerowanie kosztéw magazynowania otrzyrnu
jemy (¢t)= (2,1.5,1,0,-1,-2,-3). Dalej obliczamy (A) ="(1,2.3,4,7,8,9) i (A") = (2,4,6,8,10.12.14).
Rvs.3 ilustruje wykresy funkcji Qa(x) uzyskiwane w trakcie dziatania aigorytmu.

Rys. 3. Wykres funkcji kawatkami liniowej Qd(x) konstruowanej przez Algorytm APR
Fig. 3. The diagram of the piece-wise linear function Q[>(x) constructed by Algorithm APR

W kolejnych krokach algorytmu wykonujemy nastepujgce obliczenia:
1 QI(x) = 3+ 2z, gj(x)= 1+ 2x, A = 1,Qoi =5,~,, =3.po, =p, =0;

2: 52 =5+3 =8, 5?2 = 3+4 = 7,y, = 1,P'[x) = 5.5+1.5x, (2J(i ) = min{<?J(x),5.5+1.5x), gl(jr)=
min{2j(x), 1-5 + 1-5x}, Qo: = = 9.5,p0] = 0,pu = 1

3: 52=7+3=10. 5j = 45+ 0= 10.5.y2 = 0. P3(x) = 8+ x, Q2(x) = min(Q2(x),8 +x), fAl-r) =
min{Qj(x),2 + 1.5x), Qo3 = 9.<2ia = + = 0.pi3 = 2
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4:SJ=9+3=12, SJ=5+8= 133 = 0,P4(x) —12+ 0x, Qj(x) = mm{Q~(i), 12+ 0x). gj(i) =
min{g7(x),4 + 0x), QM- Il.g 4= 4,pm = O.pn = 3;

5: So = 11+3 = 14, Sf= 4+ 10= 1414 = 1,F5(x) = 18-x, Qj(x) = min{QJ(x), 18- x}, Q*(x) -
minimi*),8-x}, e0B= 11,9 5= I,Pos = 4,pls = 4;

6: SI = 11+3 = 14, Sf= 1+ 12 = 13,ys = I,/*(x) = 27-2x, <Xj(X) = min{Q|(x),27-2x}_, Qf(x) =
min{Qj(x), 15- 2x}, Qon = 10,Qlc = -l,poe = 4,p10= 4

7: SJ=10+3 = 13, S7= 1+12 = 13,ys = .S 7(x) = 37-3x, QI(x) = mm{Qg(x),37-3x}, Qj(x) =
min{(2j(x),37- 3x}, Qo7 = 9,1?17= -4,por = 6.pn = 6:

Po zakonczeniu Kroku 7 harmonogram optymalny odtwarzamy,idac zwrotnie od konca etapu 7 do
1. Poniewaz w etapie 1 = 7 zachodzi Qo7 < <?i7,"'iec wybieramy aktywny odcinek P° na wykresie Qu-
W etapie 6 jest zatem realizowana produkcja X6 = Dr —D$ = 2, przy czym ys = 1, wiec przechodzimy
do aktywnego w Z)5 odcinka prostej P5 na wykresie Qj. W etapie 5 jest zatem realizowana produkcja
x5= Ds - D4 = 3. Poniewaz = loraz w DAna wykresie Qi jest aktywny odcinek P ', wigc w etapie
4 jest realizowana produkcja X4 = Dg — D3 = 1 przy czym y3 = 0. Dalej wybieramy w D3 aktywny
odcinek P 1 na wykresie Qo. Stagd w etapie 1jest realizowana produkcja Xi = Da —Do = 3. Rozwiazanie
optymalne jest réwne (x() = (3,0,0,1,3,2,0), (y,) = (1,0,0,1,1,0,0).
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Abstract.:

The efficient algorithms for solving a family of the uncapacitated lot-size scheduling problems are
considered. The paper presents a novel approach for solving these problems, which is based on a dynamic
reccursive calculations that exploits the properties of the piecewise concave linear functions. An 0(7' log T)
algorithm is developed for the lot-size scheduling problems with setup or startup and reservation costs as
well as an o (TS) algorithm for the uncapacitated problem with backlogging allowed.



