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Streszczenie: W  pracy jes t przedstaw iony algorytm  dla problem u szczegółowego harm onogram o- 
wania produkcji ESP, w którym  czasy wykonywania niektórych operacji technologicznych m ogą być 
zm ieniane w w yniku rozdziału zasobów zużywalnych, na tom iast zasoby odnaw ialne system u są mo
delowane w sposób zunifikowany jako tzw. procesory uogólnione.

Sum m ary: An algorithm  is presented for th e  detailed  production  scheduling problem  in a FMS 
cell, where processing ra te s  of som e operations m ay be  reduced by allocations of some consumable 
resources, w hereas th e  renew able resources (w ork-centers, buffers and m ateria l handling  system s) are 
m odelled in a  unified way as general processors.

Zusammenfassung: I» Beitrag wird der zweigeschossige Algorithmus fiir die
ausführliche Harjuonogramnbildung in der flexible Produktion gezeigt. In diesem 
Produktionssystem die Geschwindigkeiten des Ausführens manchen Arbeitsgänge können im 
Resultat der Verteilung der Verschleißressourcen zu ändern sein. Die 
Erneuerunggsressourcen des Systems modelliert man auf vereinheitliche Weise alB so 
genannte verallgemeinerte Prozessoren.

1. W prowadzenie

Zautomatyzowany elastyczny system produkcyjny  (E SP) jes t to  zespól sterowanych kom puterowo maszy
nowych narzędzi pracy, zintegrow anych poprzez zautom atyzow any tran sp o rt, m agazynow anie oraz układ 
sterow ania. Do najw ażniejszych elem entów ESP zaliczymy podstawowe niezużywalne zasoby systemu, 
takie jak  sterow ane kom puterow o m aszyny lub zrobotyzow ane stanow iska pracy oraz inne urządzenia 
produkcyjne, p onad to  u rządzen ia  transportow e i m agazyny (centralny  i bufory m iędzyoperacyjne). Do 
realizacji różnorodnych operacji m ogą być w ym agane dodatkowe zasoby ty p u  odnawialnego (takie jak 
narzędzia, pom ocnicze elem enty, pa le ty  itp .)  oraz m ogą być w ykorzystyw ane zasoby typu  zużywalnego 
(takie  ja k  energia, koszt zużyw ania narzędzi Jjktórych przydział um ożliw ia skrócenie niektórych operacji. 
System  jes t sterow any przez kom puterow y układ sterow ania, realizujący  różnorodne funkcje sterow ania 
operacyjnego oraz harm onogram ow ania produkcji. N a rys. 1 przedstaw iono schem atycznie przykładowe 
elastyczne gniazdo w ytw órcze zaw ierające 3 pary  zautom atyzow anych stanow isk technologicznych (cen tra  
obróbkowe), m agazyn centralny  oraz system  transp o rtu  części.

Rozw ażam y produkcję jednostkow ą w ESP. Przyjm ujem y, że w wyniku rozw iązania zadan ia harm ono
gram ow ania nadrzędnego je s t zadany zestaw zadań produkcyjnych do wykonania w najbliższym  okresie 
(tzw . wsad produkcyjny) oraz że ESP jest uzbrojony do wykonywania tych zadań , a  więc jes t dokonana
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R y s . 1; P rzyk ład  elastycznego gniazda produkcyjnego (5  -  m agazyn centralny, MHS -  sys
tem  tran sp o rtu . M i , M i , M 3  -  sterow ane kom puterow o stanowiska)

F ig . 1 . An exam ple of a  F lexible M anufacturing  Cell ( 5  -  central storage, MHS -  tran sp o rt 
system , M i ,  M i , M 3  -  com puter-controlled m achines)

alokacja niezbędnych narzędzi i ew entualnie innych zasobów odnaw ialnych (palet, uchw ytów ) potrzebnych 
do realizacji wszystkich w ym aganych operacji.

W  pracy je s t rozw ażany problem  szczegółowego harm onogram ow ania produkcji ESP, w k tó rym  w n a j
bliższym okresie należy w ykonać zestaw  różnorodnych zadań produkcyjnych. K ażde z zadań  jes t złożone 
z ciągu operacji realizowanych n a  różnych m aszynach według indyw idualnych m arszru t. R ealizacja  ope
racji technologicznych, transportow ych lub operacji oczekiw ania w ym aga zasobów odnaw ialnych ( ta 
kich jak  cen tra  obróbkowe, wózki transportow e, m agazyny buforowe), p rzy  czym prędkości wykonywania 
niektórych operacji technologicznych m ogą być zm ieniane w wyniku rozdziału zasobów zużywalnych (np. 
kosztów zw iązanych z szybszą obróbką, a  tym  sam ym  —  szybszym  zużyw aniem  narzędzi).

P roblem  znalezienia optym alnego harm onogram u szczegółowego w E SP  m ożna zaliczyć do n a jtru d 
niejszych zadań optym alizacji dyskretnej. Nawet w przypadku  znacznie prostszych, klasycznych zagadnień 
szeregowania (takich jak  m odel ty p u  job-shop bez ograniczeń pojem ności buforów m iędzyoperacyjnych i 
ograniczeń transportow ych) do rozw iązyw ania zadań  o realistycznych w ym iarach najczęściej stosuje się 
algorytm y przybliżone [2,1]. Uwzględnienie ograniczeń buforowych (i transportow ych) w klasycznych m o
delach szeregowania napotyka na pow ażne problem y m odelowe i obliczeniowe i n ie w ykroczyło dotychczas 
poza szczególne przypadki, np. problem u przepływowego.

W pracy Toczylowskiego [7] opracowano model m atem atyczny  problem u harm onogram ow ania pro
dukcji w ESP w prow adzając zunifikowany m odel tzw . procesora ogólnego pozw alającego na  jednakow e 
traktow anie operacji technologicznych, transportow ych i m agazynow ych. Model ten  um ożliw ia reprezen
tację podstawowych ograniczeń zasobowych system u (t j. m aszyn, buforów i system ów  transportow ych) w 
postaci odpow iednio konstruow anej sieci zdarzeń, przy czym  po  uszeregowaniu zdarzeń podproblem  wy
znaczenia harm onogram u m oże być łatw o sprowadzony do sieciowego zadan ia  program ow ania liniowego o 
specjalnej struk tu rze . Znacznie prostszy problem  harm onogram ow ania p rodukcji realizowanej cyklicznie 
w system ach o stru k tu rze  potokowej byl rozważany w [5, 6).

W  niniejszej pracy jest rozważany problem  harm onogram ow ania produkcji w ESP w przypadku 
ogólniejszym, gdy w system ie w ystępują zarówno zasoby odnaw ialne,jak  i zużywalne. Zaproponow any
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algorytm  harm onogram ow ania m a  stru k tu rę  dwupoziom ową. N a poziom ie nadrzędnym  jest wyznaczane 
uszeregowanie oraz alokacja operacji za  pom ocą złożonego algorytm u poszukiwań (z wykorzystaniem 
hcurystyk oraz sterow anego algorytm u symulowanego w yżarzania), na tom iast n a  poziom ie niższym, w 
wyniku rozw iązyw ania odpow iednich zadań program ow ania liniowego o specjalnej s truk tu rze , są wyzna
czane chwile rozpoczynania i kończenia operacji oraz rozdział zasobów zużywalnych pom iędzy operacje.

Rozw iązanie każdego zadan ia  liniowego dostarcza istotnych dodatkow ych inform acji o aktualnym  
harm onogram ie (współczynników wrażłiwościowych oraz w artości zm iennych dopełniających niektórych 
ograniczeń), k tóre m ogą być w ykorzystyw ane w algorytm ie poszukiwań do znacznego ograniczenia prze
strzeni poszukiwali w wyniku selekcji najbardziej atrakcyjnych punktów  sąsiedztw a aktualnego harm ono
gram u. W  rozdziale 4 zilustrow ano na  przykładzie sposób w ykorzystania tych inform acji wrażłiwościowych 
w stosunkowo prostej m etodzie popraw y uszeregowania operacji za pom ocą lokalnej zam iany opera
cji (zdarzeń). W  rozdziale 5 je s t rozważany ogólny schem at szeregowania zdarzeń wykorzystujący za
awansowane techniki poszukiwań. Sformułowano tam  ogólne uwagi dotyczące w ykorzystania informacji 
wrażłiwościowych do zwiększenia efektywności m etod poszukiwań.

2. M odel m atem atyczny problem u harm onogram owania

W  elastycznym  system ie produkcyjnym  są realizowane następujące rodzaje  operacji: technologiczne, 
magazynowe i transportowe. Do w ykonania każdej operacji je s t wym agany pewien odnaw ialny zasób 
podstawowy oraz (ew entualnie) dodatkow e odnaw ialne zasoby pom ocnicze, k tó re  tu ta j pominiemy, jako 
żc zasoby te  są  n a  m ocy założenia dostępne w dostatecznej liczbie w w yniku właściwego uzbrojenia 

system u d la  rozważanego wsadu produkcyjnego.
O peracje technologiczne są realizowane za pom ocą m aszyn technologicznych, operacje transportow e 

są realizowane za pom ocą system ów  tran sp o rtu  ,na tom iast operacji1 m agazynowe (oczekiwania na ope
racje technologiczne i transportow e) są  realizowane za pom ocą buforów (m agazynów ). Zbiór wszystkich 
m aszyn, czyli m aszyn technologicznych, buforów i środków  transportow ych ESP, oznaczam y odpowiednio 
przez L r , L h, L ‘, p rzy  czym L p U L k U L ‘ =  L.  Niech J  =  { 1 , . . . , / / }  oznacza zbiór zadań do wyko
nania w gnieździe produkcyjnym . Niech M  =  { ) , . . . , m} będzie zbiorem  wszystkich indywidualnych 
operacji zadań produkcyjnych (operacji technologicznych, m agazynow ania i transportow ych), natom iast 
M .  =  { m ,. i  -f l , . . . , m j ) ,  M j  C M ,  zbiorem  operacji zadan ia  j  €  J .  Zadanie zw iązane z  operacją m  
oznaczymy przez j m. Tam , gdzie nie prowadzi to  do nieporozum ień, będziem y opuszczać indeks maszyny l.

Przyjm ujem y, że operacje zadan ia j  są realizowane zgodnie z liniowym  uporządkow aniem  (m y ., -f 

1 , . . . ,  my). D la operacji n  6  M  wprowadzam y zm ienną decyzyjną t*  określającą chwilę zdarzenia  polega
jącego n a  opuszczeniu  m aszyny po zakończeniu wykonywania operacji n . Podobnie zm ienna t~ określa 
chwilę zdarzenia  polegającego n a  wprowadzeniu zadan ia do m aszyny i rozpoczęciu w ykonywania operacji 
n. Zm ienne i J ,  n €  M ,  um ożliw iają jednoznaczne określenie harm onogram u realizacji wszystkich operacji. 
Relacje liniowego porządku  poprzedzania operacji należących do tych  sam ych zadań są  reprezentowane 
przez zbiór V. C  M  uporządkow anych par operacji. Zachodzi (m , n)  6  7Z, jeżeli w zadaniu  j  =  j m =  j r. 
operacja m  b e z p o ś re d n io  poprzedza operację n,  a  więc 71 reprezentuje  w arunki czasowe

£  =  *¿1 ( m , n ) € f t  (1)

W odróżnieniu od klasycznego m odelu szeregowania operacji technologicznych, w rozw ażanym  modelu nie 
dopuszcza się wcześniejszego ukończenia operacji bezpośrednio poprzedzającej przed operacją następująca 
(operacje czekania w buforach są trak tow ane identycznie jak  operacje technologiczne).

O m ów im y teraz  relacje czasowe m iędzy operacjam i w ynikające z ograniczeń zasobowych odnaw ial
nych i zużywalnych. M odele podstawowych zasobów odnaw ialnych wykorzystywanych współbieżnie (tzn.
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równoległych grup m aszyn technologicznych, buforów i system ów tran sp o rtu ) zapiszem y w postaci zuni
fikowanego m odelu ogólnego zasobu -  tak  zwanego procesora ogólnego [7], P rocesor l 6  L  m a  ogra
niczoną pojemność bi, czyli m aksym alną liczbę o peracji,jak ie  mogą być w każdej chwili wykonywane 
współbieżnie za jego pom ocą. Przyjm ujem y, że w stan ie  początkow ym  napełn ienie procesora wynosi ?/i 
zadań. O peracja n €  M  w ykonyw ana na  procesorze 1 je s t charakteryzow ana przez trzy  nieujem ne czasy 
p „ ,p " ,p + , przy czym p„ je s t m inim alnym  czasem  realizacji operacji zadan ia j„ (C zas w ykonania operacji 
n na m aszynie 1 je s t równy p„i, lecz dla uproszczenia notacji indeks 1  pom ijam y.) oraz j>~, p j  są m inim al
nymi odstępam i czasu,po k tórych m ożna w prow adzić/w yprow adzić inne zadanie (w szczególności czasy te  
mogą być zerowe lub bliskie zeru). D la wielu operacji czas p„ m oże być sta łym  param etrem , natom iast w 
ogólności d la pewnych operacji technologicznych z podzbioru M r C M  czas ten  może być zm ienny, będąc 
funkcją przydzielonej ilości zasobów zuŻ3'walnych. Niech R  będzie zbiorem  zasobów zużyw alnych rozdzie
lanych między operacje technologiczne. Przyjm ujem y, że w rozw ażanym  okresie dostępność zasobu r  6 R 
wynosi Q,  jednostek zasobu. D la operacji n  €  M p o  zm iennym  czasie trw ania przyjm ujem y następu jący  
m odel:

P n =  V n ~  9nr*nr 0 <  2nr <  ¿nr, T € R , (2)
r£R

przy czym p“ je s t nom inalnym  czasem  w ykonywania operacji n , na to m iast qnT je s t współczynnikiem  
skrócenia czasu je j w ykonyw ania w wyniku przydzielenia jednostk i zasobu r  dostępnego w przedziale

[O,*»,).
D la procesora l 6 L  niech E f  będzie zbiorem  nieuporządkow anych par zdarzeń ( m .n )  polegających

na wprowadzeniu par zadań j m, jn  do tego procesora. Analogicznie, niech E f  będzie zbiorem  nie
uporządkowanych p ar zdarzeń ( m ,n )  polegających na  wyprowadzeniu odpow iednich zadań z procesora 
/. Relację porządku oraz niejednoczesności w prow adzania i w yprow adzania dwóch zadań z procesora 
m ożna wyrazić przez warunki dyzjunktyw ne. Przypuśćm y, że m am y usta lone selekcje zupełne S f . S f  
luków dyzjunktyw nycb należących do zbiorów E f , E f ,  tak  ż e je s t określone jednoznaczne uszeregowanie 
wprowadzania zadań do i w yprow adzania zadań z procesora /. M uszą być spełnione w arunki:

•  następstw a w prow adzania zadań do procesora

Q + P m < t „  (m , n)  €  S f  (3)

•  następstw a w yprow adzania zadań z procesora

C  +  r t < * i  ( r n , n ) e S ?  (4)

Rozważymy teraz  w arunki gw aran tu jące realizowalność operacji wykonywanych za pom ocą procesora, 
a w szczególności -  nie-przepelnianie procesora. W ykorzystam y podstaw ow ą obserw ację, że wprowadzenie 
kolejnego zadan ia do procesora 1 o pojem ności 4/ jes t możliwe dopiero wówczas, gdy z procesora zostanie 
wyprowadzone zadanie znajdu jące  się o 4/ pozycji wcześniej w uszeregow aniu wyjściowym S f  tego proce
sora. D la procesora l oraz d la  ustalonych uszeregowań S f , S f  niech s ~ , s f  oznaczają pozycje (kolejność) 
wprowadzania i w yprow adzania zadania j n określone w ciągach S f  i S f .  D alej, oznaczm y przez B f S i )  
zbiór par operacji { (m ,n ) : m  €  S f . n  6  S f } zw iązanych przez ograniczoną pojem ność procesora, czyli 
par. k tóre spe łn ia ją  w arunek

4  +  4) -  >71 =  s f  (5)

Oznacza to , że jeśli rozpoczyna się pewna operacja n , zn a jd u jąca  się na  pozycji s f  =  s f  +  4) — rp i 
dotycząca zadan ia  j„  wchodzącej do procesora i. to  zadanie ,jm, której odpow iada operacja  m , musi 
u stąpić m iejsca zadaniu j n w tym  procesorze, czyli m usi zachodzić w arunek

(6)
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Dodatkowo musi być spełniony w arunek m inim alnych czasów realizacji operacji

< ; + P n < C  n €  A/ \  M *  (7)

(7 + P°n ~  ] £  I« '*" '  ^  C  n  €  A P  (8)
ren

Zauważmy, iż w szczególnym przypadku m odelu elem entarnego procesora, gdy 6/ =  1 ,77/ =  0, zachodzi 
zależność S i(S i)  =  5 /, przy czym Si — S f  =  S * . S tąd  m odel pojedynczej m aszyny technologicznej może 
być szczególnym przypadkiem  m odelu procesora ogólnego.

3. Harm onogram owanie szczegółowe

Rozważam y dwupoziom owy algorytm  harm onogram ow ania, w którym  zm ienne decyzyjne dzielimy na
dwie grupy. W  pierwszej grupie zn a jd u ją  się wszystkie ‘tru d n e1 zm ienne decyzyjne, zw iązane z alokacją
operacji do procesorów oraz uszeregowaniem wszystkich zdarzeń, na tom iast w grupie drugiej znajdu ją  
się zm ienne określające chwile zdarzeń oraz rozdział zasobów zużywalnych pom iędzy operacje, których 
wartości m ożna wyznaczyć w wyniku rozw iązyw ania odpowiedniego zadan ia  liniowego. D la ustalonych 
wartości zm iennych decyzyjnych z pierwszej grupy określających dopuszczalną alokację A  i uszeregowa
nie zdarzeń S , w celu w yznaczenia harm onogram u szczegółowego należy określić przydział (znr) zasobów 
zużywalnych do operacji oraz chwile i “ , t*  rozpoczęcia i ukończenia w szystkich operacji n  6 M, tak  aby 
były spełnione w szystkie relacje poprzedzania, ograniczenia zasobów odnaw ialnych,a zarazem  aby sum a
ryczne koszty zw iązane z realizacją harm onogram u były m inim alne. W  przypadku gdy zadana alokacja 
A i uszeregowanie zdarzeń 5  są niedopuszczalne, harm onogram  szczegółowy nie m oże być zrealizowany. 
W arunkiem  koniecznym  dopuszczalności zm iennych alokacyjnych oraz selekcji S  C  E  je s t oczywiście acy- 
kliczność grafu G's =  (M ,  TC U S ). Ogólne kry terium  kosztowe jakości harm onogram u m ożna przedstaw ić 
w postaci pewnej funkcji F ( i ~ , t +, z )  chwil realizacji wszystkich zdarzeń oraz rozdziału zużytych zasobów. 
Bez dużej u tra ty  ogólności m ożna przy jąć, że funkcja F  je s t liniowa, jako że koszty w ykonywania opera
cji, zużycia zasobów' zużywalnych oraz koszty m agazynow ania i ew entualne koszty zaległości są zazwyczaj 
przyjmowane jako funkcje liniowe (por. [6], s . 153). S tąd  zadanie w yznaczenia harm onogram u realizacji 

operacji m ożna sformułować w postaci zadan ia  program ow ania liniowego, w k tó rym  rozważa się chwile 
zdarzeń rozpoczęcia i ukończenia wszystkich operacji technologicznych, m agazynowych i transportow ych
oraz relacje czasowe, jak ie  m uszą być spełnione w odpowiedniej sieci wszystkich zdarzeń.

Z a d a n ie  T S :
min F ( t +, r , z )  (9)

przy spełnieniu w arunku nieujem ności zmiennych oraz następujących warunków:

• następstw a operacji przyległych należących do tych  sam ych zadań

( m , n ) e T l  ( 10)

• ograniczeń w ynikających z ograniczonych możliwości procesorów

(m ,n )  €  B i(S i ) , l  G L  (11)

¡ m+P™ <1,7 ( m , n ) € S r , l e L  (12)

C  +  <  C  ( m, n )  €  S,+ . l  €  i  (13)

! 7 + P n < C  n  £  M  \  M T 114)

C  +  P* -  Z  <  C  n € M ” (15)
rtR
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r t R  (16)
ngMr
0 < z „ r < z „ r n e M , r e R

I lo ra z o w a  s ie ć  z d a rz e ń .  Zadanie T S  zawiera d la każdej operacji n dwie zm ienne czasowe t~ . t+ ,  a za
tem  w porów naniu do klasycznych m odeli zadań szeregowania liczba wszystkich zm iennych jes t dw ukro t
nie wyższa. Z drugiej strony jednak  jes t dość łatw o przekształcić to  zadanie do problem u równoważnego, 
w którym  z równań ( 10) elim inujem y połowę zmiennych.

'D la ustalonych alokacji i uszeregowania operacji (zł, 5 )  następstw o zdarzeń rozpoczynania i kończenia 
operacji m ożna przedstaw ić w postaci odpowiedniej sieci zdarzeń. Oznaczm y przez £~  zdarzenie pole
gające na rozpoczęciu operacji m  w chwili oraz przez £+ zdarzenie polegające na ukończeniu operacji 
m w chwili i+ . W  sieci zdarzeń zdarzenia  te  będą reprezentow ane przez wierzchołki. N iektóre zdarze
nia m uszą przebiegać równocześnie, ze względu n a  w arunek następstw a operacji przyległych ( 10), przy 
czym w arunek ten jes t spełniony zawsze, a  więc m am y do czynienia z jednoczesnością nieprzypadkow ą a 
s tru k tu ra ln ą . Łatwo spraw dzić, że relacja  równoczesności je s t re lacją  równoważności. S tąd  wprowadzamy 
klasy równoważności u,- 6  V, v, =  [£„) zdarzeń ze względu na  ich równoczesność:

C C e t ą  O  i + =  t ;  ( ld)

Przestrzeń ilorazowa V  =  {u,} je s t zbiorem  wszystkich klas zdarzeń jednoczesnych. Każdej klasie v, 
odpow iada pojedyncza zm ienna i,-, określa jąca  chwilę zaistn ienia  zdarzeń -jednoczesnych. Problem  zre
dukowany o trzym ujem y z zadan ia  T S  w wyniku elim inacji rów nań ( 10) oraz zastąp ien ia  w pozostałych 
ograniczeniach zadan ia T S  »miennvch t ~ . t *  przez zm ienne i, odpow iadające klasom  zdarzeń jednocze

snych.

4. Przykład ilustracyjny

Sposób w ykorzystania inform acji wrażliwościowych do popraw iania uszeregow ania zdarzeń zaprezen
tujem y n a  przykładzie elastycznego gniazda wytwórczego z rys. 1. G niazdo to  składa się z:

•  trzech centrów  obróbkowych M t ,  ił/z , A/3, przy czym  każde z centrów  m a dw a stanow iska robocze,

• system u transportow ego M U S  w postaci jednego wózka AGV,

• m agazynu centralnego S ,  w k tórym  są przechowywane zarówno wyroby dopiero wchodzące do 
produkcji, jak  również wyroby ukończone, a  także wyroby oczekujące m iędzy operacjam i n a  dalszą 
obróbkę. P rzy  centrach obróbkowych nie m a m agazynów buforowych -  funkcję tę  pełni m agazyn 
centralny.

Do realizacji są cztery zadan ia A , B ,  C  i D,  p rzy  czym zadan ia A  i B  w ym agają w ykonania operacji 
kolejno na procesorach:

S  -  M U S  -  .W, -  M U S  -*  S  — M H S  M 2 M H S  -*  S  , 
a zadania C i  i )  na procesorach:

S  -  M H S  -  M 7 -»  M H S  -* S  -♦  M H S  -  %  M H S  -»  5  -*  M H S  -> M 3  -*■ M H S  — S  . 
Nom inalne czasy wykonywania p j  poszczególnych operacji n  podano  w tabeli l*3*. Czasy te  m ogą ulec 
skróceniujeżeli zostanie przydzielona pew na ilość zasobu zużywalnego. W ystępu je jed en  zasób zużywalny 
w ilości 10 jednostek  (Q r =  10). W spółczynniki skrócenia czasu wykonyw ania operacji ęnr przy  wyko
rzystaniu tego zasobu m a ją  wartości tak ie  jak  w tabeli 1*N. Każdej z operacji n  m ożna przydzielić co 
najwyżej 5 jednostek  zasobu zużywalnego, tj. r„  =  5. Poszukuje się uszeregow ania o m inim alnej długości.
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a) _________________________________________  b)
Procesor

Zadanie
A/i M i a / 3 M H S

A 40 60 - 5
B 50 40 - 5
C 30 20 40 5
D 20 25 25 5

Procesor
Zadanie

A/i M i m 3 M H S

A ,  B 2 1 - 0
C, D 3 2 1 0

T a b e l a  1. a) N om inalne czasy wykonywania operacji -  p°; b) W spółczynniki skrócenia 
czasu w ykonyw ania operacji -  qnr przy użyciu zasobu zużywalnego 

T a b le  1 . a) Nom inał proccessing tim es p°; b ) Coefficients qnT of th e  processing tim e 
reduction  per one u n it of the  usuable resource

P rzy  zadanych uszeregowaniach wejściowych S f  i wyjściowych S,+ n a  poszczególnych procesorach 
l 6  {A/i, A/j, A/3, M H S ,  5 }  pełny m odel T S  w postaci ograniczeń (10)-(17) zaw iera 44 zm ienne t~ (bo 
jest 10 operacji obróbkowych, 20 operacji transportow ych i 14 operacji m agazynow ych), 44 zm ienne t*  i 
10 zm iennych zasobowych xn (jest 10 operacji, k tórych czas wykonywania zależy od zasobu zużywalnego, 
patrz  tab e la  1,Ł1). W  m odelu  w ystępuje 40 ograniczeń ty p u  (10) (ty le  je s t operacji przyległych w obrębie 
zadań A, B , C ,  D),  23 ograniczenia (11), po 39 ograniczeń ty p u  (12) i (13), 34 ograniczenia (14), 10 
ograniczeń (15) i jedno  ograniczenie (16).

Powyższy m odel m ożna jednak  znacznie uprościć,jeżeli: (i) ograniczym y się do przestrzeni ilorazo
wej -  zniknie w tedy połowa zm iennych i~,  oraz ograniczenia ( 10); (ii) zauważymy, że uszeregowa
nia na  procesorach M \ ,  M 7 , M 3, S  są  jednoznacznie określone przez uszeregowanie na  procesorze M H S .  
Można więc wyeliminować ograniczenia (12) i (13) d la  procesorów M t , M i , M 3, S  oraz ograniczenia (14) 
dla początkowych i końcowych operacji m agazynowania; (iii) uwzględnimy fak t, że pojem ność procesora 
M H S  je s t rów na jeden , a  za tem  S 3IHS = S ^ h s -  Pozw ala to  wyeliminować ograniczenia (12) i (13) dla 
procesora A /H S .  W  rezu ltacie  m odel harm onogram ow ania szczegółowego T S  d la  rozważanego przykła
dowego problem u m ożna zapisać w postaci 23 ograniczeń (11), 26 ograniczeń (14), 10 ograniczeń (15) i 
jednego ograniczenia (16) używ ając 20 zm iennych 1 =  1>--i20 określających chwile rozpoczęcia
poszczególnych operacji n a  procesorze M H S ,  20 zm iennych ! =  1>--i20 określających chwile
zakończenia oraz 10 zm iennych zasobowych.

Załóżmy teraz , że w trakcie  poszukiw ania jak  najlepszego harm onogram u otrzym aliśm y pewne do

puszczalne uszeregowanie n a  procesorach A#i, M 3, A/3, M H S ,  S ,  k tó re chcielibyśmy popraw ić. Jak  wspo
mniano, uszeregowania n a  procesorach A /i, M i ,  A/3, 5  są jednoznacznie określone przez uszeregowanie na 
procesorze M H S ,  a  za tem  w ystarczy skupić się na  analizie sposobu modyfikacji tylko tego uszeregowania. 
W celu jego popraw y spróbujem y w ykorzystać inform acje wrażliwościowe z zadan ia T S .

Określm y d la  każdej pary  a, b przyległych operacji n a  procesorze M H S  następu jący  współczynnik 

Oa.6-

oą.s ~  ż a, Aa3 —- Aj,, -{- Af, (19)

gdzie:
a , , .U2 -  operacje należące do tego sam ego zadan ia co operacja a , przy czym  a i bezpośrednio po

przedza a, na tom iast operacja C; w ystępuje bezpośrednio za operacją a , czyli ( oi , a )  6 H  
i ( a ,a 2) €  7c,

b 1, 63 -  operacje spełn ia jące analogiczny w arunek jak  wyżej, tzn . (61, 6) € 7Ć i (b, b?) S 7?,
A„,, Aaj,Ai,,As.j -  m nożniki Lagrange‘a d la ograniczeń typu  (14) i (15) odpow iadających poszczególnym 

operacjom  a-i, a 3, b,, b7.
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Wielkość a„,(, będziem y traktow ać jako m iarę popraw y uszeregowania po zam ianie kolejności wykony
wania operacji a  i 6 n a  procesorze M H S .  W  oparciu o m iarę a  m ożna zaproponow ać d la  rozważanego 
przykładowego problem u następu jący  prosty algorytm  popraw iania uszeregowania zdarzeń.

A lg o ry tm  A

1. D la każdej pary  operacji przyległych a i b n a  procesorze Al H S  wyliczamy wartości współczynników 

Qa,b*
2. S pośród  p a r  o p e rac ji a, b, d la  k tó ry c h  z a m ia n a  je s t  d o p u szcza ln a |W v b ie ram y  p a rę  a ' ,  b' z n a jm n ie j

szym  w spó łczynn ik iem  a .

3. Jeżeli w artość współczynnika je s t nieujem na, to  K O N IEC ; ak tu a ln e  uszeregowanie trak tu jem y 
jako najlepsze. Jeżeli <!„•,!.• <  0, to  zam ieniam y kolejność w ykonyw ania operacji a* i b~ na procesorze 

M H S .

4. Rozwiązujem y zadanie T S  d la  nowego uszeregowania. Jeżeli uzyskaliśm y popraw ę (ew entualnie taką  
sam ą długość uszeregowania jak poprzednio), to  przechodzim y do następnej iteracji realizując kroki 
1-4. Jeżeli nowe uszeregowanie jes t gorsze, to w racam y do poprzedniego uszeregowania, uznajem y 
zam ianę pary  a*, 6'  za niedopuszczalną i cofamy się do kroku 2 .

W  kroku 2 niedopuszczalność zam iany operacji m oże wynikać np. z przekroczenia pojem ności procesorów, 
nieatrakcyjności zam iany (pa trz  krok 4) lub zabran ian ia  w ykonyw ania zam ian tych p ar operacji, które 
były w ybierane w kilku poprzednich iteracjach  (np. s tosu jąc m etodę ’’tab u  search” ).

D ziałanie algorytm u zilustru jem y d la  przypadku , gdy początkow e uszeregowanie na  procesorze M  H S  w 
rozważanym  przykładow ym  problem ie je s t postaci: A . B ,  C, D, C, D , A ,  B ,  A ,  B ,  C. D , C , D.  C , D, C. D. A,  
B .  Rozw iązując zadanie T S  d la tego uszeregowania otrzym ujem y harm onogram  przedstaw iony na  rys. 
2*“1 o m inim alnym  czasie 164.17 . M nożniki Lagrange‘a  A d l a  ograniczeń typu  (15) odpow iadających 
operacjom  z zadań j  =  A , B , C , D  wykonywanych n a  procesorach I — M i , A/2. Al3  są następujące: 

Az,Mi =  0, Az.m, =  0, Ab m i  =  —0.5, \b,m% =  0, Ac.m, =  —0.67, Xc.m, =  0 , Ac„m3 =  - 1, Ac.m, =  
-0 .3 3 , — —0-5, Xd.m, — 0. D la  operacji m agazynow ych n a  procesorze 5  przyjm ujem y, że mnożniki
te  są równe zeru. W spółczynnik a a.h osiąga najm niejszą w artość rów ną —1.33 d la  pary  operacji 14 i 15. 
Zamieniamy więc kolejność w ykonyw ania tych  operacji na  procesorze M H S  i o trzym ujem y w drugiej 
iteracji harm onogram  o długości uszeregowania 157.5 przedstaw iony n a  rys. 2<6*. W  trzeciej, czw artej i 
piątej iteracji n a  podobnej zasadzie dokonujem y zam ian operacji 17 i 18, potem  18 i 19. a  następn ie  17 i 
18 uzyskując uszeregow ania o długościach odpowiednio 152.5, 152.5 o raz 147.5. H arm onogram  uzyskany 
w p ią te j iteracji je s t przedstaw iony n a  rys. 2*ck  Mnożniki L agrange‘a  odpow iadające poszczególnym 

ograniczeniom zadan ia  T S  są  następu jące: XaMi  =  0, A^.m- =  0, Xb,Mi — —0.5, Ab,m2 = 0, Ac .m , =  
-0 .6 7 , Ac.Afj =  0, A c.m, =  0 , A0 ,m, =  —0.33, A D.Ml =  - 0 .5 ,  Ad„w, =  - 1 .  W spółczynniki a a,b przyjm ują 
najm niejsze w artości d la  par 18 i 19 oraz 10 i 11, przy czym Qi5,19 =  —1, Q10.11 =  —0.67. Po dokonaniu 
zam iany pary 18,19 i rozw iązaniu zadania T S  stw ierdzam y w szóstej iteracji, że nowe uszeregowanie 
jest dłuższe, bo równe 152.5 . W racam y więc do poprzedniego uszeregow ania i zam ieniam y operacje 10 i 
1!, co d a je  w siódm ej iteracji uszeregowanie o długości 144.17 . N astępnie w ósm ej iteracji zam ieniam y 
kolejność w ykonywania operacji 8 i 9 i o trzym ujem y harm onogram  przedstaw iony na  rys. 2 |J* z czasem 
141.67 . W spółczynnik o„,i osiąga najm niejszą w artość rów ną - 1  znowu d la  pary  operacji 18 i 19, przy 
czym zam iana tych operacji podobnie jak  w iteracji szóstej nie prow adzi do popraw y uszeregowania. 
W ym ieniane są więc operacje 11 i 12 z następnym  co do wielkości współczynnikiem  ctn.ia =  —0.5, co 
prowadzi do harm onogram u z czasem końcowym 140. W  jedenastej iteracji zam ieniam y operacje 9 i 10, dla 
których <19,10 =  —0.78 i uzyskujem y harm onogram  przedstaw iony n a  rys. 3. D ługość uszeregow ania wynosi 
134.5S . W artości mnożników Lagrange‘a  dla tego przypadku są następu jące: A^ m. =  —0.25, A^.m, =  

-0 .5 ,  Ab.m. =  —0.25, Ab.m, =  0 , Ac.m, =  —0.17, Ac,m7 -  —0.25, Ac,a/, =  0 , \d .m ,  —0.17,
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(»)

M ,

M 2

m 3

M H S

(b)

M i

M 2

M 3

M H S

(c) 

Ai, 

M 2  

M 3

M H S

(d) 

M ,

M i

M 3

M H S

Długość uszeregowania 164.17

[ X

A1131CIDI [Ć] iDlAlDlAlnlClDl IclDlclDl
5 6 7 8 9  10 11 12 13  14 15  16

IciDlAlBl
17 18 19 2 0 :

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 <

Długość uszeregowania 157.5

1 c  1 1 A 1
i D 1 i i B I

i . , ę  1 .
D

a Ib Ic Id ! fćIlDlAliilAliTIcTńl Ic Ic Id Id I Ic Id Ia Ibi
1 2  3  4 5 0  7 8  9  10 11 12_______ 13 14  15  16  17  18  19 20*.

Ó 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1Ó0 110 120 130 140 150 160 1

Długość uszeregowania 147.5

1 ..... A ........  "■ 1 1 C 1
1 B 1 i . 0 .  !

1 c  " I 1 A 1
1 D | 1 B

[ C 1
1 D I

A lB lC lD l [Ć IIP Ia IBIAIbTc Td I . |C |C |D |D | 0  |D [C |B |
5 6  7 8  9 10  11 IZ  1 3  14 15 16 IT  18  19  50 .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 PO 100 110 120 130 140 150 160 <

Długość uszeregowania 141.67

B
J   LX

T T 1
i , i; l

1 p

I D
A lB lc lD l [c I Id Ia I.a I b Ic Tb Td I Ic ICId Id I 0  | d (c | b |

 ̂ • o in t i m in ii  ii. ir 17 in iq Ofi.1 2 3  4 5 6  7 8 9  10 1) 17 13 14 13 16___________17 18 19 20

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 <

R y s . 2 . H arm onogram y uzyskiwane w kolejnych iteracjach  algorytm u .4: 
a) 1 iteracja; b) 2 iteracja: c) 5 iteracja; d) 8 iteracja  

F ig . 2. Schedules resulted from  successive iterations of the  algorithm  A: 
a) ite ra tion  1: b) ite ra tion  2; c) ite ra tion  5: d) iteration  8
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Au  Mi  =  —0.25, A r > , =  —0.5. W spółczynniki a c t p rzyjm ują u jem ne w artości tylko dla dwóch par 
operacji, tzn. an>,n =  —0.42 i Ois.is — —0.5. Zam iana operacji 10 i 11 je s t jednak  niemożliwa, gdyż 
narusza pojem ność procesora M i  (chyba że jednocześnie przestaw im y też operacje n r 2 i 16). Zam iana 
operacji 18 i 19 prowadzi zas' do pogorszenia uszeregowania, bo d a je  koszt 137.5 . Uszeregowanie z rys. 3 
trakujem y więc jako końcowe.

M i

M j

M 3

M U S

r ~ ę ~

Dlugoś

AlnlclDl Ic IdIa IaIc ib IuIb Ic Ic IdId I |a |d|c |b |

uszeregowania 134.58

1 2 3 4 S 6  ?  S  9 10 11 13 13 14 15 16 17 18 19 20;

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 <

R y s . 3. H arm onogram  końcowy d la  przykładowego problem u 
F ig . 3: T he final schedule for th e  exam ple problem

Jak  m ożna się przekonać n a  powyższym  przy kładzie, a lgorytm  A  popraw ia uszeregowanie tylko lo
kalnie. P rzestaw iając  np . operację 20 n a  m iejsce 18 w końcowym uszeregowaniu z rys. 3 uzyskujem y 
lepszy harm onogram  o koszcie rów nym  132.5 . A lgorytm  A  nie doprowadzi! do takiego uszeregowania, 
chociaż m ożna było zauw ażyć tendencje do przestaw ień w> tym  k ierunku w iteracjach  6 . 9 i 12. W idać 
więc, że algorytm  A  powinien być wzbogacony o pew ne dodatkow e m echanizm y pozw alające dokonywać 
bardziej globalnych przestaw ień niż tylko zam iana dwóch przyległych operacji. Ruchy tak ie  powinny być 
uwzględniane zw łaszcza wtedy, gdy zam iana pew nych dwóch operacji n a  procesorze M U S  je s t blokowana 
przez ograniczoną pojemnos'ć procesorów. Inform acje wrażliwościowe m ogą być w bardziej skuteczny 
sposób w ykorzystane w schem acie symulowanego w yżarzania, gdzie m iara  a  m oże służyć jako  in strum en t 
ograniczania otoczenia bieżącego rozw iązania do najbardziej obiecujących punktów  sąsiedztw a. W ybór 
nowego p u n k tu  je s t w tedy  określany losowo z uwzględnieniem  oceny ich jakości [3j.

5. A lgorytm  poszukiwań alokacji i uszeregowania zdarzeń

M etoda poszukiwań jak  najlepszego, lecz niekoniecznie optym alnego harm onogram u m oże być zre
alizowana w oparciu o n astępu jący  ogólny schem at (por. [3j) będący kom binacją m etody  symulowanego 
wyżarzania z m etodą wrażliwościowej analizy pertu rbacy jne j oraz heurystykam i p riorytetow ym i.

P rzy jm ijm y, że punktem  startow ym  do iteracyjnego algorytm u poszukiw ań .jest ja k  najlepszy harm o
nogram początkow y, uzyskany np. po w yborze jak najlepszego harm onogram u ze zbioru harm onogram ów  
uzyskiwanych w ariantow o z sym ulato ra  ESP w ykorzystującego różnorodne reguły heurystyczne, np. prio
rytetow e, szeregowania operacji w system ie [1, 2J. Z każdego otrzym anego z sy m ulato ra  harm onogram u 
wybieram y jedynie alokację i uszeregowanie zdarzeń, n a to m iast pozostałe zm ienne określające najlepszy, 
szczegółowy harm onogram  w ykonania wszystkich operacji w yznaczam y rozw iązu jąc liniowe zadanie har- 
m onogram owania T S  m inim alizując kosztowe k ry terium  jakości. (W  rezu ltacie  o trzym ujem y początkow ą 
alokację A°  operacji do procesorów oraz początkow e uszeregowanie zdarzeń S°.)

Na początku  t- te j  iteracji algorytm u poszukiw ania alokacji i uszeregow ania jest znany przydział 
operacji do m aszyn A*, uszeregowanie operacji S*, harm onogram  zdarzeń T k oraz rozdział zasobów 
zużvwa!nvch Z k .
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A oto skrócony zapis i - te j  iteracji algorytm u:

1. generowanie i przybliżona ocena najbardziej obiecujących punktów  sąsiedztw a aktualnego punktu 
(A k, S k ) dokonyw ana z w ykorzystaniem  analizy 'wrażliwościowej' bieżącego rozw iązania,

2. wylosowanie z sąsiedztw a nowej alokacji i uszeregowania operacji (A*41, S k+I), przy czym  prawdo
podobieństw o w yboru p unk tu  zależy od oceny jakości nowego punk tu  uzyskanej w wyniku wrażliwo- 
ściowej analizy aktualnego rozw iązania zadania program ow ania liniowego T S k,

3. obliczenie szczegółowego harm onogram u poprzez rozw iązanie zadan ia T S k+1, w którym  d la  ustalo
nej alokacji i uszeregowania (A t+ 1, 5 t+1) w yznacza się optym alne chwile zdarzeń T k+i oraz rozdział 
Z 141 zasobów zużywalnych.

4. akceptac ja  lub odrzucenia obranego rozw iązania za pom ocą reguł m etody  symulowanego w yżarzania.

Bardzo ważnym  elem entem  algorytm u, m ającym  isto tny  wpływ n a  efektywność algorytm u poszu- 
kiwań.jesl zaprojektow anie sposobu generow ania ograniczonego zbioru najbardziej obiecujących punktów  
sąsiedztwa aktualnego p unk tu  ( A k, S k). P unk ty  sąsiedztw a m ożna uzyskać przez w yznaczenie zbioru 
wariantowych realokacji operacji poprzez przem ieszczenie niektórych krytycznych operacji n a  m niej kry
tyczne m aszyny oraz zm iany uszeregowania zdarzeń.

Z rozw iązania zadan ia liniowego T S  m ożna uzyskać inform acje wrażliwościowe (m nożniki Lagrangc‘a 
ograniczeń oraz w artości zm iennych dopełniających tych ograniczeń) pozw alające na  mniej lub bardzej 
dokładne oszacowanie kosztu lub zysku z przesunięcia każdego ze zdarzeń. Przykładow o, rozważm y oszaco
wanie kosztu przesunięcia chwili t~  d la  zdarzenia polegającego na  rozpoczęciu operacji n.  Jeżeli operacja 
m jest operacją  tego sam ego zadan ia przyległą do n , tj. (rn ,n )  €  R,  to  m nożnik L agrange 'a ograni
czenia (14) l ub (15) dla operacji m  określa jednostkow y zysk ze skrócenia czasu ukończenia tej ope
racji o jednostkę czasu. Jednocześnie w artość zmiennej dopełn iającej tego ograniczenia określa dopusz
czalny przedział tego przesunięcia bez konieczności przesunięcia zdarzeń poprzedzających. Z właściwości 
rozwiązania optym alnego wynika, że tylko jed n a  ze zm iennych sprzężonych (t j .  m nożnika Lagrange‘a  i 
zmiennej dopełn iającej) m oże być dodatn ia .

M aiąc obliczone funkcje szacujące koszty przesunięcia w lewo chwil t~ oraz w prawo chwil i 4 , istnieje 
możliwość wyselekcjonowania tych potencjaln ie  korzystnych punktów  sąsiedztw a aktualnego rozw iązania, 
otrzym anych w w yniku zm iany uszeregow ania zdarzeń, d la  k tó rych  taka  zam iana prowadzi do ja k  najko
rzystniejszej oceny popraw y (w ykorzystującej obliczone funkcje kosztów przesunięcia). Tak więc opisana 
metoda jest sposobem  na  św iadom e ograniczenie w ariantów  poszukiwań do rozw iązań ocenianych jako 

stosunkowo najkorzystniejsze.
Podczas generow ania ograniczonego sąsiedztw a aktualnego p unk tu  (A*, 5*). należy zadbać, aby ge

nerowane pary  [A, S )  były dopuszczalne (tj. umożliwiały rozw iązanie zadan ia T S ) .  N ależy przy  tym  
uwzględnić fakt, iż uszeregowania wejściowe oraz wyjściowe 5 f , 5 4 ustalonej m aszyny są  częściowo 
powiązane z innym i zm iennym i określającym i uszeregowanie operacji technologicznych na  innych, odpo
wiednio pow iązanych m aszynach. Tak więc zam iana dwóch zdarzeń, np. rozpoczynania pew nych operacji 
na tym  sam ym  procesorze, może implikować po trzebę zam iany zdarzeń innych, np. zam ianę kolejności 
kończenia tych operacji. W  szczególnych przypadkach pew ne uszeregowania na  jednym  procesorze mogą 
nawet wynikać całkowicie z innych uszeregowań na  innym  procesorze dom inującym . Przykładow o, jeżeli 
rozważamy bufor /, k tó ry  je s t buforem  wejściowym tylko jednej  maszyny, to  selekcja N4 jes t określona 
jednoznacznie przez uszeregowanie wejściowe operacji na te j m aszynie. Analogicznie, selekcja jest 
określana jednoznacznie d la bufora wyjściowego jednej m aszyny. Z drugiej strony, jeżeli pewna ilość 
maszyn zasila tylko jeden m agazyn buforowy, to  uszeregowanie S f  określa jednoznacznie uszeregowa
nie wyjściowe operacji na  tych  m aszynach. Podobnie S f  określa jednoznacznie uszeregowanie wejściowe 
operacji na  w szystkich m aszynach odb ierających zadania w yłącznie z bufora l.
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U w agi k o ń co w e. Rozważane w pracy podejście do harm onogram ow ania procesów produkcji w ESP 
w oparciu o zunifikowany m odel zasobów maszynowych, buforowych i transportow ych z jednoczesnym  
uwzględnieniem alokacji zasobów zużywalnych prowadzi do dwupoziomowego algorytm u harm onogram o 
wania,w k tórym  n a  poziom ie nadrzędnym  m ożna stosować złożone algorytm y poszukiw ań jak  najlepszego 
uszeregowania zdarzeń^ nato m iast na  poziom ie niższym  je s t rozw iązyw ane zadanie liniowe o specjalnej 
struk tu rze  dostarczające isto tnych  inform acji wrażliwościowych d la  algorytm u nadrzędnego. Podkreślić 
tu ta j trzeba, że spraw ą o tw artą  je s t dalsze rozw ijanie efektywnych m etod  alokacji procesorów  i szere 
gowania operacji w E SP  w przypadku rozdziału zasobów zużywalnych -  p roblem  ten  w ym aga dalszych 
żmudnych badań , ze względu na  specyfikę zagadnień szeregowania z alokacją zasobów' zużyw alnych ¡4], 
pow odującą pow staw anie wielu ścieżek krytycznych, co osłabia m oc wielu reguł szeregowania.

Rozważane w tej pracy  podejście algorytm iczne m ożna również trak tow ać jak o  po tencja lną  a lterna
tywę w stosunku do klasycznych m etod sym ulacji procesów produkcji w ESP, um ożliw iającą realizację 
‘efektywnej1 sym ulacji połączonej ze stosunkowo efektywnym i m etodam i szeregow ania zdarzeń. W  sto 
sunku do m etod  sym ulacyjnych a p a ra t ten  um ożliwia optym alizację wartości ważnych zm iennych de
cyzyjnych (chwile zdarzeń i alokację zasobów zużywalnych) oraz dosta rcza  inform acji wrażliwościowych 
wykorzystywanych w nadrzędnym  algorytm ie poszukiwań.
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A b s t r a c t :

An algorithm  is p resented  for the  detailed production scheduling problem  in a  FM S cell, w here pro
cessing rates of som e operations m ay be reduced by allocations of som e consum able resources, and the 
renewable resources (w ork-centers, buffers and m aterial handling system s) are  m odelled in a unified way 
as general processors. T his allows us to  represent th e  lim ita tions of th e  renew able resources and prece
dence relations on a  netw ork of events. T h is netw ork can be easily transform ed  in to  a s tru c tu red  linear 
program m ing problem , which is a  subprobiem  of a general scheduling problem  in FM Ss.

T he algorithm  has a  two-level struc tu re . At th e  higher level a  com posite search schem e is considered, 
which uses th e  sim ulated  annealing algorithm  w ith some additional rules incorporated  for th e  reduction 
of the  search space. T hese rules take  in to  account sensitiv ity  analysis of th e  LP solution of th e  low>er-ievel 
problem .


