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ON SOME DISCRETE-CONTINUOUS SCHEDULING PROBLEMS
DE CERTAINS PROBLEMES DISCRETS-CONTINUS D ORDONNANCEMENT

Streszczenie: W pracy rozpatruje sie problem szeregowania zadan
niezaleznych, niepodzielnych, na identycznych, roéwnolegtych maszynach,
z Jednoczesnym rozdziatem zasobu ciagtego, w celu minimalizacji
dtugosci uszeregowania. Pokazano, ze dyskretne sformutowanie tego
problemu Jest szczegélnym przypadkiem sformutowania dyskretno-ciagtego
oraz ze to ostatnie daje podstawe do pednego uwzglednienia natury
problemu w konstrukcji algorytméw szeregowania.

Summary: This paper deals with the problem of scheduling
independent, nonpreemptable tasks on identical, parallel machines to
minimize schedule length. It is proved that the discrete formulation of
this problem is a special case of the discrete-continuous formulation,
and that the last formulation allows for a deep analysis of the problem
specificity and its utilization in the design of scheduling algorithms.

Résumé: Cet article traite le probléme d’ordonnancement des taches
indépendantes, indivisibles sur les machines identiques paralleles pour
minimaliser 1la longueur de 1l*ordonnancement. On a prouvé que la
formulation discrete de ce probléme était lecas spécial de la
formulation discrete-continue. Alors,cela permet de prendre en
considération la nature spécifique de ce probléme et 1 ’utiliser en
construction des algorithms d’ordonnancement.

1. Wstep

0 dyskretno-ciagtych problemach szeregowania méwimy woéwczas, gdy
jednoczesnemu rozdziatowi podlegaja zasoby dyskretne Cczyii podzielne w
spos6b dyskretny} oraz ciagte, czyli podzielne w sposéb ciagty. Problemy
te stanowiag wazna klase tzw. mieszanych probleméw szeregowania Club
rozdziatu zasobdéw} C63. Najczestsze.w praktyce sa tu problemy, w ktérych
zasobami dyskretnymi sa, og6lnie rozumiane, maszyny. Jesli sa to maszyny
réownolegte Cw szczegélnosci Jedna maszyna}, to mamy do czynienia z Jednym
zasobem dyskretnym, z4ozonym z wustalonej [lub dowolnej liczby Jednostek
Cmaszyn}. Oprécz tego zasobu mamy na og6+ do czynienia z Jednym zasobem
ciagtym, np. pieniedzmi, mocg. Problemy tego typu byty badane w licznych
pracach i przy roé6znych modelach wykonywania zadan - przeglad g#éwnych
wynikéw znalezé mozna w [23 i £33.

Og6lnie mozna stwierdzi¢, ze dogtebna identyfikacja specyfiki probleméw
dyskretno-ciagtych wymaga uwzglednienia obu konstytutywnych elementéw ich
natury. Tymczasem w literaturze pojawiaja sie prace, ktdrych autorzy zdaja
sie nie dostrzegacd dyskretnej badz ciagte] natury problemu
dyskretno-ciagtego. Prowadzi to niekiedy do wykazywania wynikéw dawno
znanych, a takze do rozpatrywania modeli, ktére w konkretnym kontek$cie
praktycznym nie maja sensu.

W tej pracy przedstawimy przykdtad powyzszej sytuacji, w ktédrym problem
dyskretno-ciagty zostat sformutowany jako dyskretny. Sformutowanie to
przytoczymy w rozdziale 2, a w rozdziale 3 pokazemy, ze Jest ono
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szczeg6lnym przypadkiem sformutowania dyskretnc-ciagteeo. Rozdziat 4
zawiera propozycje algorytméw szeregowania, wykorzystujace sformudtowanie

dyskretnc-ciagte. a rozdziat 5 - uwagi koncowe.

2. Sformutowanie dyskretne

V [43 rozpatruje sie problem praktyczny. polegajacy na tym. ze m
identycznych dystrybutoréw paliwa zasilanych ze wspélnego Zrédta mocy ma

napednic zbiorniki n statkow. Mamy zatem m identycznych maszyn
M1 ,£/I er,i n niepodzielnych, niezaleznych zadan Z1 ’2Z Zn o stanach
poczatkowych x C0J=0, i=1,2,...,n oraz koncowych x~CC~AJ=x >0, 1=1.2 n,
gdzie C jest nie znanym a priori momentem zakonczenia wykonywania
zadania Z * a X jest Jego znanym stanem koncowym Ctu: pojemnoscia
zbiornikéw paliwa 1i-tego statkuj. Model wykonywania zadania Cczyi i
napedniania zbiornikéw i-tego statkuj, 1=1.2 n. ma postac:

xiCtJ = pPiIYCtI3 C1J
gdzie jest funkcja dodatnig. nierosngaca, a YCtd Jest liczba zadan
wykonywanych w chwili t; YCt)e]l ,2, ... .mj-- Predkos¢ wykonywania zadania

Cnape#niania zbiornikéw statkuj maleje zatem wraz ze wzrostem liczby zadan
réwnoczesnie wykonywanych.

Z ro6znych kryteriow optymalnosci szeregowania najwieksze znaczenie
praktyczne ma w tym wypadku ddfugos¢ uszeregowania T = max-(C
Autorzy C43 udowadniaja m.in. nastepujace wyniki.
Twierdzenie 1
Jesli w CU 9 ~ ¢/YCTI. to wartos¢ T jest stata, niezalezna od przydziatu

zadan do maszyn, i wyraza sie wzorem

Twierdzenie 2

Jesli w CU <9< c/YCtI, c=6CU, to wykonywanie zadan na jednej maszynie

minimalizuje T.

Twierdzenie 3

Jesli w ClJ <9 - c/YCtd dla YCtJ > n* oraz~ k dla YCO i n , gazie

r<n<m <c¢ >k c/Cn U , to réownolegte wykonywanie zadan zawsze

prowadzi do mniejszej wartosci T niz szeregowe Cczyii na jednej maszynieJd.
Powyzsze wyniki postuzyty dc podania w [43 raczej enigmatycznej 1 nie

popartej wynikami obli czeni owymi propozycji algorytmu heurystycznego,

rozwigzujacego pewien ogélniejszy przypadek rozwazanego problemu.

- Sformutowé&nie dyskretno-cia.gte

Zauwazmy, ze w sFTormutowaniu dyskretnym nie rozpatruje sie &xpl. tetfe
rozdziatu zasobu ciagtego, ktdérym jest wydajnos¢ wspdélnego zrod#a mocy
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Cpompy}. Zas6b tan wystepuje Jedynie implicite: w zwiazku z uruchomieniem
kolejnego dystrybutora Créwnolegte wykonywanie kolejnego zadania)
zmniejsza sie czes¢ wydajnosci pompy przypadajaca na jeden dystrybutor, co
wyraza model CI). Ponizej pokazemy, ze takie podejscie nie pozwala na
pedtna analize problemu, a takze prowadzi do wywazania dawno otwartych
drzwi . Przedtem Jednak przedstawmy sformutowanie dyskretno-ciagte
rozpatrywanego problemu, ukazujac Jednoczes$nie zwigzek tego sformutowania
ze sfTormutowaniem dyskretnym.

W tym celu oznaczmy przez uCoOelO. 14 ilos¢ zasobu ciagtego
przydzielona do zadania Z. to znaczy cze$¢ wydajnosci pompy przypadajaca
na dystrybutor nape#niajacy zbiorniki paliwa I-tego statku.

Rozwazmy model
xICt) = fiuICt)J. 1=1.2 n C3)
gdzio f Jest funkcja ciagts, niemal ejaca, fC0JNO. Zauwazmy, z0
podstawiajac
uCO = 1/YCO dla YCt5ejl,2 - co

mamy fCI1/u Ctd = tf»[YCO] oraz dla kazdego YCtj

Y< t >

£ucCt) =1 cS)

1=1
Widzimy =zatem, ze problem sformutowany w rozdziale 2 Jest szczeg6lnym
przypadkiem problemu, w ktérym nalezy uszeregowa¢ n zadah niepodzielnych,
niezaleznych na m identycznych, roéwnolegtych maszynach, przy czym kazde
zadanie wymaga do swego wykonywania w kazdej chwili t Jednej CdowolneJdJ
maszyny i zasobu ciagtego w Cnie znanej a priori2 ilosci 0O < u™Cth < 1, a
model wykonywania zadania ma posta¢ C3J. Jest oczywiste, ze wszystkie
wyniki dotyczace whasnosci optymalnych rozdziatéw zasobu o #acznej ilosci
réwnej 1, uzyskane dla ciagtych u~CO, zgodnie z modelem C3J, sa w
szczeg6lnosci prawdziwe takze dla wartosci dyskretnych wynikajacych z C4J
1 C5J. Zauwazmy, ze sTformutowany problem w swym aspekcie ciggtym Ctzn.
dotyczacym rozdziatu zasobu ciggtego pomiedzy zadania, ktére maja w danej
chwili przyznane maszyny!) jest klasycznym problemem czaso-optymalnego
rozdziatu zasobu odnawialnego miedzy zadania CoperacJed niezalezne. Jego
jedyna specyfika polega na tym, ze funkcja f w C3J nie Jest zwigzana z
zadaniem, ktdre Jest charakteryzowane wytacznie przez stan konhcowy ,az
maszyng. Jest to okoliczno$¢ upraszczajaca Cw ogo6lnosci w C3J mielismy
rézne funkcje f roéwniez dla maszyn identycznych - por.C8]J, ktéra Jednak
nie ma wpdywu na jakosciowe whasnosci rozwigzan optymalnych. Whkasnosci te
znane sa od ponad dwudziestu lat 1 byty podane wraz =z dowodami w
czasopismach o zasiegu miedzynarodowym Cnp. [6]}, w tym rowniez Cdia
og6lniejszego przypadku zasobdéw podwdjnie ograniczonych} w Management
Science [93, a wiec w czasopismie. w ktérym ukazata sie praca [43.
Powyzsze stwierdzenie absolutnie nie sugeruje plagiatu, 1ilustruje tylko

zjawisko coraz wezszej specjalizacji naukowcow.
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Osoby zajmujac© sie optymalizacja kombinatoryczna, nawet te 2z elity
Swiatowej* nie dostrzegaja niekiedy wynikéw "zza miedzy"™, takze wtedy, gdy
te miedze przekraczaja. W szczegélnosci wyniki cytowane w Tw. 1-3 w
rozdziale 2 sa od dawna znane. W kategoriach modelu C3} dotycza one
odpowiednio:  funkcji liniowych CTw. 1}, funkcji spedniajacych warunek
f < cu, CO, a ogb6lnie:f.< ~unCt}, 1=1,2....... n CTw. 2} oraz CdowolnychJ
funkcji wklestych CTw. 3}. W drugim przypadku czaso-optymalne Jest
szeregowe wykonywanie zadah Ca wiec, Jes$li uwzgledni¢ takze maszyny,
wykonywanie zadan na jednej maszynie}, w trzecim - maksymalnie réwnolegte
wykonywanie zadan Ca wiec na wszystkich dostepnych maszynach}. Przypadek
pierwszy Jest graniczny - wartos¢ T Jest stata, niezalezna od rozdziatu
zasobu Ca wiec takze od przydziatu zadan do maszyn} i1 wyraza sie wzorem
c2}.

4. Algorytmy szeregowania

W £43 wykazano, Zze rozpatrywany problem, sformutowany Jako dyskretny
Cpor. rozdziat 2}, Jest NP-trudny Juz dla m=2 oraz dla dowolnych
niOrosnacych funkcji < takich, ze #C1l} = c. tpoCZ» > c/2. Jest to oczywiste
uog6lnienie klasycznego wyniku dla problemu szeregowania zadanh
niepodzielnych o statych Cale nie 1identycznych} czasach wykonywania
Cczyli, w tym modelu, dla ~Cl} = ~C2} =c}. Uzasadnione Jest zatem
poszukiwanie efektywnych i skutecznych algorytméw przyblizonych. Ponizej
pokazemy, ze sformutowanie dyskretno-ciagte daje racjonalne podstawy do
konstrukcji 1 badania takich algorytméw, a ponadto pozwala na okresSlenie
sytuacji, w ktérych istnieja rozwigzania analityczne.

Rozpatrzmy problem ogélniejszy, gdy w C3} mamy rézne Ffunkcje *,
i=1.2, ...,n, przy czym zatdézmy, ze sg one wkleste, co odpowiada sytuacjom
praktycznym.

Zacznijmy od przypadku, gdy n = m, to znaczy liczba zadahn Jest roéwna
liczbie maszyn. Woéwczas problem przydziatu zadan do maszyn Jest trywialny,
gdyz, Jak wspomniano w rozdziale 3, dla Tfunkcji wklestych optymalne Jest

rownolegte wykonywanie zadan. Pozostaje zatem tylko problem rozdziatu

zasobu ciagtego pomiedzy m réwnolegle wykonywanych zadan. ktérym
przydzielono po jednej maszynie. Jak wiadomo Cpor.np. £63}, dla
wklestych,1=1,2, ...,m, minimalny czas T*wykonania zadan o stanach
koncowych , i=1,2,... ,m, jest jedynym dodatnim pierwiastkiem réwnania

m

£ f'1Cx /Ti =1 c6D

i*1

gdzie f“1 Jest funkcja odwrotng do ¥ , a optymalny rozdziat zasobu jest
staty dla kazdego zadania i ma postac:
u* * 1 *Cx /T*i, i=1.2.._.. m C71i

v
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Réwnanie C65 mozna niekiedy rozwiaza¢ analitycznie. w szczeg6lnosci dla
t.=c u**i, ct> 0, a, e ~1,2,3,4}-, kiedy C63 jest rownaniem algebraicznym
rzedu < 4.

Powyzsze rozumowanie sugeruje dwa podejscia do konstrukcji algorytmow
przyblizonych dla n > m.

Pierwsze podejs$cie Jest co do Istoty identyczne z przedstawionym w [83
dla analogicznego problemu 2z zadaniami podzlelnymi i sktada sie z
nastepujacych punktow:
1°  Przydziel zadaniom. w  sposoOb heurystyczny, ilosci zasobu u ,

1=1,2,. .. ,n.
2° Dla czasow wykonywania zadan wynikajacych 2z powyzszego rozdziatu
zasobu, czyli dla
t.= xT/f1Cu1), i=1,2 n c8J

rozwigz klasyczny problem szeregowania n zadah na m maszynach.

3° Rozdziel zas6b ciagty pomiedzy czesci zadan wykonywane réwnolegle w
uszeregowaniu otrzymanym w p. 2°. Jesli d#ugos¢é¢ uszeregowania ulegta
przy tym zmniejszeniu, to przyjmij ten rozdziat zasobu, w przeciwnym

razie przyjmij rozdziat z p. 1°.

Skomentujmy krétko poszczegdlne punkty.

W p. 1° nalezy, og6lnie biorac, wzia¢ pod uwage modele i stany koncowe
zadan w ten sposéb, by punkty 2° i 3° doprowadzidty do uszeregowania o Jak
najmniejszej dtugosci. Mozna w tym celu skorzysta¢ ze wskazowek, ktore
daty dobre wyniki dla zadan podzielnych C83, nie ma Jednak gwarancji, ze
réwniez obecnie bedzie to postepowanie whkasciwe.

Problem szeregowania rozwigzywany w p. 2° jest. Jak wspomnielidmy.
NP-trudny juz dla m=2. Do jego przyblizonego rozwiazania mozna zastosowac
algorytm lub jeden z algorytméw majacych lepsze oszacowanie najgorszego
przypadku, np. typu MULTIFIT 133. W wielu sytuacjach praktycznych realne
jest nawet zastosowanie algorytmu doktadnego, opartego na programowaniu
dynamicznym, o z4ozonosci OCnZklognO, gdzie k Jest liczba klas zadan o
Jednakowych C23.

W p. 3° “wykorzystujemy wyniki uzyskane dla rozdziatu zasobu ciagtego,
gdyz liczba zadan wykonywanych réwnoczesnie jJest <m. Najlepiej, rzecz
jJasna, wyznaczy¢ dla kazdego zbioru czesci zadan optymalny rozdziat
zasobu, co w wiekszosci wypadkéw praktycznych jest w pedni realne
obi iczeni owo.

Przejdzmy teraz do podejscia drugiego, ktoére jest ciekawsze
teoretycznie i pozwala na zidentyfikowanie sytuacji, w ktérych mozna
efektywnie wyznaczy¢é uszeregowanie optymalne CI103. Gtéwna idea tego
podejscia polega na badaniu tzw. potencjalnie optymalnych przydziatoéw
zadan do maszyn, to znaczy przydziatéw majacych te whasnos¢, ze kazde
uszeregowanie optymalne Cczyli przyporzadkowanie zadaniom odcinkéw czasu
pracy maszyn i ilosci zasobu ciagtego minimalizujace TO odpowiada Jakiemu$
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przydziatowi potencjalnie optymalnemu. Latwo wykazac nastepujace
twierdzenie Cdla prostoty utozsamiamy zadanie z Jego indeksenO.

Twierdzenie 4

Dla m maszyn i1 n zadan niezaleznych, niepodzielnych, o funkcjach f»
wklestych, 1 = 1 , 2 , potencjalnie optymalny przydziat zadan do maszyn
jest ciagiem m-elementowych kombinacji zbioru -jl,2,. ..,nJ3 zapewniajacym
niepodzielno$¢ kazdego zadania i majacym maksymalnag d#ugos¢é. Diugosé ta

wynosi n-m+1.

Dla ilustracji rozpatrzmy-nastepujacy przyktad.

Przyktad -
Niech n=5, m=3. Woéwczas przyktadowe potencjalnie optymalne przydziaty
zadan do maszyn maja postac:
Ca} {1.2,3}, {2,3,4 {3.4,53»
Cb} {1.,2,3}-, —{1.2,4}-, {1,2.5}-
Zbadajmy strukture tych przydziatéw, wyrézniajgc zadania Jednoczesciowe
Cwystepujace w doktadnie jednej kombinacji!) oraz zadania wieloczesci owe,
wystepujace w wiekszej liczbie kombinacji. Struktura ta Jest nastepujgca:
Ca> zadania Jednoczes$ciowe: 1,5

zadania wiel oczeSciowe: 2.3,M

liczba czesci 1232
Cb} zadania Jednoczes$ciowe: 3,4,5

zadania wieloczes$ciowe: 1

liczba czesci
Podkreslmy, ze podziat zadania Cto znaczy wartosci xO na czesci
realizowane w réznych kombinacjach nie oznacza, w wypadku potencjalnie
optymalnego przydziatu, przerywaniawykonywaniatego zadania, a wiec nie

narusza zatozenia niepodzielnosci.

Mozemy teraz przedstawicé podejscie do konstrukcji algorytmoéw
szeregowania, ktére sktada sie z dwéch punktoéw:
1° Wybierz potencjalnie optymalny przydziat zadan do maszyn.
2° Dla wybranego przydziatu rozdziel zaséb ciagty.-
Wykonujac punkt 1° wuwzgledniamy strukture przydziatu Cpor. Przyktad},
starajac sie uzyskaé¢ Jej Jak najlepszg zgodno$¢ ze struktura zbioru zadan.

Dla ilustracji tej idei zatézmy, ze f * f, i=1.2 n, czyli struktura
zbioru zadan Jest okreslona wytacznie przez ich stany koncowe ,
i=1,2....n. Niech w rozpatrywanym wyzej przyktadzie wynoszag one:

X, = X = 10, X, = X, = 20, X, = 30. Woéwczas +atwo zauwazyé, ze Jesl"i dla
przydziatu Ca} rozdzielimy zaséb ciagty w ten sposéb, ze kazde zadanie w
kazdej kombinacji otrzyma u”= I/m, to uzyskamy uszeregowanie optymalne.
Odpowiada to bowiem pednej =zgodnosci struktury przydziatu Cpotencjatnie
optymalnego} ze strukturg zbioru zadan Cpodziat Z2 i Z™» na 2 réwne czesci

i Z# na 3 roéwne czesci zapewnia roéwnomiernos¢ “obciazenia™ kazdej
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kombi nacji}. Ten sam wynik otrzymamy dla x*=x~= 30,x"= x = x - 10, Jesli
zastosujemy przydziat CbJ. *
Wykorzystujac powyzsza idee mozna wykazaé szeregwynikéw szczegdtowych,
przyktadowo nastepujacy.-
Twierdzenie 5
Jesli: CiD N=Ff, i=1,2,...,n, f Jest wklesta oraz
Ci0 zbidér zadan Z —Ziu Z2 , gdzie Zlnzz =0,

X, = x<1> dla Zl€ Xl s X, = x(2> dlaZl€ 22; , X(1>> x(2>,
to uszeregowanie optymalne, w ktérym w kazdej chwili kazde zadanie Jest
«wykonywane stata ilosciag zasobu = i/mNistnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
EZ™ ] = m-1. Odpowiada ono potencjalnie optymalnemu przydziatowi

utworzonemu wed#ug schematu CbJ.

Zauwazmy, ze w rozpatrywanym przyktadzie mielismy Juz te sytuacje
CX1: X, = X J> = 30. X = X, = X = X 2> - 1CO.

Oczywiscie, w ogoélnosci potencjalnie optymalny przydziat zadan do
maszyn uzyskany w p. 1° prowadzi tylko do uszeregowania przyblizonego,
nawet jesli p. 2° wykonamy w spos6éb optymalny. Jednak znajac schematy
tworzenia potencjalnie optymalnych przydziatéw 1 wynikajaca stad ich
strukture,mozna wygenerowa¢ przydziat, ktéry z duzym prawdopodobienstwem
prowadzi do uszeregowania optymalnego. Prawdopodobienstwo to mozna
zwiekszy¢ rozpatrujac w p. 2° wiecej potencjalnie optymalnych przydziatoéw,
w skrajnym przypadku wszystkie, co dla rozsadnych rozmiaréw pozwala
rozwigza¢ problem w sposéb doktadny.

Chcac znalezé¢ optymalny rozdziat zasobu dla danego przydziatu, w ogélnosci

musimy rozwiazac problem programowania nieliniowego z liniowymi
ograniczeniami. V  problemie tym" szukamy optymalnego podziatu x*,
i=1,2 n, na czesci realizowane w poszczegélnych kombinacjach. Jesli

czesci te dla kombinacji K oznaczymy przez x*”~, to minimalny czas trwania

t,eJ kombinacji, T., w Tfunkcji x wyznaczamy rozwiazujac roéwnanie C6}
napisane dla i e KJ , ij orazT I Stosujac twierdzenie Lagrange®a +atwo
pokazac, ze dla fL = C.“vl cL> o, a>1, i=1,2,...,n, w optymalnym

uszeregowaniu kazde zadanie wykonywane Jest przez caty czas stalg iloscia
zasobu. Pozwala to zredukowa¢ liczbe zmiennych w odpowiednim problemie
programowania nieliniowego.

Rozdziat zasobéw w p. 2° mozna  takze, rzecz jasna, wyznaczy¢
heurystycznie, dzielagc x. , 1=1,2 n, pomiedzy kombinacje wedtug pewnej
reguty uwzgledniajacej strukture rozpatrywanego przydziatu =zadan do
maszyn. Jak wspomnielismy, mozna wykaza¢, ze w niektdrych sytuacjach reguty

takie prowadzg do uszeregowan optymalnych.
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5. Uwagi koncowe

Przedstawione w pracy dyskretno-ciagte problemy szeregowania maja
istotne znaczenie praktyczne, m. in. w sytuacjach, gdy maszyny Cw
rozumieniu urzadzen wykonujacych pewne zadania} sa zasilane ze wspdélnego
zrédta mocy Celektrycznej, hydraulicznej, pneumatycznej}. Sa one. Jak sie
okazuje, ciekawe takze z punktu widzenia teorii szeregowania. Dotyczy to
zaréwno identyfikacji przypadkéw, w ktérych mozna w sposéb efektywny
obliczeniowo uzyskiwaé¢ uszeregowania optymalne, jak i badania algorytméw
przyblizonych. Ciekawa jest np. analiza najgorszego przypadku dla
algorytméw reprezentujacych podejscia przedstawione w rozdziale 4. Wazne
sa takze liczne mozliwe uog6lnienia przedstawionej metodyki. Moga one
dotyczy¢ np. réznych momentoéw gotowosci zadan, innych kryterioéw

szeregowania czy podejscia wielokryteri alnego.

LITERATURA

[i1] BHazewicz J. , Cellary W. , Stowinski R. , Weglarz J. : Scheduling Under
Resource Constraints-Deterministic Models. J.C. Baltzer, Basel, 1986.

[23 Btazewicz J. , Kubiak W. , Szwarcfiter . Scheduling independent,

fixed-type tasks. W: Sdkowinski R. , Weglarz J. CEds.}: Advances in
Project Scheduling. Elsevier, Amsterdam, 1989, 225-237.

C33 Coffman E.G. CJr.}, Garey M. R. , Johnson D.S. : Approximation
algorithms for bin-packing - an updated survey. W: Ausiello G. ,
Lucertini M. , Serafini P. CEds.}: Algorithms Design for Computer
System Design. Springer Verlag, Wien, 1984, 49-106.

C43 Dror M., Stern H.J. , Lenstra J.K. : Parallel machine scheduling:
processing rates dependent on number of jobs in operation.
Management Sci. 33, No. 8, 1987, 1001-1009.

153 Janiak A.: Dok+adne i przyblizone algorytmy szeregowania zadan i
rozdziatu zasobéw w dyskretnych procesach przemys+owych. Prace
Naukowe Instytutu Cybernetyki Technicznej Politechniki Wroctawskiej
87, Seria Monografie 20, Wroctaw, 1991.

[63 Wegiarz J. : Time-optimal control of resource allocation in a complex

of operations framework. IEEE Trans. Systems, Man and Cybernet.
SMC-6, No. 11, 1076, 783-788

[73 Weglarz J. : On certain models of resource allocation problems.
Kybernetes 2, No. 1, 1980, 61-66.

[83 Weglarz J. : Multiprocessor scheduling with memory allocation - a
deterministic approach. IEEE Trans. Comp-uters C-29, No. 6. 703-710.

193 Weglarz J. : Project scheduling with continuously divisible doubly-

constrained resources. Management Sci. 27, No.9, 1981, 1040-1053.
[103 Weglarz J.: Scheduling nonpreemptable tasks with additional

continuous resource Cw przygotowaniu}.

- . . Recenzent: Prof.dr h. ini. Jerzy Klamka
Wptyneto do Redakcji do 30.04.1992 r.



O ptvnych dyakrotno-cvqgych probl &mQeh. 319

Abstract:

This paper deals with scheduling independent, nonpreemptable tasks on
identical, parallel machines which share a common continuous, renewable
resource Ce.g- power). We start with the discrete formulation Ctask
processing rates depend on a number of tasks processed at time O , which
is a special case of the discrete-continuous Tformulation. Then, on the
basis of the second formulation, we propose two general methods of
constructing approximate scheduling algorithms. The first method 1is a
modification of the method developed for preemptable tasks, whereas the
second one uses the concept of so called virtually optimal assignments of
tasks to machines. Studying the structure of these assignments one can
even find simple rules producing optimal schedules in some cases.



