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Streszczenie: W pracy przedstawiono klasyfikację problemów oraz przegląd wyników w 
dziedzinie harmonogramowania, grupowania i porcjowania zadań z  uwzględnieniem prze -

zbrojeń.

Summary: In the paper, we present a classification of problems and a review of 
results in the area of scheduling, batching and lotsizing with setups.
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Wstęp

W dalszym ciągu przez harmonogramowanie zadań, grupowanie i porcjowanie rozumiemy 
następujące szczegółowe zagadnienia decyzyjne związane z realizacją procesów produkcji -  
rozwiązywane na poziomie sterowania operacyjnego.

Harmonogramowanie zadań polega na przydzieleniu każdemu zadaniu jednego lub więcej 
odcinków czasu na jednej lub więcej maszynach (procesorach, jednostkach wytwórczych, 
itp.) w ten sposób( aby żadne dwa odcinki czasu na tej samej maszynie nie pokrywały się 
(maszyna może w danej chwili wykonywać co najwyżej jedno zadanie) i żeby żadne dwa od­
cinki przydzielone temu samemu zadaniu nie pokrywały się (każde zadanie może być w danej 
chwili wykonywane na co najwyżej jednej maszynie). Poradto uwzględnia ono specyficzne 
wymagania związane ze strukturą system u wytwarzania i bierze pod uwagę różnorodne 
charakterystyki zadań. Zagadnienie harmonogramowania polega na znalezieniu harmonogramu 
wykonywania skończonego zbioru zadań na pewnym skończonym zbiorze maszyn, spełniającego 
zadane wymagania (tzn. dopuszczalnego) i minimalizującego przyjętą funkcję celu. Często 
jest to problem znalezienia tylko harmonogramu dopuszczalnego. Jeśli harmonogram jest 
jednoznacznie określony przez podanie kolejności wykonywania zadań, mówimy wtedy o 
crobiemie szeregowania zadań lub o problemie kolejncć c i o wym. Pierwsze łączne ujęcia 
modeli, problemów i metod harmonogramowania i szeregowania przedstawione zostały w 
klasycznych już dziś książkach 110), 13). Praca 129), dalsze rozwinięcie |20|, jest 
lajnowszym  obszernym przeglądem z tej dziedziny. Harmonogramowanie zadań (operacji) sta­
nowi jedną z najlepiej rozwiniętych dziedzin harmonogramowania produkcji.

Łączenie zadań podobnych w grupy w celu zmniejszenia czasu lub kosztów przezbrojeń 
maszyn nazywane jest grupowaniem  (ang. batching). Jest to zagadnienie decyzyjne, które 
wiaze się z  koncepcjami technologii grupowej 117), 171, 135), (54). Podstawowym próbie - 
cni tej technologii jest to, jak wykorzystać podobieństwa pomiędzy zadaniami (częściami, 
produktami) dla obniżenia kosztów' przezbrojeń i transportu. W yznaczyła ona sobie jako 
główne cele: (1) standaryzację, oraz (2) uzyskiwanie oszczędności w produkcji poprzez 
grupowanie produktów technologicznie podobnych. W ysiłek związany ze standaryzacją sku­
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piony został na procesie projektowania. Cel drugi realizowany jest poprzez definiowanie 
rodzin produktów -  w oparciu o podobieństwa w  procesie wytwarzania, np. podobne lub ta­
kie same uzbrojenie maszyn, podobne marszruty technologiczne -  i następnie całościowe  
lub grupowe przetwarzanie produktów poszczególnych rodzin w jednym gnieździe produkcyj­
nym, np. 113). Ponieważ w gnieździe produkcyjnym można wykonywać wiele rodzin produktów 
o podobnych wymaganiach, a przy przejściu z produktu jednej do produktu innej rodziny 
wymagane jest przezbrojenie (brak jest przezbrojenia pomiędzy produktami tej samej ro­
dziny), wyłania się problem: czy wykonywać produkty każdej rodziny razem, minimalizując 
liczbę przezbrojeń, czy też grupami, godząc się na większą ilość przezbrojeń i minimali­
zując równocześnie inny, ważniejszy wskaźnik jakości.

Przez porcjowanie  (ang. lot-sizing) rozumiemy zagadnienie podziału zadań składających 
się z wielu identycznych elementów, zwanych dalej częściami, na porcje  (podzbiory). Ce­
lem porcjowania są harmonogramy produkcji spełniające zadane wymagania zasobowe i ekono­
miczne; nazywane jest ono również harmonogramowaniem p rzez porcjowanie  154). W literatu­
rze można znaleźć wiele różnorodnych wersji i podejść do problemu porcjowania. Jest ono 
przedmiotem nieustannych badań już od 1958 roku, kiedy to Mannę [32] zaproponował metodę 
harmonogramów dominujących, znanych później jako harmonogramy Wagnera-Whitina 157); w 
pracy [CMW] można znaleźć najświeższe rezultaty dotyczącego tego podejścia. Podejście 
oparte na harmonogramach cyklicznych podsumowane zostało w pracy 116), najświeższe wyni­
ki w tej dziedzinie przynosi praca [1). Jeszcze inne rezultaty dotyczące harmonogramowa - 

nia przez porcjowanie zawarte są w pracach )34], [66), [54).
Zagadnienia harmonogramowania i szeregowania zadań (HS) oraz zagadnienia grupowania i 

porcjowania (GP) rozpatrywane są na ogół oddzielnie. W rozważanych dotąd modelach HS za­
kłada się, że zadania są zdefiniowane przez uprzednio przeprowadzone grupowanie lub por­
cjowanie, a główny w ysiłek skoncentrowany jest na aspektach kolejnościowych problemów 
optymalizacyjnych. Z kolei w modelach GP akcent jest położony na ograniczenia typu zaso­
bowego i ekonomicznego, przy równoczesnym pominięciu kwestii kolejnościowych. W modelach 
HS, w odróżnieniu do GP, pomija się  zjawiska związane z przezbrojeniami maszyn. Różne są 
także metody rozwiązywania problemów optymalizacyjnych z tych dwóch klas. Jeżeli chodzi 
o HS, to  dominują podejścia wykorzystujące strukturalne własności poszczególnych modeli, 
np. zasada zamiany zadań przyległych (reguły Smitha, Johnsona, Jacksona, Monmy), zasada 
ścieżki krytycznej (metody blokowe eliminacji rozwiązań zdominowanych) itp. W przypadku 
GP dominującą rolę odgrywają modele szczegółowe, uwzględniające wiele uwarunkowań i o -  
graniczeń, o bardzo złożonej strukturze, zawierające wiele zmiennych dyskretnych i 
ciągłych, i prowadzące do skomplikowanych problemów optymalizacji dyskretnej. Dla efek­
tywnego rozwiązywania tych problemów stosuje się różnorodne strukturalne metody optyma­
lizacji, prowadzące na ogół do algorytmów heurystycznych.

W niniejszej pracy przedstawiamy modele i zagadnienia harmonogramowania zadań rozsze­
rzone o elem enty pozwalające ująć łącznie aspekty koiejnościowe z aspektami grupowania i 
porcjowania. Podejście takie pozwala wykorzystać prostotę modeli i zgromadzone do tej 
pory 'wyniki na polu tradycyjnego harmonogramowania zadań do całościowego rozwiązywania 
tych trzech zagadnień. Potrzeba takiego podejścia wynika z wielu zastosowań. Na 
przykład, w komputerowo zintegrowanych system ach wytwarzania decyzje związane z grupowa­
niem lub porcjowaniem zadań są wewnętrznie skorelowane z  decyzjami dotyczącymi harmono­
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gramów wykonywania zadań. Klamrą spinającą powyższe zagadnienia jest w przedstawianym 
opracowaniu zjawisko przezbrojeń maszyn, które było dotąd powszechnie pomijane w mode­
lach harmonogramowania zadań. Przedstawiamy klasyfikację problemów, przegląd wyników do­
tyczących złożoności obliczeniowej, informacje o algorytmach aproksymacyjnych i 
dokładnych. Praca rozszerza modele i uaktualnia wyniki przedstawione w pracach 
przeglądowych (61) i |41|.

2. Klasyfikacja problemów

Omawiane dalej modele są uogólnieniami klasycznych sformułowań harmonogramowania za­
dań. i dlatego wykorzystywać będziemy dalej terminologię i notację powszechnie stosowaną 
w tej dziedzinie 120!, 129].

Dany jest zbiór zadań J=fJj Jn>, które mają być wykonywane na maszynach ze zbioru
M=(Mj Mm l. W danej chwili każde zadanie może być wykonywane przez co najwyżej jedną
maszynę i każda maszyna może wykonywać co najwyżej jedno zadanie.

2.1. C harakterystyki zadań i  stru k tury maszyn
W problemach jednom aszynow ych  i problemach z równoległym i iden tycznym i maszynami 

każde zadanie Jj składa się z pojedynczej operacji o czasie wykonywania Pj. W problemach 
przepływ ow ych  (ang. flow shop) i otw artych  (ang. open shop) każde zadanie składa się z
m operacji Oj ̂  O ^j, gdzie O -  jest wykonywana na fvf przez p^ jednostek czasu. W
problemie przepływowym operacje wykonywane są w porządku wyznaczonym przez rosnące inde­
ksy maszyn, natomiast w problemie otwartym porządek wykonywania operacji jest dowolny. 
Inne struktury maszyn, jak jednorodne i różne maszyny równoległe oraz problem gniazdowy 
(ang. job shop) nie będą w tym opracowaniu omawiane.

Innymi typowymi charakterystykami zadania Jj są: t-  -  czas gotowości (do realizacji), 
dj -  pożądany termin wykonania, 3 j -  linia krytyczna, -  czas dostarczenia, Wj -  waga 
(wartość), Cj -  czas zakończenia wykonywania. Ograniczenia kolejnościowe zadane są za 
pomocą skierowanego, acyklicznego grafu G=(J,E) ze zbiorem wierzchołków J i zbiorem 
łuków E; jeżeli w G istnieje ścieżka z Jj do Jj, to zadanie Jj może być rozpoczęte po 
zakończeniu wykonywania zadania Jj: w przyjętej dalej symbolicznej notacji zapisujemy je , 

używając symbolu "prec".

2.2. Przezbrojer.ia maszyn
Przezbrojenia maszyn uwzględniane są w modelu w następujący sposób.

-  Czas przezbrojenia: 2  każdym przezbrojeniem związany jest czas, w którym na maszynie 
nie może być wykonywane żadne zadanie. W harmonogramie dopuszczalnym wygodnie jest in­
terpretować przezbrojenie jako fikcyjne zadanie o długości równej czasowi przezbrojenia.
-  K oszt przezbrojenia: Z każdym przezbrojeniem związany jest koszt uwzględniany w 

w funkcji kryterialnej zagadnienia.
-  Porcjowanie zadania: Dwa kolejne przezbrojenia wyznaczają początek i koniec wykonywa­
nia porcji zadania na maszynie; w szczególności przezbrojenia te określają czasy rozpo­
częcia i zakończenia wykonywania każdej części wchodzącej w skład porcji. Zgodnie z tą 
interpretacją czasy i koszty przezbrojeń mogą być zerowe, same zaś przezbrojenia są 
zdarzeniami wyznaczającymi przedział czasu, w którym części danej porcji okupują 

maszynę.
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Wyróżniamy trzy następujące typy zagadnień harmonogramowa nia zadań z przezbrojeniami 

maszyn.

2.2.1. Przezbrojenia pom iędzy zadaniami
Dla każdej pary zadań (J^Jj) określony jest czas przezbrojenia s; ¿0  (koszt prze -  

zbrojenia c^ O ), potrzebny przy przejściu od wykonywania zadania X do wykonywania Jj. 
Czasy przezbrojeń są niezależne od kolejności (wykonywania zadań), jeżeli s-j=sj dla 
każdego i oraz j, to znaczy czasy te  zależą tylko od zadań wykonywanych po przezbrojeniu 
maszyny; w przeciwnym przypadku mówimy o czasach przezbrojeń zależnych od kolejności. W 
wielu modelach przymuje się założenie, źe czasy przezbrojeń spełniają nierowncść trójką­
ta, to znaczy, że SjjSs^+s^j dla każdego i.k oraz j. Jest ono naturalnie spełnione  
wszędzie tam, gdzie przezbrojenia odbywają się w możliwie najkrótszym czasie i możliwie 

najmniejszym kosztem.
Powyższe pojęcia definiuje się dla kosztów przezbrojeń w analogiczny sposób. 

Początkowe i końcowe przezbrojenia maszyny można traktować tak samo jak pozostałe, 
jeżeli założy się, że przed i po zakończeniu wykonywania zadań maszyna jest uzbrojona do 
wykonywania fikcyjnego zadania. Dla wieiomaszynowych problemów może okazać się konieczne 
wprowadzenie dodatkowych indeksów dla rozróżnienia przezbrojeń na poszczególnych maszy­

nach.

2.2.2. Grupowanie
W zagadnieniach grupowania zbiór zadań rozbity jest na B rozłącznych podzbiorów

zwanych rodzinami i dla każdej pary rodzin fla-IbJ określony jest czas

(koszt) przezbrojenia (cafc|*0), s t,b=cbb“^ dla każdego b; jeżeli maszyna wykonuje
zadanie z rodziny I, bezpośrednio po zadaniu z r o d z i n y  I to po wykonaniu tego osta t-  D 3
niego musi ulec przezbrojeniu, którego czas (koszt) wynosi sab (cab>.

Niech n będzie ciągiem zadań wykonywanych na maszynie; przez n(i) oznaczmy i- te  zada­
nie w n. Każdy maksymalny podciąg zadań w ir należących do tej samej rodziny nazywamy da­
lej grupą. Ciąg grup  I_v taki. że n=(Lj Ly) ,  jest grupowa, reprezentacja, ciągu
a; przezbrojenie maszyny występuje tylko przy przejściu od wykonywania ostatniego zada­

nia w L; do pierwszego w Lj+1. l s i s v - l .  Grupowanie możemy interpretować jako zagadnienie 
zarówno łączenia zadań w grupy, jak i rozbicia rodzin na grupy.

Harmonogramy, w których każda rodzina tworzy jedną grupę,nazywamy grupowymi. Stanowią 
one oddzielną klasę harmonogramów rozpatrywanych w technologii grupowej. Jeżeli B=n. to 
otrzymujemy model rozpatrywany poprzednio, z przezbrojeniami pomiędzy zadaniami.

Do modelu grupowania można wprowadzić dalszą komplikację w postaci podziału zbioru
rodzin na A podzbiorów T .J ^  T ^  zwany dalej typam i rodzin. Oprócz czasów (kosztów)
przezbrojeń sab (cab) występujących pomiędzy grupami będącymi podzbiorami rodzin tego 
samego typu, występują jeszcze dodatkowe czasy (koszty) przezbrojeń śj.g (5 ^ ). które na­
leży uwzględnić przy przechodzeniu pomiędzy grupami należącymi do różnych typów rodzin. 
Te pierwsze nazywane są małym i, natomiast drugie, z uwagi na znaczne większe rozmiary, 
dużym i (głównym i) czasami (kosztam i) przezbrojeń.

2.2.3. Porcjowanie
Obok podziału zbioru zadań J na B rodzin I j J - .—Jg- w zagadnieniach porcjowania 

przyjmuje się. że każde zadanie Jj sk ładacz Q : jednakowych części, posiadających takie
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same czasy wykonywania Pj/Qj ■ takie same pozostałe charakterystyki. Każdy maksymalny 
ciąg części tego samego zadania wykonywanych kolejno na maszynie nazywamy porcja,; istota 
zagadnienia polega na podziale zadań na porcje. W problemach porcjowania wyróżniamy mo­
dele dyskretne, w których czasy wykonywania porcji są wielokrotnościami elementarnych 
kwantów czasu pj/Qj, oraz modele ciągłe, gdzie dowolny podział czasu wykonywania zadania 
wyznacza czasy wykonywania porcji -  i tym samym również same porcje. W tym drugim przy­
padku, jeżeli p jest czasem wykonywania porcji, to jako liczbę części wchodzących w 
skład porcji przyjmujemy Qjp/Pj, bez względu na to, czy jest to liczba całkowita, czy też 
nie. Ciągłe modele stanowią dobrą aproksymację dyskretnych dla wystarczajco dużych Qj, 
są znacznie łatw iejsze do analizy niż dyskretne, i co jest ważne, pozwalają stosować 
niektóre podejścia wykorzystywane w tradycyjnych zagadnieniach harmonogramowania zadań.

Przy przejściu od wykonywania porcji zadania Jj do porcji zadania Jj wymagane jest 
(małe) przezbrojenie, z czasem s-j lub kosztem c —, jeżeli zadania należą do tej samej 
rodziny. Jeżeli Jj£Ia. JjeIb oraz a*b, to (oprócz małego przezbrojenia) wymagane jest 
duże (główne) przezbrojenie z  czasem s afa lub kosztem cafa. W problemach porcjowania przyj­
muje się na ogół, że czasy i koszty przezbrojeń są niezależne od kolejności.

W zagadnieniach porcjowania rolę elementarnej jednostki pracy przyjmuje część. 1 tak, 
w miejsce czasu zakończenia wykonywania zadania rozpatruje się czas zakończenia wykony­
wania części, przy czym istotnym elementem jest tu wybór sposobu, w jaki jest on wyzna­
czany. Jeżeli część może być dostarczona natychmiast po jej wykonaniu, po wykonaniu por­
cji lub zadania, to czas zakończenia wykonywania części definiowany jest jako, odpowied­
nio, j e j  rzec zyw is ty  czas wykonania, czas wykonania o sta tn ie j części w porcji lub o sta t­
n ie j części w zadaniu. Zauważmy, że w pierwszym przypadku otrzymujemy model zagadnienia 

grupowania, w którym wszystkie zadania rodziny są identyczne.
W wielomaszynowych zagadnieniach porcjowania podstawowe w klasycznych modelach 

założenie, że żadne zadanie nie może być wykonywane w tym samym czasie na więcej niż je­
dnej maszynie, przestaje obowiązywać. Przyjmuje się natomiast, że żadna porcja nie może 
być równocześnie wykonywana na dwóch lub więcej maszynach. Dopuszcza się różne rozmiary 
porcji tego samego zadania na różnych maszynach, jednakże w problemie przepływowym wy­
konywanie porcji na danej maszynie nie może być rozpoczęte, jeżeli wszystkie jej części 
-  a więc również porcje zawierające te części -  nie przeszły operacji na maszynie po­

przedzającej.

2.3. Funkcje celu
Rozważane są dwa ogólne typy funkcji celu. Typ pierwszy zawiera sianoaruowe lunac-jc 

kryrerialne zagadnień harmonogramowania, których argumentami są czasy wykonania zadań 
Cj, w przypadku zadań porcjowania, czasy wykonania części. Przyjmują one postać f [nax lub

gdzie:

-  czas wykonania wszystkich zadań,

-  maksymalna nieterminowość,
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E(wj)Cj=£jgj(wj)Cj -  łączny (ważony) czas wykonania zadań.

E(w .)T j*ijgj(W j)T j, gdzie Tj=max{0,Cj-dj}) -  łączne (ważone) opóźnienie,

E(w.)U,=E. ,(w .)U., gdzie U .=1, jeżeli C->d., U-=0, w przeciwnym przypadku -  suma 
J J J J J J J J

(ważona) zadań opóźnionych.
Typ drugi zawiera jedną funkcję, którą jest całkowity koszt przezbrojeń.

2.4. Notacja symboliczna problemów
Stosować będziemy trójpolowy zapis problemów a |0 lr ,  wprowadzony przez Grahama i in­

nych [201, patrz również [29], dla konwencjonalych problemów harmonogramowania zadań, 
uzupełniony o informacje dotyczące czasów i kosztów przezbrojeń. Przez » oznaczamy sym ­

bol pusty.
Pierwsze pole opisuje strukturę maszynową i ma postać a ^ c o , ,  gdzie «jep.P .F .O ) (• = 

pojedyncza maszyna, P -  równoległe identyczne maszyny, F = problem przepływowy, O = pro­
blem otwarty) oraz a^eKm} (» = dowolna liczba maszyn, m = liczba maszyn jest ustalona 
i wynosi m).

Pole drugie 0 opisuje charakterystyki zadań. Obok tradycyjnej zawartości tego pola, 
patrz np. (20), [291, wprowadzamy do niego opis przezbrojeń

* ,€ (..  Sj. Sjj, sb. sab. s bi f , sjS- f), 
gdzie * = zerowe czasy przezbrojeń, Sj Cs—) = przezbrojenia pomiędzy zadaniami
(również zagadnienie porcjowania) z niezerowymi czasami, niezależnymi (zależnymi) od ko­
lejności, sb (sab) = zagadnienie grupowania z czasami przezbrojeń niezależnymi 
(zależnymi) od kolejności, sb5j. (s^Sj.) = zagadnienia grupowania (porcjowania) z małymi i 
dużymi czasami przezbrojeń, niezależnymi od kolejności;

discr. cont),
gdzie • = zagadnienie inne niż porcjowanie, discr (cont)= zagadnienie porcjowania z dy­
skretnymi (ciągłymi) porcjami.

Trzecie pole yr, opisujące funkcję celu, przyjmuje postać r = r ,(ó iTl'2 + ł 3 ' Sdzie o -  
znacza funkcję celu pierwszego typu, w której definicja czasów wykonania części, w przy­

padku zadania porcjowania, określona jest przez i ,  a i y ,  są łącznymi kosztami, odpo­
wiednio. małych i dużych przezbrojeń.

?,€{», C , L , EC., Ew C .. ET . Ew.T.. EU., Ew .U.).'1 max' max j’ j j' j' j f  f  j  j 1'
przy czym y, =« oznacza brak składowej pierwszego typ" w funkcji celu, 

óe(*. item, sublot. loti.

gdzie • = zagadnienie inne niż porcjowanie (w tym przypadku pomijany jest nawias przy 
7j). item (sublot, lot) = czas wykonania części zdefiniowany jest jako rzeczywisty ter­
min jej wykonania (jako czas iwykonama ostatniej części w porcji, jako czas wykonania o -  
statniej części w zadaniu). Dwa ostatnie składniki mają postać

T2€{», Tej. Ec.j, Ecb. Ecab). 73e(«. E5r  Ecfg).

gdzie - •  brak składowej dane typu, Ex0 = suma kosztów wszystkich przezbrojeń typu x &.

Na przykład, 1 11 Ec ĵ oznacza problem minimalizacji łącznego kosztu przezbrojeń w jed-
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nomaszynowym zagadnieniu harmonogramowania z przezbrojeniami pomiędzy zadaniami, w 
którym koszty przezbrojeń zależą od kolejności, a czasy są zerowe. Wszystkie zadania są 
niepodzielne i gotowe do realizacji w chwili zerowej.

l | r ;, s . |L  jest problemem minimalizacji maksymalnej nieterminowości w jednomaszyno- j  d m a x
wym zagadnieniu grupowania, w którym czasy przezbrojeń nie są zależne od kolejności, a 
zadania mają określone czasy gotowości do realizacji n .

PUjśpCont I Ew jCjCsublotJ+Ecj+Ecj. jest problemem porcjowania zadań na równoległych, 
identycznych maszynach, w którym występują małe i duże przezbrojenia niezależne od kolej­
ności, z niezerowymi czasami. Zadania są dzielone na porcje w sposób ciągły i gotowe do 

realizacji w chwili zerowej. Czas wykonania części wyznaczony jest przez czas wykonania 
ostatniej części w porcji (częśó może być dostarczona po wykonaniu całej porcji). Celem 
jest minimalizacja kosztu przebywania części w system ie wytwarzania plus kosztu w szyst­
kich małych i dużych przezbrojeń.

3. Złożoność obliczeniowa, algorytmy dokładne i heurystyczne

Bieżący stan badań w dziedzinie harmonogramowania, grupowania i porcjowania zadań z 
uwzględnieniem przezbrojeń przedstawiony został w skondensowanej formie w Tabelach 1 i 
2. Zawierają one informacje o złożoności obliczeniowej poszczególnych problemów oraz o 
algorytmach dokładnych i heurystycznych. W tym ostatnim przypadku informacje ogranicza­
ją się do podania złożoności obliczeniowej algorytmu i wskazania literatury; w przypadku 
algorytmów heurystycznych złożoność obliczeniowa jest pomijana -  należy przyjąć, że 
jest on» z reguły wielomianowa. Zgodnie z zasadą przyjętą w tej pracy, uwzględnione zo -  

stały  tylko problemy (odnosi się to szczególnie do zagadnień porcjowania), które mieszczą 
się w ramach wyznaczonych przez ogólny model zagadnień harmonogramowania zadań -  

najważniejsze jest tu założenie o jednostkowej przepustowości maszyn.
W tabelach pojawia się wielkość p określająca dokładność algorytmu heurystycznego. 

Jest ona zdefiniowana następująco. Niech H(I) będzie wartością funkcji celu otrzymaną 
przez heurezę H dla problemu konkretnego I, a OPT(I) minimalną wartością funkcji celu 
dla I. Dokładność algorytmu H, dla najgorszego przypadku, określona jest (dla zagadnień 

minimalizacji, w których OPT(I)>0 dla każdego 1) w tej pracy przez

P  = suplH(l)/OPT(l); po wszyskich I).

W rozważanych modelach nie rozpatruje się kwestii podzielności zadań, tak jak jest 
ona formułowana w konwencjonalnych problemach. Porcjowanie zadań jest jednak w pewnych 
przypadkach równoważne dzieleniu. (przerywaniu) w sensie tradycyjnym, np. gdy czas wyko­
nania części wyznaczony jest przez czas wykonania zadania, a porcje są ciągłe.

Wśród w>yników teoretycznych wybija się obserwacja poczyniona przez Monmę i Pottsa 
[37], że zasada przyległych zadań, prowadząca w przypadku zagadnień klasycznych do 
słynnych algorytmów Smitha, Jacksona i Johnsona, przenosi się ar odpowiednich zagadnie­
niach grupowania na zadania tych samych rodzin -  dla czasów przezbrojeń zależnych od ko­
lejności i spełniających nierówność trójkąta. Wynik działania tej zasady jest zatem nas­

tępujący.
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Tabela 1
Złożoność obliczeniowa problemów z przezbrojeniami pomiędzy zadaniami i 
problemów grupowania

Problem Pr zezbrojen ia  
pom iędzy zad. 
B=n

Harmonogramowanie 
g rupow e

Grupowanie

^ sab^ m ax NP-tr. NP-tr. 
(Komiwojażer * x) (Komiwojażer ■ *) 
A lg . dokładne i (Jak w 1 kolumn.) 
h e u ry st.:  [28]

NP-tr.
(Komiwojażer * *) 
(Jak w 1 kolumn.)

1 |s b |L max O(nlogn) np. 1291 

(Alg. Jacksona)

O(nlogn) [411164]

(Alg. Jacksona dla 
zagregowanych zad.)

NP-tr. (już dla s fa=s) 16]

B ustalone: 0 (B 2n2B) [37] 
dj<0: heureza z p=3/2 [62.64]

l lr j*sb ICmax 0<nlogn) [64]|29] 
(Jak wyżej)

O(nlogn) [6211641 
(Jak wyżej)

NP-tr.(już dla s b=s) |64]|6] 
(Jak wyżej)

' " Lm a A O(nlogn) 

(Jak wyżej)

O(nlogn) 

(Jak wyżej)

NP-tr. (już dla c b=c) [6] 

B ustalone: 0 (B 2n2B) [371141]

l l s b iLmax+Icb O(nlogn) 
(Jak wyżej)

Oinlogn) 
(Jak wyżej)

NP-tr. [6]

1 ' sa b ' Lmax NP-tr. NP-tr. 

(Komiwojażer «  *) (Komiwojażer a  *)

NP-tr.

2
B ustalone: 0 (B  nB +B) [37[

1 |c b= l,p rec |Icb “ “ N P-tr. [43] 

B=2: 0(n2) [43]

USbilW jGj 0(nlogn) np. 129] 

(Alg. Smitha dla

dla Pj+Sj)

Oinlogn) [37][41] 

(Alg. Smitha dla

zagregowanych zadań)

Otwarty (otwarty dla W j = l )  

B ustalone: 0 (B 2n2B)

(dla W j«l. 0 (B 2nB)) [37] 
Alg. dokładny: [33]

lliZ w .C .+Z c.
J J D

Oinlogn) 

(Jak wyżej)

Oinlogn) 

(Jak wyżej)

Otwarty (otwarty dla w .= l)
J

B ustalone: 0 (B 2nB) [37|

1 Is, i£w  .C +Sc. b j j b
Oinlogn) 
(Jak wyżej)

Oinlogn) 
(Jak wyżej)

Otwarty

1 1 IKN Otwarty Otwarty Otwarty

B u sta lon e: 0 (B ~ n B ) [2]
Heurezy: i 21] [25] (21
A lg . doki ,(B = 2 ) : [44]



Harmonogramowanie zadań 361

Hl^ab N'P-tr. NP-tr. 
Komiwojażer * x  Komiwojażer ■ x 
(Jak w 3 kolumn.) (Jak w 3 kolumn.)

Np-tr.
Komiwojażer = x
Alg. wielomianowe: |18][28]
Heurezy: [28]

IIIEWjCj+Sĉ NP-tr.

A lg . dokładne i 
heurezy: 141

NP-tr. NP-tr.

1 |sb|EUj O(nlogn) np. 129! 

(A.Moor&Hudgson)

Otwarty NP-tr. (już dla sb=s)

B ustalone: 0 (B 2nB+1) [37]

l||Z U .+ Z eb CKnlogn) np. [29) 

(Jak wyżej)

Otwarty NP-tr. (już dla cb=c)

B ustalone: 0 (B 2nB+1)[37,41]

n Pj=i,a.izcab Otwarty (NP-tr. dla dowolnych 

Pj. (61)
Algorytmy dokładne: 1191(36] 
[151126]

P |s b ICmax N P -tr . np. 129] 
Heurezy [29]

N P -tr . np. [29] 
H eurezy [29]

N P-tr. np. 129]

P |s b |EC. O (n lo g n ) np.[29] 
( R eguła SPT)

Otwarty Otwarty

PHICj+ECh O (n lo g n )  np.|29] 
(Jak  w y ż e j)

Otwarty Otwarty

F 2 lsb ICmax O(nlogn) [60] CKnlogD) [46] Otwarty

(F 2 " Cmax+IV m>2: heurezy [59] B ustalone: <XB2n2B) [371

F 2 'sa b 'Cmax N P-tr. NP-tr. 
(Komiwojażer « x) (Komiwojażer «  x) 
Spec. przypadki:
0(nlogn)(48,49.50]
Heurezy:[22,23,24]

NP-tr.
(Komiwojażer «  x)

° 2 l s b ICmax Otwarty Otwarty Otwarty

Komiwojażer «  x oznacza redukowalność, w sensie teorii NP-zupełności, problemu. 
Komiwojażer do rozważanego problemu x; = oznacza równoważność.
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Złożoność obliczeniowa probiemów porcjowania
Tabela 2

Problem Sposób wyznaczania czasu wykonania części 
A = item a = lot A = sublot

1 |sJ-*|L max(A)+Lcj CHnlogn) 145]
(Alg. Jacksona, zad. 
nie są d z ie lo n e )

O(nlogn)
(Jak w 1 kolumnie)

Ośnlogn)
(Jak w 1 kolumnie)

Hrj ,qj .sj,contiCmaxCA) N P-tr. (65) N P-tr. 165] N P-tr. 165]

(Dla dj <0:
11 r j.Sj.cont I Lmax(A>)

Heureza z p=3/2 [65] (Jak w 1 kolumnie) (Jak w 1 kolumnie)

11 Sj,*! EWjCjCA) O(nlogn) 114] 
(Alg. Smitha, zadań, 
nie są dzielone)

O(nlogn) [411 
(Jak w 1 kolumnie)

Otwarty
n=l,*=cont: 0(1)114] 
n=l.*=discr: [40] 
n>l:heurezy [14]|40]

11 cont i EWjCj(A)+2Cj O(nlogn) 
(Jak wyżej)

O(nlogn) 
(Jak wyżej)

Oinlogn) [41]

11 s j ,* 1 EUj(A)

U IM Z U jtA H Z cj)

N P-tr. [27] NP-tT. [27] N P-tr. [27]

P 2 |s / |Cmax(ń)

( P 2 | , |W A)+£cj)

NP-hard |37]|41| NP-hard (37)141] NP-hard [37][41]

P |Sj.contlC max(A) Heurezy (oszac. P): 
I38JI12]

(Jak w 1 kolumnie) (Jak w 1 kolumnie)

P 1 SjS b,cont I Cmax(A) Heurezy:[52)i58][53] (Jak w 1 kolumnie) (Jak w 1 kolumnie)

F 2 |s / iCW W Otwarty 
n= l: 0 (1 ) [42]

Otwarty
(Jak w 1 kolumnie)

Otwarty
(Jak w 1 kolumnie)

* odnosi się do obydwu sposobów podziału zadania: cont i discr.

Jezeii (zależne od kolejności) czasy przezbrojeń spełniają nierówność trojkata. to 
istnieje harmonogram optymalny, w którym zadania tej samej rodziny 
( ł | s ai)ILmaY ) : występują w kolejności niemalejących dj;
O ls_ , |2 iv  C . )  : występują w kolejności niemalejących p-/w.;

dD J J J J
( J |s 0, |E w £ 7 . )  nie spóźnione, występują w kolejności niemalejących p-/w ,

3 0  J J j  j
(F 2lsab \C m ay )  : i oraz j występują w kolejności i,j, jeżeli m inlp^.p-jjsm inipjj.p^).
Własność ta umożliwia konstrukcję algorytmów programowania dynamicznego, które są wielo­



Harmonogramowanie zadań 363

mianowe ze względu na n i wykładnicze ze względu na B. Jednakże z wyjątkiem bardzo 
małych B ich znaczenie jest wyłącznie teoretyczne.

Wobec tego, że pojawienie się przezbrojeń w modelu harmonogramowania zadań wyraźnie 
pomniejszyło zbiór problemów rozwiązywalnych w wielomianowym czasie, dużego znaczenia 
nabierają algorytmy heurystyczne. Jak wynika z Tabel 1 i 2, są one powszechnie propono­
wane do rozwiązywania zadań optymalizacyjnych, jednakże analiza ich dokładności 
przeważnie polega na badaniach eksperymentalnych. Pierwsze analityczne podejścia do sza­
cowania dokładności heurez, wykorzystujące metodę analizy najgorszego przypadku, 
pojawiły się w pracach Monmy i Pottsa 138), Chena [121 i autora (621, 163], (64 i (651.

Ponieważ przedstawione modele harmonogramowania są znacznie bliższe rzeczywistości 
niż konwencjonalne i równocześnie zachowują prostotę charakteryzującą te ostatnie, można 
spodziewać się intensyfikacji badań w kierunku proponowanym w niniejszej pracy.

Zagadnienia harmonogramowania z przezbrojeniami maszyn wychodzące poza ramy 
nakreślone w pracy lub zawierające w swoich sformułowaniach elementy specjalne, 
odbiegające od ogólnego modelu, rozważane są w pracach 151, [441, 1311, [39], [551, 
[471.
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A b s t r a c t :

Batching and lotsizing problems, on the one hand, and scheduling and sequencing 
problems, on the other, are nearly always considered in the literature separately. We 

understand by batching the decision problem of whether or not to schedule similar jobs 
contiguously, and by lotsizing, the decision on when and how to split a production lot 
of identical items into sublots. Scheduling and sequencing problems are concerned with  
optimal allocation of limited machine resources to  jobs, activities, over time, in the 
paper, we consider a general scheduling model involving machine setups, which combines 
batching and lotsizing with scheduling. In the paper, the element which brings together 
the three fields is the phenomenon of machine setups. A review of problems, computatio­
nal complexity results and algorithms for this general model is given.


