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STOCHASTYCZNA ANALIZA NOSNOSCI GRANICZNEJ

Streszczenie. Praca dotyczy modelowania stochastycznego osrodka gruntowego metodami
nosnosci granicznej. Zaproponowano probabilistyczne modyfikacje metod oszacowan i
charakterystyk, ktdre zastosowano do oceny nosnosci granicznej tawy fundamentowej
posadowionej na idealnie spoistym podtozu. W pierwszym przypadku, wyznaczono
dystrybuanty nosnosci granicznej stanowigce probabilistyczne, gdrne i dolne oszacowania.
Metode charakterystyk powigzano ze stochastyczng metoda réznic skonczonych, a przyjecie
spéjnosci w postaci pola losowego pozwolito na uwzglednienie w analizie przestrzennej
zmienno$ci osrodka gruntowego.

STOCHASTIC APPROACH TO THE LIMIT ANALYSIS

Summary. The paper deals with a stochastic modeling of soil medium using limit analysis
methods. Modifications of theorems of limit analysis and the method of characteristics are
proposed. They are applied to a problem of bearing capacity of a strip footing based on the
ideally cohesive subsoil. The distribution functions of the bearing capacity are considered as
the probabilistic upper and the lower bounds. In the case of the method of characteristics, the
stochastic finite difference method has been adopted. The influence of the spatial variability
of cohesion on the standard deviation of the ultimate collapse load has been determined.

1 Wprowadzenie

Stan nos$nosci granicznej podtoza gruntowego jest to taki stan, w ktérym podtoze traci
zdolno$¢ przenoszenia obcigzen. Analiza procesu osiggniecia tego stanu, zwykle oparta na
teorii materiatow sprezysto-plastycznych, jest pracochtonna i nie zawsze konieczna z punktu
widzenia metod projektowania. Podejsciem alternatywnym, gdzie istotny jest przede
wszystkim efekt kofAcowy, a nie poprzedzajace go stany, jest metoda nosnosci granicznej.
Celem tej metody jest wyznaczenie wielkosci obcigzenia, przy ktéorym podtoze, a wiec i

posadowiona na nim konstrukcja, ulega zniszczeniu.
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W praktyce najwieksze zastosowanie znalazta metoda oszacowan, oparta na tzw.
twierdzeniach no$nosci granicznej (twierdzenia ekstremalne) oraz metoda charakterystyk. W
pierwszym przypadku podstawowe sg dwa twierdzenia ekstremalne: statyczne i
kinematyczne, pozwalajace na znalezienie oszacowania nos$nosci od dotu i od géry, czyli na
wyznaczenie przedziatu, w ktérym miesci sie Sciste rozwigzanie zagadnienia. W przypadku
gdy obcigzenia graniczne wyznaczone na podstawie obydwu twierdzen pokrywajg sie,
otrzymany wynik jest S$cistym rozwigzaniem problemu. Przy pewnych zatozeniach,
rozwigzanie takie uzyskuje sie réwniez metodg charakterystyk.

Dla os$rodka stochastycznego wystepujace w warunku plastycznosci parametry
wytrzymatosSciowe stajg sie w og6lnym przypadku funkcjami losowymi. WielkoSciami
losowymi beda réwniez goérne i dolne oszacowania no$nosci granicznej. Ich dystrybuanty
mozna rozumie¢ jako probabilistyczne oszacowania no$nosci granicznej (Augusti, Barrata,
1972).

W pracy przedstawiono zagadnienie no$nosci stochastycznego podtoza gruntowego, na
ktorym posadowiona jest tawa fundamentowa. Dla uproszczenia, rozwazania ograniczono
tylko do osrodka gruntowego idealnie spoistego, w ktérym spo6jno$¢ gruntu jest traktowana

zaréwno jako zmienna losowa, jak i pole losowe.

2. Metoda oszacowan

W celu znalezienia dolnego oszacowania no$nosci podioza poddanego obcigzeniu od
fundamentu, nalezy skonstruowac statycznie dopuszczalne pole naprezenia, dla zadanej
geometrii i sposobu obcigzenia podtoza. Dla tawy fundamentowej posadowionej na
potprzestrzeni stanowigcej idealnie spoisty o$rodek gruntowy mozna przyja¢ rdzne pola
(Chen [2]). Z uwagi na to, ze w rzeczywistym osrodku gruntowym naprezenia
rozprzestrzeniaja sie z glebokoscig na coraz to wieksze powierzchnie, dobre rozwigzanie
uzyskuje sie przyjmujac pole naprezenia przedstawione na rys. la.

Nos$nos¢ graniczna jest w takim przypadku réwna:
0)
Wykorzystujac metode momentéw (Benjamin, Comell [1]) mozna bezposrednio obliczy¢
warto$¢ oczekiwang i wariancje powyzszego oszacowania:

E[Q,]1=( ¢+7 D) B , Var[Qs]=25-B2mr@ (2)
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Rys. 1 Statycznie dopuszczalne pole naprezen i kinematycznie dopuszczalny mechanizm

zniszczenia dla podtoza obcigzonego tawg fundamentowg

Fig. 1 Statically admissible stress field and kinematically sufficient failure mechanism for the

subsoil loaded by the strip footing

Roéwniez w celu znalezienia gornej oceny wielkosci obcigzenia granicznego mozna

przyjmowac rézne kinematycznie dopuszczalne mechanizmy zniszczenia [2], Dobre wyniki

uzyskuje sie przyjmujac tzw. mechanizm translacyjny, polegajacy na poslizgach sztywnych

blokéw (rys. Ib). Gorne oszacowanie nosnosci jest nastepujace:

Warto$¢ oczekiwana i wariancja takiego oszacowania sg natomiast réwne:
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Nosnos¢ graniczna podtoza Q [kN]

Rys. 2. Dystrybuanty oszacowan i rozwigzania doktadnego nosnosci granicznej podtoza
Fig. 2. Distribution functions of lower and upper bounds and the exact solution

4
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Na rys. 2 przedstawiono dystrybuanty dolnego i gérnego oszacowania no$nosci granicznej
podtoza dla rozwazanego stanu naprezenia i mechanizmu zniszczenia. Przyjeto tu, ze nosnos¢
graniczna jest zmienng losowg o rozkfadzie normalnym. Dystrybuanty dolnego i gornego
oszacowania nosno$ci granicznej ograniczaja rzeczywiste rozwigzanie, w rozwazanym

przypadku dystrybuante rozwigzania doktadnego uzyskanego metodg charakterystyk.

3. Metoda charakterystyk

Dla zagadnienia tawy fundamentowej posadowionej na idealnie spoistej potprzestrzeni,

znane jest tez rozwigzanie Sciste, ktére uzyskuje sie metoda charakterystyk (rys. 3).

Rys. 3. Nacisk fundamentu na potprzestrzen i réwnowazny schemat statyczny z naniesiong siatkg
charakterystyk
Fig. 3. Strip foundation on half-space and its static scheme with a net of characteristics

Zgodnie z [5], no$nos¢ granicznajest réwna:
Qch=[2-c(x,y)(I+rr/2)+r-D]-B ®)

Woyrazenie (5) jest tzw. rozwigzaniem doktadnym, do ktérego powinny sie zbliza¢
rozwigzania uzyskane dla rozpatrywanego statycznie dopuszczalnego pola naprezenia i
kinematycznie dopuszczalnego mechanizmu zniszczenia. Tak jak poprzednio, tatwo

sprawdzi¢, iz warto$¢ oczekiwana i wariancja nos$nosci granicznej sg réwne:
E[Qc]=[2-¢(\+nI2) +yD\-B , Var[&,]- 4-(I+zr/2)2 B2-a] ©)

Dystrybuante tak otrzymanego rozwigzania rowniez przedstawiono na rys. 2.

W przedstawionych rozwazaniach spdjnos¢ traktowano jako zmienng losowa. Takie
podejscie nie uwzglednia przestrzennej zmiennos$ci osrodka gruntowego, co w istotny sposéb
wplywa na wyniki analizy. W rzeczywisto$ci wiasciwosci mechaniczne gruntu przyjmuja

rézne wartosci w poszczegblnych punktach osrodka. Bardziej uzasadnione jest zatem
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przyjecie spdjnosci jako pola losowego c=c(x,y). Do dalszej analizy przyjeto jednorodne i
izotropowe pole opisane nastepujaca funkcja korelacyjna:
J2(r) = (1 + A-|r])-exp(-/1-|r]) @)
gdzie: Xjest wspotczynnikiem zanikania korelacji, a r odlegtoscig miedzy dwoma punktami
osrodka.

Warto zauwazyé, ze zmienna losowa jest granicznym przypadkiem pola losowego,
odpowiadajacego petnej korelaciji, tj. 2=0.

W takim ujeciu nalezy zmodyfikowa¢ metode charakterystyk. Odpowiednig propozycje
przedstawiono w pracy [3], gdzie metode charakterystyk powigzano ze stochastyczng metoda
réznic skofczonych. W efekcie pozwolito to na wyprowadzenie uktadu stochastycznych
réwnan rézniczkowych opisujacych zachowanie sie osrodka w stanie granicznym, a nastepnie
odpowiadajacych im réwnan réznicowych.

W metodzie réznic skofAczonych najpierw dobiera sie szereg dostatecznie blisko siebie
potozonych punktéw. Znajac potozenie dwdch sasiednich punktow (xi, yi) i (x2 y2) oraz
przyporzadkowane im wielko$ci pomocnicze s\, O\ oraz s% (h, poszukuje sie wspotrzednych
Pmyu) iwartosci sM On sgsiadujagcego z nimi punktu M:

x\mgl g + t |-*2-tg] 02- ] +y2-yj

xm =-

tgla +:  tgty— (8)

oraz przyporzadkowanych im wielko$ci pomocniczych:
M SI+"2 | cw(a-02)+(cw -Ci)ctg 2- A+-
{CM=-C2)-Ctg =0 (9)

On =0\ SM ~SL4fM-cCl o 2

gdzie: 6 - kat, jaki tworzy kierunek wiekszego naprezenia gtdwnego do z osig poziomax,

(0CT7) r

Cli, 02 - naprezenia gtéwne,
y- ciezar objetoSciowym gruntu,

y - rzedna rozpatrywanego punktu osrodka gruntowego.
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Nalezy zauwazy¢, ze wyrazenia (8) okreslajace wspotrzedne punktu M sg takie same, jak
dla przypadku osrodka deterministycznie jednorodnego [5]. Wystepujace w nich wielkosci
pomocnicze 9\ \& sg jednak polami losowymi. Istotne réznice dla o$rodka
deterministycznego i stochastycznego wystepujg we wzorach (9). Dla tego pierwszego, w
obydwu wyrazeniach (9) wystepujatylko dwa pierwsze sktadniki.

Obliczenia wedtug wzoréw (8) i (9) przeprowadza sie dla wszystkich par sasiadujacych ze
sobg punktéw, co ostatecznie pozwala na wyznaczenie stanu naprezenia w okreslonym
obszarze. W os$rodku stochastycznym jest to réwnoznaczne z jedng realizacjg, gdzie stan
naprezenia w rozwazanym obszarze okresla sie dla jednej generacji pola losowego
wiasciwosci osrodka. Dopiero zastosowanie metody Monte Carlo pozwala na wyznaczenie
probabilistycznych charakterystyk szukanych wielkosci. W pracy wykorzystano model
generacji wielowymiarowego pola losowego, ktory zaproponowat Wilde (1981).

W przypadku os$rodka stochastycznego fundamentalne znaczenie ma wihasciwa
dyskretyzacja. Wzory metody charakterystyk (8) i (9) zostaly przedstawione w postaci
wyrazen zawierajacych réznice skoriczone. Takie podejscie wigze sie SciSle z przyjeciem
kroku obliczeniowego lub ogdlniej dyskretyzacjg osrodka. Na rys. 4 przedstawiono wyniki
obliczen (realizacje siatek charakterystyk) uzyskane dla dwoch réznych dyskretyzacji
osrodka. Obliczenia przeprowadzono dla ustalonej ustalonej warto$ci obcigzenia q=2 kPa
roztozonego na odcinku o dtugosci L=8 m, dla o$rodka niewazkiego, wartosci oczekiwanej
spéjnosci ¢ =10 kPa, odchylenia standardowego ac=2 kPa. Na rys. 4a widoczne jest, iz
przyjecie zbyt duzego kroku obliczeniowego moze prowadzi¢ nawet do przeciecia sie
charakterystyk dwu rodzin, co jest nierealne. W przedstawionym ujeciu istotny jest charakter
zmiennos$ci opisujagcego osrodek gruntowy pola losowego. Dla pdl szybkozmiennych (2»0)

siatka charakterystyk musi by¢ znacznie bardziej zageszczona (rys. 4b).

Rys. 4. Realizacja siatek charakterystyk dla osrodka stochastycznego
Fig. 4. Nets of characteristics for stochastic soil medium

Zmiane odchylenia standardowego no$nosci granicznej w zaleznosci od zmiennosci pola
losowego, czyli od wielkosci wspétczynnika zanikania korelacji X, przedstawiono na rys. 5.

Widoczne jest tu, ze dla matych korelacji, co jest blizsze rzeczywistemu o$rodkowi
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gruntowemu, odchylenie standardowe nos$nosci maleje. W skrajnym przypadku, dla braku
korelacji (A —» 00) odchylenie to dazy do zera, co oznacza, ze no$no$¢ graniczna staje sie

zmienngdeterministyczng, ajej dystrybuanta prostg pionowa.

Wspétczynnik zanikania korelacji

Rys. 5. Odchylenie standardowe nosnosci granicznej a wspotczynnik zanikania korelacji A
Fig. 5. Variation of standard déviation of the bearing capacity versus corrélation decay coefficient A

4. \WhnioskKi

Probabilistyczne oszacowania no$nosci granicznej stanowig dodatkowag miare
bezpieczenstwa konstrukcji i pozwalajag na ograniczenie od dolu i od gory
prawdopodobienistwa wystapienia awarii.

Zaproponowana w pracy stochastyczna adaptacja metody charakterystyk pozwala na
uwzglednienie przestrzennej zmiennosci o$rodka gruntowego w metodzie nos$nosci
granicznej. Istotne znaczenie w analizie ma dyskretyzacja osrodka, ktora jest $cisle zwigzana
z charakterem zmiennosci pola losowego, modelujgcego wiasciwosci osrodka gruntowego.
Dla p6l szybkozmiennych nalezy przyja¢ maty krok obliczeniowy, czyli odpowiednio
zageszczong siatke charakterystyk. Dla p6l wolnozmiennych obliczenia sg podobne do
deterministycznych. Korelacja przestrzenna osrodka gruntowego ma bardzo istotny wplyw na
charakterystyki  statystyczne nosnosci granicznej. Dla braku korelacji, odchylenie
standardowe oporu granicznego dazy do zera.

Bez utraty og6lnosci mozna stwierdzi¢, iz proponowane podej$cie moze by¢ stosowane

rowniez dla osrodkow sypkich, a takze dla innych zagadnien geotechnicznych.
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Abstract

Limit analysis methods applied to a strip footing based on the stochastic subsoil are
presented in the paper. Bearing capacity is estimated using both static and kinematic theorems
of limit analysis as well as the method of characteristics. In the first case, it is assumed that
the soil’s cohesion is treated as a random variable. As a result, the distribution functions of the
bearing capacity, considered as the upper and the lower bounds, have been found. In the case
of the method of characteristics, the cohesion is considered to be a random field. The
stochastic finite difference method based on the Monte Carlo technique has been adopted. It
allows determination of the influence of the spatial variability of cohesion on the variance of
the ultimate collapse load of the bearing capacity problem. The paper shows that the variance
of the bearing capacity vanishes for decreasing correlation of the cohesion. The presented
approach can be directly applied also to frictional soils as well as to other geotechnical

structures, such as slopes and embankments, retaining walls, etc.



