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WYBRANE METODY STATYSTYCZNE STOSOWANE
W DEFINIOWANIU CHARAKTERYSTYK KONSOLIDACYJNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono metodyke analizy statystycznej stosowang przy
wyznaczaniu wybranych charakterystyk konsolidacyjnych jako funkcji pewnych parametrow.
Przedstawiono metody wyznaczania wspétczynnikéw funkcji regresji w oparciu o rdzne
miary dopasowania predykcji do danych empirycznych wraz z algorytmem optymalizacji
wyboru warto$ci parametréw modelu przy minimalizacji $redniego btedu wzglednego.
Opisano na przyktadach wptyw miary dopasowania na wyniki analizy statystycznej,
wykorzystujac wyniki badan laboratoryjnych na prébkach torfu i gytii pobranych z poligonu
do$wiadczalnego Antoniny Katedry Geoinzynierii SGGW.

SELECTED STATISTICAL METHODS APPLIED IN DETERMINATION
OF CONSOLIDATION PARAMETERS

Summary. The analysis of statistical methods used in the determination of consolidation
characteristics as a function of other parameters is a very important task in the determination
of settlement. Selected methods for estimation of coefficients of a regression function and an
algorithm to calculate these coefficients are presented in this paper. The results obtained from
calculation examples have shown that the reliability of statistical analysis depends on the
choice of criteria to assess the fitness of experimental prediction.

1. Wstep

Wyznaczanie charakterystyk odksztatceniowych gruntéw organicznych (torfu i gytii)
jako funkcji wybranych parametrow jest niezbedne w prognozie osiadan podtoza pod
obcigzeniem. Na catkowity proces osiadan podtoza organicznego skiadajg sie trzy etapy
odksztatcen, naktadajacych sie na siebie i przebiegajacych réwnoczesnie: poczatkowe,
konsolidacyjne i wtérne. Jako parametr stosowany do obliczen osiadan poczatkowych

zaproponowano modut odksztatcenia objetosciowego Eu, ktdry jest funkcjg dwdch
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zmiennych: dewiatora naprezenia q i naprezenia konsolidacyjnego crkt to znaczy

Eu~/(?>ak) e Parametrem zastosowanym w pracy do obliczeh osiadan konsolidacyjnych
jest modut odksztatcenia E - modut Younga, ktdry jest funkcjg dwdch sktadowych
naprezenia cr, i cr3, to znaczy E =/(cr,,cr2). Jako parametr stosowany do obliczen
osiadan wtornych zaproponowano odksztatcenie ss, ktdre jest funkcjg dewiatora naprezenia
g, czasu t i Sredniego naprezenia <Br, to znaczy ss = f(g,t,crjr).

Przeprowadzone badania laboratoryjne odksztatcen na prébkach torfu i gytii pobranych z
podtoza nasypu doswiadczalnego Katedry Geoinzynierii SGGW w Antoninach pozwolity na
wyznaczenie empirycznych zwigzkéw konstytutywnych opisanych powyzej przy

zastosowaniu metod analizy regresji.

2. Wybdr zaleznosci funkcyjnej miedzy badanymi cechami

Analiza regresji polega na wyznaczaniu zwigzkéw funkcyjnych miedzy kilkoma
badanymi cechami i zbadaniu istotnosci tych zwigzkéw. Pozwala to na wyznaczenie
empirycznych zaleznosci, ktére umozliwiajg obliczanie wartosci jednej cechy (np. modut
odksztatcenia Eu) jako funkcji Kilku innych cech (np. dewiatora g i naprezenia ak). Metody
analizy regresji sg Scisle zobiektywizowane jedynie w przypadku modelu liniowego lub typu
liniowego (np. model wielomianowy), gdzie mozna doktadnie wyznaczy¢ wspétczynniki i
zweryfikowa¢ hipotezy dotyczace istotnosci wspotczynnika korelacji. W przypadku innych
modeli, ktére czesto lepiej opisujg rzeczywisto$¢, mozna uzyskac jedynie wyniki przyblizone
i dlatego bardzo wazna jest wkasciwa metoda wyznaczania wspotczynnikéw takiego modelu.

W oparciu 0 wiedze dotyczacg badanych cech i odpowiednie wykresy wykonane na
podstawie danych empirycznych mozna dokona¢ wyboru postaci funkcji regresji

i) =1(x1x2,-,xm), @
gdzie y oznacza zmienng zalezng (opisywana), a Xi_ %, .., Xm Sg zmiennymi opisujgcymi.
Wzor tej funkcji zalezy od pewnej liczby parametrow al,a2,...,.ak zwanych
wspotczynnikami regresji. Dlatego tez wprowadzono dalej oznaczenie
f(x]1,x2,...xm) =f(x1,x2,...,.xm;a},a2 ak). Liczba tych parametrow (czyli wartos¢ k) nie
powinna by¢ za duza, chociaz przy wiekszej liczbie parametrow dopasowanie funkcji jest

lepsze.
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Nalezy zaznaczyc¢, ze w przypadku zaleznosci od wielu zmiennych wybor odpowiedniej
postaci funkcji jest trudny i w duzym stopniu subiektywny. Dlatego tez proponuje sie
zbadanie kilkunastu modeli w celu wybrania funkcji regresji najlepiej dopasowanej do
posiadanych danych empirycznych. Dla zapewnienia poréwnywalnosci zgodnosci
poszczeg6lnych modeli z danymi empirycznymi nalezy dokona¢ wyboru wiasciwej miary
dopasowania.

3. Rézne miary dopasowania modelu do danych empirycznych

Po ustaleniu postaci funkcji regresji y =f{xxx2,...,xmaxaz2,...,ak) nalezy wyznaczy¢
wartosci parametrow  al,a2,...,ak, tak aby predykcje yt=f(xl,x2,...,xma],a2,...,ak)
obliczone dla danych wartosci xk , k=1,2,..m byly w odpowiednim sensie bliskie
wartosciom empirycznym vy, dla i=1, 2,..., n. Wsrdd stosowanych miar zgodnosci modelu z
danymi nalezy wymieni¢ przede wszystkim:

1. wspodtczynnik zgodnosci e 1 dany wzorem:

@

gdzie y jest wartoScig $rednigcechy y ,

2. wspdtczynnik korelacji krzywoliniowej R, ktéry dla (pl <1 jest dany wzorem:

)

3. miary bezwzgledne:
a. suma kwadratéw reszt (residual) lub suma odchyleri kwadratowych SSD (sum

of square deviation) dana wzorem:
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b. Srednie odchylenie kwadratowe MSD (mean square deviation) dane wzorem:

MSD-JIsSD .~Zk-f}) , (5)

4. miary wzgledne:
a. Srednie kwadratowe odchylenie wzgledne MSRD (mean square relative
deviation) dane wzorem:

\

ssH ;$§ m m & > [ ©)
b. maksymalne odchylenie wzgledne lub maksymalny btagd wzgledny MRD

(maximal relative deviation) dane wzorem:

MRD = max Y:7Ys = max 5y, @)
Y,
c. Srednie odchylenie wzgledne lub sredni biad wzgledny MRE  (mean relative error)
dany wzorem:
I1ny _y 1n
M i?7£=-X ZLy-,Zi-:hS/:iA’ @)

Podstawowg miarg dopasowania badanego modelu do danych empirycznych stosowang
dotychczas w analizie regresji jest wspdtczynnik korelacji krzywoliniowej R . Wartosci R
bliskie 1 Swiadczg o silnej zaleznosci miedzy zmienng objasniang y i zmiennymi
objasniajagcymi (xi,x2,...,xIn) (Elandt 1964, Kaczmarek 1970). Zatem wspdtczynniki funkcji
regresji mozna wyznacza¢ maksymalizujac wspotczynnik korelacji, czyli minimalizujac
sume odchylert kwadratowych SSD. Postepowanie takie prowadzi do klasycznej metody
najmniejszych kwadratéw (MNK) szeroko opisywanej w literaturze.

Minimalizacja btedéw bezwzglednych predykcji Ay, moze dawac¢ znaczne bledy
wzgledne dyt, szczeg6lnie dla matych wartosci empirycznych yi. Zatem ze wzgledow
inzynierskich warto poszukiwac funkcji regresji w oparciu 0 minimalizacje wzglednych miar
dopasowania przedstawionych powyzej. Jest to zmodyfikowana metoda najmniejszych

kwadratéw (ZMNK) stosowana w niektdrych wspotczesnych programach obliczeniowych.
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4. Metody wyznaczania wspotczynnikdw funkcji regresji

Stosujac przedstawione powyzej miary dopasowania modelu do danych empirycznych,
zaproponowano nastepujgce metody wyznaczania wspotczynnikéw a],a2,...,ak funkcji
regresji y =f(x1,x2,...,xm;ai,a2,...,ak) .

Sposob 1. Minimalizacja ze wzgledu na parametry a,,a2,...,ak wartosci SSD, gdzie:

SSD=YJ(ylt-yt) =¢ (y, - f(xli,x2i,...,xm;al,a2,...,ak)) . 9)

Jest to klasyczna metoda najmniejszych kwadratow prowadzaca do minimalizacji
wspditczynnika zgodnosci pl, czyli maksymalizacji wspdtczynnika korelacji R .
Sposdb 2. Minimalizacja ze wzgledu na parametry al,a2,...,ak wartosci sumy kwadratow

btedéw wzglednych danej wzorem:

/ » X2 .
Yor¥o =27 ~0'< -/(*Mx2,...xnl;aua2  ak)) . (10)
y’ Wyv

Jest to metoda najmniejszych kwadratow z wagami (zmodyfikowana metoda najmniejszych
kwadratéw), gdzie wartosciami wag sg dane empiryczne y f. Prowadzi ona do minimalizacji
Sredniego kwadratowego odchylenia wzglednego MSRD okre$lonego wzorem (6).

Spos6b 3. Minimalizacja ze wzgledu na parametry a,,a2,...,akprocentowego $redniego
btedu wzglednego  MRE m00% (czyli S$redniej arytmetycznej procentowych bleddw

wzglednych ) okre$lonego wzorem:

MRE m00% =—V Y 7Y 100%-=- ¢ +~+~, - f(xu,x2i xm:a,,a2,...ak) L00%. (11)
«W Y, «w PM

Minimalizacja tej funkcji prowadzi do zmodyfikowanej metody najmniejszych kwadratow.

Spos6b 4. Minimalizacja ze wzgledu na parametry a],al,...,ak wartosci maksymalnego

procentowego btedu wzglednego MRE -100% danego wzorem:

MRD-m%= max Yi"Y: 1000%- max ¥» = f(xu’Zb»"Xmeal.flz  fit) (12)
i=1,2 n
2oy, Y,

Nalezy zauwazyé, iz przy zastosowaniu sposobow 2, 3 i 4 mozna uzyska¢ funkcje
regresji, dla ktorych wspétczynnik zgodnosci <2 >1, co uniemozliwia obliczenie
wspotczynnika korelacji R . Przy wyborze miary dopasowania stosowano przede wszystkim

sposob drugi lub trzeci, a takze ewentualnie sposéb czwarty, poniewaz niewielkie
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pogorszenie S$redniego bledu wzglednego moze daé znaczne zmniejszenie biedu
maksymalnego.

5. Optymalizacja wyboru wartosci parametrow modelu

Metoda wyznaczania wspotczynnikow funkeji regresji y =f(xi,x2,...,xm;ai,a2,...,ak)
jest w kazdym z wyzej przedstawionych sposobéw taka sama. Prawg strone wzorow (9),
(10), (11) lub (12) traktuje sie jak funkcje rézniczkowalng wspotczynnikéw at,a2,...,ak.
Obliczane sg pochodne czastkowe tej funkcji wzgledem zmiennych a],a2,...,ati po

przyréwnaniu ich do zera rozwigzywany jest odpowiedni uktad k réwnan, na ogét
nieliniowych, zwanych w literaturze uktadem réwnan normalnych. Rozwigzanie takiego
ukfadu jest mozliwe w zasadzie tylko numerycznie. Obliczone w ten sposéb wartosci
wspodtczynnikéw podstawiano do wzoru danej funkcji / i wyznaczano wartosci yij, a
nastepnie pozostate wartosci btedow.
Do wyznaczenia wsp6tczynnikdw funkcji regresji mozna stosowac pakiety statystyczne
Statgraphics, SPSS, Statistica lub program Excel. Jednak stosowanie kazdego z nich
oddzielnie prowadzi do wynikow, ktore nie sg zadowalajace. Dlatego tez zaproponowano w
pracy nastepujacy algorytm optymalizacji wyboru wartosci parametrow modelu, ktory przy
zatozeniu iz ostatecznym celem jest minimalizacja funkcji (11) (funkcja celu), ma postac:
1 ustalenie postaci funkcji regresji y =f(x1,x2,...,xm;al,a2,...,ak),
2. ustalenie poczatkowych wartosci wspotczynnikow modelu ,
3. wyznaczenie za pomoca programu statystycznego SPSS 10.0 wartosci parametrow
modelu minimalizujgcych funkcje (9),

4. uzyskane w punkcie 3 wartosci parametréw przenoszone sg do programu
Statgraphics Plus 4.1, w ktérym minimalizowana jest funkcja (10),

5. uzyskane w punkcie 4 wartoSci parametrow przenoszone sg do programu Excel i za
pomoca Solvera minimalizowana jest funkcja (11),

6. zapisywanajest najmniejsza warto$¢ funkcji (11) (czyli warto$¢ MRE-100% ) dla

parametréw uzyskanych w punkcie 5. Nastepnie realizowany jest punkt 2,
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7. z wartosci otrzymanych w punkcie 6 wybieranajest najmniejsza, a odpowiadajace jej
wartosci wspotczynnikéw modelu (uzyskane w punkcie 5) uznawane sg za parametry
zatozonego w punkcie 1 modelu.

Za pomocyg tego algorytmu mozna podda¢ analizie wiele modeli, czyli réznych postaci
funkcji/ .

6. Wpltyw miary dopasowania na uzyskiwane wyniki analizy statystycznej

Poszukiwanie matematycznego modelu, ktéry dobrze opisuje dane zjawisko, jest
zagadnieniem bardzo trudnym i ztozonym, szczegdlnie gdy chodzi o wybor postaci
zaleznodci  funkcyjnej. Po dokonaniu wyboru takiej zaleznoSci nalezy wyznaczy¢
wspotczynniki modelu w oparciu o ustalong miare zgodnosci, ktérej wybor powinien zostaé
dokonany przed rozpoczeciem obliczed. Przedstawiona w pracy metoda wyznaczania
wspotczynnikéw funkcji regresji w oparciu o inne niz korelacja miary dopasowania ma
wazny aspekt inzynierski, gdyz moze prowadzi¢ do ograniczenia btedow wzglednych,
jednoczes$nie zachowujac wysoki wspotczynnik korelacji.

Ponizej przedstawiono na przyktadach wptyw wyboru réznych miar dopasowania na
wyniki predykcji dla rédznych rodzajéw odksztatcerr i wybranych postaci funkcji regresji.
Wyniki zamieszczono w tabelach, w ktérych przyjeto nastepujace skroty:

Min. MRE - oznacza minimalizacje Sredniego btedu wzglednego w %,
Min. MRD - oznacza minimalizacje maksymalnego btedu w %,
Max R - oznacza maksymalizacje wspotczynnika korelacji.
Tablica 1

Odksztatcenia poczagtkowe (torf). Wyniki porownawczej analizy statystycznej dla modelu
E{q,uk)=a, -g°* -er?

Symbol Min. MRE Min. MRD Max R

Suma odchyler kwadratowych SSD 36,44 36,08 23,68
Wspotczynnik korelacji w % R m00% 85,05 85,22 90,57
Sredni btad wzgledny w % MRE-100% 20,57 24,39 25,42
Maksymalny btad wzgledny w % MRD-100% 243,91 52,87 134,3
Odchylenie standardowe bt. wzglednych S 22,054 14,558 17,99
Mediana btedéw wzglednych Me 18,315 24,656 19,55
Liczba btedow powyzej $redniej w % 39,8 50,8 41,11
Przedziat ufnosci dla warto$ci MRE -100%

a) dolna granica 18,55 23,06 23,77

b) gorna granica 22,60 25,73 27,07
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Tablica 2

Odksztatcenia wtorne (gytia). Wyniki poréwnawczej analizy statystycznej dla modelu

£s{t,q,crir) = a, *arctg(t-a2 +ai)+ai mrctg(q a5+a6)+a7marctg(crir-as+a9)

Symbol Min. MRE Min. MRD Max R

Suma odchylen kwadratowych SSD 1803,07 7949,23 785,92
Wspétczynnik zgodnosci 2 0,294 1,295 0,128
Wspotczynnik korelacji w % 70100% 84,04 - 93,38
Sredni btad wzgledny w % MRE »00% 28,99 50,46 67,24
Maksymalny btad wzgledny w % MRD m00% 179,25 93,48 1128,22
Odchylenie standardowe bt. wzglednych S 29,227 25,440 178,771
Mediana btedéw wzglednych Me 24,200 54,844 14,487
Liczba bteddw powyzej Sredniej w % 74 56,0 13,2
Przedziat ufnosci dla warto$ci MRE +100%

a) dolna granica 25,81 47,69 47,81

b) gérna granica 32,16 53,23 86,68

Tabela 2 zawiera takze wspdtczynnik zgodnosci <2, poniewaz w przypadku minimalizacji
maksymalnego btedu wzglednego nie mozna wyznaczy¢ wspotczynnika korelacji (wzor (3)),

gdyz q2=1,295.

7. Podsumowanie

Z przedstawionej powyzej poréwnawczej analizy statystycznej nalezy wnioskowac, ze
przyjecie konkretnej miary dopasowania ma istotny wptyw na uzyskiwane wyniki. Wydaje
sig, ze rodzaj tego dopasowania nalezy okresli¢ przed przystagpieniem do obliczen. Stosowana
najczesciej miara dopasowania, jaka jest wspdtczynnik korelacji, moze prowadzi¢ do dos¢
zaskakujacych wynikéw, np. w tabeli 2 maksymalizacja R prowadzi do $redniego biedu
wzglednego 67,24 % i maksymalnego btedu wzglednego 1128,22 %, a R=93,38 %. Jak
pokazuja wyniki przedstawione w tabeli 1, minimalizacja maksymalnego btedu wzglednego
moze znacznie ten blgd obniza¢ nie powodujac zwiekszenia innych parametrow

(wspotczynnik korelacji, sredni btad wzgledny).
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Abstract

The analysis of statistical methods used in the determination of consolidation
characteristics as a function of other parameters is a very important task in the determination
of settlement. Selected methods for estimation of coefficients of a regression function and an
algorithm to calculate these coefficients are presented in this paper. The results obtained from
calculation examples have shown that the reliability of statistical analysis depends on the

choice of criteria to assess the fitness of experimental prediction.



