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KONSYSTENTNY MODEL LEPKOPLASTYCZNY - KONCEPCJA
| WERYFIKACJA DOSWIADCZALNA

Streszczenie. W pracy przedstawiono opis modelu gruntu, ktéry jest w stanie opisac¢
procesy obcigzania zalezne od czasu. Opis ten jest uog6lnieniem bardzo czesto stosowanego
w mechanice gruntbw modelu Modified Cam Clay. Podano rdéwniez weryfikacje
do$wiadczalng modelu.

CONSISTENT VISCOPLASTIC MODEL - CONCEPTION AND EXPERI-
MENTAL VERIFICATION

Summary. The paper describes a soil model, which can describe time-dependent loading.
This description is a generalisation of Modified Cam Clay Model, frequently used in the soil
mechanic. Experimental verification of the model is also given.

1. Wstep

Jak wykazujg doswiadczenia, bardzo czesto mamy do czynienia z wrazliwoscig materiatdw
nie tylko na $ciezke obcigzenia, ale takze na sposob i czas, w jakim to obciazenie nastepuje.
Klasyczne modele zdolne sa w miare dokfadnie opisaé pierwsza z przedstawionych
wiasciwosci. Chcac uwzgledni¢ dalsze z nich, musimy uogdélni¢ stosowane modele
wprowadzajac zalezno$¢ od czasu. Modelami takimi sg m. in. modele lepkoplastyczne.
Poréwnanie stworzonych dotychczas modeli konstytutywnych opisujacych lepkoplastyczno$é
znajduje sie w publikacji autora [7].

Problem ten jest szczegdlnie dostrzegalny w gruntach spoistych, o czym przekonujg nas
wyniki uzyskane przez autoréw [9], ktérzy do badan uzyli gruntu Honey Clay (grunt bardzo
spoisty). Lepkoplastyczno$¢ w cytowanym badaniu manifestuje sie tym, ze im wyzsza
predko$¢ odksztatcenia, tym wieksze obserwujemy naprezenie potrzebne do $Sciecia probki.

W pracy przedstawiony bedzie konsystentny model opisujacy lepkoplastycznos$¢, ktory jest

uogOlnieniem czesto stosowanego w mechanice gruntdw modelu Modified Cam Clay.
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Podobny sposéb opisu dla betonu mozna znalez¢ w publikacji Rene de Borsta [4],
Uogo6lnione bedzie réwnanie lepkoplastycznego wzmocnienia oraz warunek plastycznosci.
Nastepnie pokazana bedzie szczeg6towa posta¢ funkcji materiatowych w przypadku osiowej
symetrii, ktéra opisuje badanie w komorze aparatu trojosiowego Sciskania. W zakres

rozwazan wejdzie tez weryfikacja doswiadczalna analizowanego modelu.

2. Ogodlne réwnania modelu

Analizujgc zadanie, przyjeto, ze odksztatcenia lepkie (op6znione) obserwowane sg po
osiagnieciu przez punkt w przestrzeni naprezen powierzchni plastycznos$ci. Zatozono réwniez,
ze struktura ogo6lnych réwnan opisujacych sprezysto-plastyczno$¢ pozostaje bez zmian,
natomiast wptyw czasu jest uwzgledniony w réwnaniu wzmocnienia. Podano tez og6lniejsza
posta¢ réwnan opisujacych powierzchnie plastycznosci, jak i powierzchnie potencjatu. Ze
wzgledu na fakt, ze proces zachodzi w czasie, réwnania te podawane sg w formie
predkosciowej. Nalezy tez dodaé, ze analizowa¢ bedziemy zwigzki konstytutywne w
naprezeniach efektywnych dziatajgcych na szkielet gruntowy.

Pierwszym z réwnan opisujacych model jest rownanie dekompozycji odksztatcen, ktdre

przyjmie postac:
E=1ze+ evp, (1
gdzie: e - predkos$¢ odksztatcen catkowitych, £c- predkos$¢ odksztatcen sprezystych,

£ - predkos$¢ odksztatcen lepkoplastycznych (w ogélnosci niesprezystych).

Drugim z postawionych tutaj réwnan opisujacych problem jest prawo sprezystosci, ktdre

podawane jest identycznie jak w klasycznej teorii plastycznosci:
o0=Dee. (2)

Wyzej oznaczono:

o- predko$¢ wektora naprezenia, D - macierz statych sprezystych materiatu.

Odksztatcenia niesprezyste £\ obserwujemy wtedy, gdy stan naprezenia w przestrzeni
naprezen osiggnie powierzchnie plastycznosci. Funkcje plastycznos$ci i potencjatu (rézne w

niestowarzyszonym prawie ptyniecia) zatozymy odpowiednio:

F(<t, k,k) =0, G(o,k,k)=0. 3)
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Charakterystyczny w powyzszych réwnaniach jest fakt zaleznosci obydwu rozwazanych
powierzchni nie tylko od poziomu naprezenia w analizowanym punkcie i wartosci parametru
wzmocnienia, ale réwniez od jego predkosci. Ten sposob uogodlnienia réwnan (5) podany
zostat w pracy [4].

Prawo ptyniecia (w ogélnym przypadku prawo niestowarzyszone) zapiszemy w postaci:

da 4

Tutaj X jest skalarowym mnoznikiem wyrazajagcym diugos¢ wektora £viw zaleznosci od
dtugosci gradientu powierzchni potencjatu.

Prawo lepkoplastycznego wzmocnienia zostato przyjete w nastepujgcej postaci:

k = riox:)8vp-r2(o,0. )
W powyzszym:k - jestskalarowym parametrem wzmocnienia, natomiast T, i T2- sg
funkcjami materiatowymi. Takie ujecie lepkoplastycznosci zostatopokazane w pracach [4] i
(5]
Dla uzupetnienia kompletu og6lnych réwnahn problemu podamy ponizej warunek
zgodnosci, ktory dla przyjetej w (5) przyjmie postac:

p_dF L 8Fm dF o ©)
da 8k 8-:

Analizujagc powyzsze rownanie, stwierdzamy, ze w poréwnaniu z teorig sprezysto-
plastycznosci jest ono uzupetnione o jeden czion zawierajacy drugg pochodng parametru «
po czasie.

Rozwiazujac uktad powyzszych réwnan, dochodzimy do réwnan konstytutywnych, ktére

dla dalszych analiz przedstawimy w nastepujacy sposob:
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Sciste rozwiazanie podanego wyzej réwnania jest zadaniem bardzo trudnym. Rozwiazanie
to bywa w ogdlnym przypadku niewykonalne. Analityczne rozwigzania podobnego
zagadnienia dla kilku szczeg6lnych przypadkéw mozemy znalez¢é w [10]. W pracy przyjeto

numeryczne rozwigzanie tak postawionego problemu. Przyjmujac krok czasowy At oraz

wykorzystujac schemat catkowania Eulera mozemy znalez¢ warto$¢ mnoznika X w kroku

czasowym n+1:
¢cU=--V£. ©)

k*l =-k Af+-k

Oczywiscie wartosci oraz /tinz poprzedniego kroku czasowego s znane. Po wyznaczeniu

wartosci  wracamy do rownania (8) i otrzymujemy poszukiwane zwigzki miedzy

niezmiennikami naprezenia i odksztalcenia.

3. Szczegdtowa postaé funkcji materiatowych

W celu opisania zachowania sie probki gruntu w aparacie trojosiowego S$ciskania
konieczne jest rozpisanie zwiazkéw (1-8) dla przypadku osiowej symetrii. W dalszej czesci
bedziemy operowa¢ niezmiennikami naprezenia i odksztatcenia, ktére w przypadku osiowej

symetrii obliczymy nastepujaco:
p'="\(<ri+20-3), erroy-oy,

2 . (10)
ev=e,+2s3, £s=-(Sj-s3),

gdzie: p' - naprezenie $rednie, Q' - dewiator naprezenia, ev - odksztalcenie objetoSciowe,
£s - odksztatcenie postaciowe,

Jak to juz bylo wspomniane wczesniej, model ten jest uogdlnieniem modelu Modified
Cam Clay (pozycje [1], [2], [3], [6]), dlatego tez rdéwnania, opisujgce ten model,
wykorzystywane sg rowniez przy okre$laniu rozwazanego modelu lepkoplastycznego.
Réwnaniami  uwzgledniajagcymi  lepkoplastyczno$¢ sg tutaj réwnanie powierzchni
plastycznosci oraz prawo wzmochienia.

Funkcje opisujacag powierzchnie plastycznosci przyjmowac bedziemy jako rowng funkcji

potencjatu (przyjmujemy stowarzyszone prawo ptyniecia), ktdrg zapiszemy:



Konsystentny model lepkoplastyczny - koncepcja i weryfikacja doswiadczalna 91

F{P',<}'Po)=g(p'- .Pc)=<R+M2P[P~(Pc+APc)]=0- 01)

Jak fatwo zauwazy¢ w powyzszym, powierzchnia plastycznosci jest podobna do powierzchni

definiowanej przez MCC, roznicgjest uzaleznienie jej od predkosci cisnienia prekonsolidacji
pc, ktore zostato przyjete jako parametr wzmocnienia.

Pozostalo nam do okre$lenia prawo wzmocnienia lepkoplastycznego, ktore przyjmiemy

W postaci:

(12)
W powyzszym wyrazeniu oznaczono: pco- poczgtkowa warto$¢ ci$nienia prekonsolidacji, a
Aew i e —odpowiednio: niesprezysta czes¢ i aktualna warto$¢ wskaznika porowatosci. We
wzorze tym, zgodnie z propozycjg Dragona i Mroza [5], mamy z lewej strony predkos¢
parametru wzmocnienia, natomiast po prawej wptyw zaréwno wartosci pc , jak i czesto
stosowang w mechanice gruntow zalezno$¢ od predkosci lepkoplastycznej czesci
odksztatcenia.

Tak opisany model charakteryzuje sie szeScioma parametrami: X, k, M, G, A, B, gdzie
cztery pierwsze sa parametrami modelu MCC, natomiast dwa ostatnie sg nowymi statymi
rozpatrywanej koncepcji.

Po ustaleniu szczeg6towych postaci funkcji materiatowych przystepujemy do rozwigzania
réwnania (7). W tym celu, szukajagc parametréw w nim wystepujacych, dochodzimy do

zaleznosci:
s=-M*pA Pc* +- H2p ~(pc+Apc
pA Pc t- W2p ~(pc+Apc)]
h=-M\2p- Qc+Apc)]2K A2Gq2- M4AA(1+kg)[2p ~(pc+A pc)](zi +1)

¢ =6qG£s+M 2pBpc(A +1)

4. Numeryczna symulacja modelu

Do numerycznej analizy wybrano symulacje dwdéch badan w aparacie tréjosiowego
$ciskania. Pierwsze z nich - $cinanie probki bez drenazu (ev = 0) przy réznych predkosciach

odksztatcania probki. W drugim dos$wiadczeniu obcigzano prébke z umozliwieniem drenazu.
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Analizowano $cinanie prébki naprezeniem dewiatorowym po uprzedniej konsolidacji.

Parametry modelu przyjete w symulacji maja nastepujagce wartosci:

G =40 MPa, M= 1.25, A= 0.05,
k = 0.005, /2c=130kPa, eo=1.5,
A =0.08, B = 0.002.

Symulacja badania bez drenazu byla przeprowadzona dla trzech réznych predkosci

odksztatcenia: 3.6, 0.45 oraz 0.05 ® .Poréwnanie $ciezek ,,q-p" oraz ,,q-ss", uzyskanych z

modelu lepkoplastycznego, ze $ciezkami otrzymanymi z modelu Cam Clay oraz wyznaczo-

nych z badan pokazane jest na rysunkach 1 i 2. Poréwnanie to odnosi sie¢ do predkosci

odksztatcania prébki 0.05 . Natomiast na rysunku 3 zebrano przebiegi $ciezek ,,q-s" dla

wszystkich omawianych predkosci uzyskane zaréwno poprzez symulacje numeryczng przy

uzyciu modelu lepkoplastycznego, jak i uzyskanych z doswiadczen.

Rys. 1 Sciezka ,,g-p" dla badania bez drenazu Rys-2. Sciezka ,,g-es" dla badania bez drenazu
Fig. 1 Undrained test - ,,q-p" path Fig. 2. Undrained test —,q-Es path
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-num 3.6
-bad 3.6
num 0.45
-bad 0.45
-num 0.05
-bad 0.05

odksztatcenie [%]

Rys. 3. Pordwnanie wynikéw testu numerycznego z doswiadczeniem - badanie bez drenazu
Fig. 3. Comparison of numerical test results with experiment - undrained test.

Badanie z drenazem przeprowadzono z predkoscia ok. 0.5 € , ktora to predkosc

gwarantowata zerowe ci$nienie wody w porach podczas testu. Poréwnanie przebiegu Sciezki

,,q-es” otrzymanej z symulacji numerycznej z doswiadczeniem przedstawione jest na

rysunku 4.

Rys. 4. Poréwnanie wynikow testu numerycznego z doswiadczeniem - badanie z drenazem
Fig. 4. Comparison of numerical test results with experiment - drained test.
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5. Whnioski

Po analizie zaprezentowanego w pracy modelu oraz wynikdw testu numerycznego mozna
stwierdzi¢, ze model lepkoplastyczny w ujeciu wyzej zaprezentowanym jest zgodny z
rzeczywistoscig. Patrzac na rysunki 1i 2, widzimy lepszg symulacje eksperymentu, niz ma to
miejsce przy uzyciu modelu Cam Clay. Nalezy jednak zauwazy¢ (por. rys. 3), ze choc
uzyskano zalezno$¢ stanu naprezenia od predkosci odksztatcania sie probki, to brak jest
zgodnosci z doswiadczeniem analizowanych Sciezek w catym przedziale badania, jak i przy
wszystkich predkosciach. Takze podobne poréwnanie dla badania z drenazem informuje nas o
niepetnej zgodnosci ilosciowej. Uzyskane na tym etapie modelowania wyniki wskazujg na
kierunki dalszej pracy. Tak wiec nalezatoby przyja¢ poprawny sposéb wyznaczenia
parametréw modelu (tutaj zostaly przyjete w sposob heurystyczny), a takze zastosowac
bardziej zaawansowany od MCC ksztatt powierzchni ograniczajacej i posta¢ réwnan
opisujagcych problem. Przede wszystkim nalezy przeanalizowa¢ prawo wzmocnienia,
uzupetniajagc go o zalezno$¢ od plastycznych odksztatcen postaciowych (wg koncepcji
Wildego). W dalszych etapach konieczne bedzie zbadanie zachowania sie tak opisanego
modelu w stanie prekonsolidacji, a takze w innych sytuacjach charakterystycznych dla

lepkoplastycznosci (np. zjawiska petzania i relaksacji).
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Abstract

The paper presents a viscoplastic constitutive model, which is a generalisation of the MCC
model. It includes extended yield surface equation and hardening rule. The last equation is
created according to Mroz [5]. The other equations are the same as in the MCC model.
Constitutive expressions and also numerous algorithms to solve the problem are shown and a
simulation is made of shear test for a sample in a triaxial apparatus at various strain rates
(undrained test) and in drained test. There is a good conformity with the laboratory tests but
some differences show that the next step should use a more complicated model and should

design a method of material constants determination.



