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WPLYW POSTACI ROZKEADU WYTRZYMALOSCI BETONU NA
ROZKtAD NOSNOSCI ZGINANEGO PRZEKROJU ZELBETOWEGO

Streszczenie. W pracy przeanalizowano wptyw skosnosci rozktadu wytrzymatosci betonu
narozklad momentu mszczacego zginanego przekroju zelbetowego. Analiza wykazata duze
zréznicowanie wspdtczynnikow skosnosci i sptaszczenia otrzymanych rozktadéw momentow,
atakze, dla betonu nizszej klasy, znaczace réznice prawdopodobienstw uzyskania wartosci
momentu mniejszej od no$nosci obliczeniowej w zalezno$ci od przyjetego typu rozktadu
wytrzymatosci betonu.

INFLUENCE OF THE DISTRIBUTION TYPE OF CONRETE STRENGTH
ONDISTRIBUTION OF THE RESISTANCE OF REINFORCED CONCRETE
CROSS-SECTION UNDER BENDING

Summary. Influence of the skewness of the distribution of concrete strength on
distribution of the ultimate moment of reinforced concrete cross-section under bending was
analyzed. Significant differences of the coefficients of skewness and excess of resultant
distributions were observed and also, for the concrete of lower strength, considerable
differences of the probability of not reaching the design value of ultimate bending moment
depending on the assumed distribution type of concrete compression strength.

1 Wstep

Badanie omoéwione w niniejszym artykule stanowig przyczynek do rozwoju metod
projektowania 111 poziomu, w szczego6lnosci metod symulacyjnych, zwanych réwniez
metodami Monte Carlo. W metodach tego poziomu wazng role odgrywa precyzja
odwzorowania danych wejsciowych, gdyz ma ona bezposredni wptyw na wiarygodnos¢
uzyskiwanych wynikéw. Ma to szczegdlne znaczenie, jesli wezmiemy pod uwage fakt, ze
wynikow obliczen probabilistycznych (tj. uzyskanego lub przyjetego poziomu zawodnosci)

nieda sie praktycznie zweryfikowaé¢ doswiadczalnie.
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Dane wejsciowe do metod Il poziomu przyjmowane sg jako zmienne losowe o
okreSlonym typie rozktadu. Dobér parametrow tego rozkiadu oparty jest na statystycznej
analizie wielkosci rzeczywistych, natomiast przyjecie typu jest zwykle arbitralng decyzja
przeprowadzajgcego obliczenia.

W projektowaniu konstrukcji zelbetowych metodami probabilistycznymi zaktada sie naj-
czesciej, ze parametry okreslajace nosnos¢ przekroju majg rozktad normalny [10]. Jest to
zatozenie, ktore daje sie uzasadni¢ w przypadku danych, dotyczacych geometrii przekroju.
Jednak w przypadku wytrzymatosci betonu sprawa nie jest juz tak jednoznaczna. Z jednej
strony, zawarty w normie [7] algorytm obliczania wytrzymatosci gwarantowanej betonu opie-
ra sie na zatozeniu, ze wytrzymato$¢ betonu na $ciskanie ma rozktad normalny. Z drugiej
strony, w pracach dotyczacych zmienno$ci wytrzymatosci betonu pojawiaja sie tezy, ze ceche
te lepiej opisuje rozktad Pearsona Il typu [6], a w pracy [3] pod uwage brany byt tez rozktad
logarytmo-normalny i rozktad Weibulla. Niestety, w zadnej z tych prac nie rozstrzygnieto
jednoznacznie, ktéry z wymienionych rozktaddéw najlepiej opisuje wytrzymato$¢ betonu.
Analiza wynikéw zawartych w przytoczonych pracach oraz dodatkowo w [2] pozwala za to
stwierdzi¢, ze rozktad wytrzymatosci charakteryzuje sie znaczng wartoscig wspotczynnika
skosnosci. Decydujac sie na uwzglednienie tego faktu, w obliczeniach stajemy przed dylema-
tem: jaki rozktad teoretyczny przypisa¢ wytrzymatosci betonu do celéw obliczeniowych.
Dylemat ten mozna prébowac rozstrzygna¢ w oparciu o wyniki testow statystycznych. Testy
te nie dajg jednak najczesciej jednoznacznej odpowiedzi, dlatego trzeba rozwazy¢ takze inne
kryteria doboru.

Jednym z takich kryteriow moze by¢ analiza jakosciowego i iloSciowego wphywu
przyjetego rozktadu na wynikowy rozktad nosnosci przekroju (lub niezawodnos$ci elementu).
Analiza taka powinna nam réwniez odpowiedZ na pytanie o celowo$¢ uwzgledniania w
obliczeniach wspotczynnika sko$nosci rozktadu wytrzymato$ci betonu.

Wyniki takiej wtasnie analizy, przeprowadzonej w oparciu 0 model no$nosci zelbetowego

przekroju zginanego, s przedmiotem niniejszego referatu.

2. Model, zatozenia oraz zakres przeprowadzonych obliczen

Ogolne zalozenia metod symulacyjnych zaprezentowane zostaty w pracach [4,1]. Przyktad
zastosowania tych metod do wymiarowania elementéw zelbetowych znajduje sie w pracy
[10]. Ze wzgledu na ograniczenia objetosci niniejszego referatu zagadnienia te nie zostang

tutaj blizej omdwione.
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Jednym z najwazniejszych elementéw kazdego programu symulacyjnego jest zapisany w
postaci wzom model obliczeniowy. Model ten w przypadku projektowania symulacyjnego
elementéw zelbetowych powinien, zgodnie z zaleceniami CEB, CEN oraz 1SO, dobrze
aproksymowac $rednie warto$ci uzyskane z badan.

Jako model opisujagcy moment niszczacy zginany przekrdj zelbetowy przyjeto wzér w
postaci (1). Jest on oparty na modelu przedstawionym w pracy [5], ktory zostat dostosowany

dowartosci fcokreslanej na prébkach walcowych.

Mr =0,5[1- exp(-2,350r )]bd2fc (€8]
gdzie:

- przy oznaczeniach wg [8],

Przyjeto zalozenie, ze wszystkie parametry wystepujagce we wzorze (1), poza
wytrzymatoscig betonu, opisane sa rozkfadami normalnymi. Parametry tych rozktadow
zestawiono w tabeli 1. Obliczenia przeprowadzono dla dwoch wytrzymatosci Srednich betonu
fni=28 MPa i far2=48 MPa odpowiadajgcych klasom B 25 i B 50 wg [8], W kazdej z tych
Kas wykonano obliczenia przy wartosciach parametru a z zakresu 0,05-0,45. Kazdej z
przyjetych do obliczen wartosci a odpowiadata inna warto$¢ srednia przekroju zbrojenia, stad

wtabeli 1warto$ci Aspodano w postaci przedziatu.

Tabela 1
Parametry rozktadéw zmiennych wejsciowych
Parametry rozkladu zmienne]
Zmienna warto$é odchylenie  wsp6tczynnik Uwagi
Srednia standardowe  zmiennosci
wysoko$¢ przekroju - h [m] 0,4 0,0104 0,026
szerokos¢ przekroju - b [m] 0,2 0,0054 0,027
granica plastycznosci stali - fy [MPa] 495,0 44,6 0,09 stal A-lll
pole przekroju zbrojenia - As [cm2 1,39-23,95 0,042 - 0,072 0,03 ;ta}a s
zmienno$¢
ix . state
grubos¢ otuliny - a, [m] 0,035 - 0,051 0,003 0,086 - 0,059 .
odchylenie

Wysokos$¢ uzyteczng przekroju obliczano za kazdym razem jako rdéznice miedzy
wylosowanymi wartosciami wysokosci przekroju i otuliny zbrojenia, dlatego w zestawieniu
danych wystepuja te dwie wielkosci. Grubosé otuliny okreslano z warunkéw konstrukcyjnych
dla kazdego przyjmowanego przekroju zbrojenia, dlatego ta warto$¢ rowniez opisana jest

przedziatem.
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Wytrzymato$¢ betonu na Sciskanie opisano wariantowo trzema typami rozkladow:
rozktadem normalnym, rozktadem Pearsona Il typu oraz rozktadem bedacym ztozeniem
rozktadéw: normalnego i Gumbela, nazwany rozkladem NG. Uzasadnieniem przyjecia
rozktladu NG do symulacji jest jego duza zgodnos¢ z empirycznymi rozkladami
wytrzymatosci betonu, co zostato stwierdzone na podstawie danych znajdujacych sie w pracy

[2], Funkcja gestosci rozktadu NG zdefiniowana jest wzorem (2):

<Png(M, P)=PN(/,<t)+ (1- p)G(n,a) @
gdzie:

P - parametr (przyjmujacy wartosci z przedziatu od 0 do 1),

N(p,cr), G(p,0) - funkcje gestosci rozktadéw: normalnego i Gumbela o parametrach |iia.

Wspotczynnik skos$nosci rozktadu NG przyjmuje wartosci z przedziatu od 0 do 1,1395
jest zalezny od parametru P zgodnie ze wzorem (3):

a=11395(- p) ©)

Zestawienie przyjetych do obliczeri parametréow rozktadéw wytrzymatosci betonu
znajduje sie w tabeli 2. Do rozktadu Pearsona Il typu przyjeto wspdtczynnik sko$nosci

réwny podwojonemu wspétczynnikowi zmiennosci, co gwarantuje, ze funkcja gestosci tego

Tabela 2
Parametry przyjetych rozktadéw wytrzymatosci betonu
Parametry rozktadu
AU L TR el
[MPa] [MPa] H H
normalny -
B 25 Pearsona Il typu 28 5,04 0,36 0.18
NG (1) 0,36
NG (2) 0,50
normalny -
B 50 Pearsona lll typu 8 5.28 0,22 011
NG (1) 0,22
NG (2) 0,50

rozkfadu nie przyjmuje wartosci ujemnych. Warto$¢ wspotczynnika skosnos¢ rozktadu NG,
przyjeto raz réwna wspotczynnikowi skosnosci rozktadu Pearsona, a drugi raz zblizong do

wartosci wspotczynnikow skosnosci rozktaddéw empirycznych znajdujacych sie w pracy [2],
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Dla kazdego zestawu danych przeprowadzono 5 symulacji po 5.000.000 losowan kazda.
Otrzymene wyniki usredniano. Obliczenia wykonane zostaty za pomocg specjalnie w tym
oelu opracowanego programu komputerowego napisanego w jezyku Turbo Pascal 6.0.
Zalozore rozktady danych wejsciowych uzyskiwano za pomocg procedur wykorzystujgcych
gererator liczb pseudolosowych o rozkfadzie jednostajnym, stanowigcy integralng czesé
pekietu Borland Turbo Pascal.

3 Analiza wynikdow

Jako wynik dziatania programu symulacyjnego otrzymywano zbiér warto$ci momentu
niszczacego zelbetowego przekroju zginanego obliczonego dla kazdorazowo wylosowanych
wartosci parametréw. Dla zbioru tego, traktowanego jako dyskretna prébka nieznanego typu
rozkladu zmiennej losowej, okre$lano cztery parametry: warto$¢ oczekiwang, odchylenie

standardowe oraz wspotczynniki: sko$nosci i sptaszczenia. Na podstawie dwaéch pierwszych

-*- Normalny B 25 Pearson !B 25 — NG (1) B"25 NG (2) B 25
- a *Normalny B 50 -1 <PearsonliB50 -» -NG (1) B 50 -»-NG (2)B 50

R 1 Warto$¢ wspotczynnika skosnosci rozktadu momentu niszczacego w zaleznosci od ad

Hg 1 Value of the coefficient of skewness of the ultimate moment distribution related to ad

parametrow obliczano wspotczynnik pR ktory jest wyrazong krotnoscig odchylenia
standardowego miarg odlegtosci wartosci obliczeniowej momentu MRd od jego wartosci
Sredniej Mr® Ponadto zliczano w wygenerowanej populacji elementy, ktérych warto$¢ byta
migjsza od Mrj. Ich liczbe podzielong przez liczebno$¢ catej populacji traktowano jako
miare prawdopodobienstwa nieosiggniecia przez zginany przekrdj zelbetowy no$nosci

obliczeniowej. Wszystkie obliczone parametry poddano analizie.
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Analiza wykazata, ze typ przyjetego rozktadu wytrzymatosci betonu ma znikomy wphw
na dwa pierwsze parametry rozktadu wynikowego. Wzgledne r6znice w wartosci Sredniej
ksztattowaty sie okoto 0,2%. W przypadku odchylenia standardowego réznice miedzy
poszczegdlnymi rozktadami wyniosty od okoto 1% dla betonu klasy B 50 do okoto 2% dia
betonu B 25. Najwieksze roznice wystapity miedzy rozrzutami wynikéw, uzyskanych przy
wytrzymalosci betonu opisanej rozktadem Pearsona Il typu, a odchyleniami wynikéw,
otrzymanych z wykorzystaniem rozktadu NG o wspoétczynniku sko$nosci rownym 0,50.

Niewielkie réznice wartosci dwoch pierwszych parametrow rozktadu przetozyly sie ma
podobnie niewielkie réznice w warto$ciach wspétczynnika Pr. Uzyskano tu wartosci rézniace
sie od siebie maksymalnie okoto 3% w przypadku betonu klasy B 25 i okoto 1% dla betonu B
50. Tym razem ekstremalne wartosci otrzymano dla wytrzymatosci betonu zadanych

rozktadami: normalnym i Pearsona Il typu.

0,14
0.12
c 0110
a 0,08
JH 0,06
| 0,04
1 0,02
H 0,00
1.0,02
-0,04
-0,06
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- a *Normalny B 50 Pearson B 50 - » -NG (1) B 50 -»-NG(2)B50

Rys. 2. Warto$¢ wspotczynnika sptaszczenia rozktadu momentu niszczacego w zaleznosci od ad

Fig. 2. Value ofthe coefficient of excess of the ultimate moment distribution in relation to ad
Pozostate dwa parametry rozktadéw momentu niszczacego (tj. wspétczynniki skosnosci

oraz splaszczenia) wykazaty znacznie wieksze zréznicowanie. Przebieg ich zmiennosci w

zaleznosci od parametru aa dla wszystkich zatozonych rozktadéw wytrzymatosci betonu

przedstawiono na rysunkach 1 oraz 2. Jak wida¢, rozrzut tych parametréw rosnie wraz ze

wzrostem wartosci aa ijest wiekszy dla betonu o nizszej wytrzymatosci.
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Najwazniejszym sposrod analizowanych wynikéw jest prawdopodobienstwo osiggniecia
pzez przekr) momentu mszczacego mniejszego od obliczeniowej nosnosci na zginanie.
Zmiennos¢ tego prawdopodobiefistwa w funkcji ag zostata zobrazowana na rysunku 3
zarowno dla betonu klasy B 25 i B 50. Jak wida¢, wptyw rozktadu wytrzymatosci betonu na
to prawdopodobiefstwo jest wyrazny w przypadku betonu o nizszej wytrzymatosci i

praktycznie zaden w przypadku drugiego z analizowanych betonéw.

«a

Normalny B 25 Pearson Il B 25 NG (1) B 25 NG (2) B 25
-+ *Normalny B 50 Pearson B 50 -»+ NG (1) BSD -»-NG(2)B50

Rp. 3 Prawdopodobienistwo uzyskania wartosci momentu niszczacego mniejszej od nosnosci obli-

czeniowej w zaleznosci od ad
FHg 3 Probability of obtaining the value of ultimate bending moment lower than the design resistance

inrelation to ad

4. Whnioski

Analiza wynikow przeprowadzonych obliczen pozwala stwierdzi¢, ze przyjecie do
obliczen symulacyjnych wytrzymatosci betonu opisanej rozktadem normalnym skutkuje
uzyskaniem najwyzszych wartosci prawdopodobieristwa osiggniecia momentu niszczacego
zginany przekroj zelbetowy mniejszego od obliczeniowej wartosci nosnosci. Uwzglednienie
skodnosci rozktadu wytrzymatosci betonu moze da¢ efekt w postaci wzrostu zapasu
bezpieczenstwa, przy czym rozktad Pearsona Ill typu daje znacznie wiekszy wzrost tego
zapesu niz rozktad NG. Efekt ten jest wyraznie widoczny dla betonéw nizszych klas (np. B

), ale praktycznie znika dla betonéw o wyzszej wytrzymatosci (np. B 50).
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Abstract

Influence of skewness of the distribution of concrete strength on distribution of te

ultimate moment of reinforced concrete section under bending was analyzed. Three types of

distributions were assumed: normal, Pearson Il type and the combination of normal ad

Gumbel's distribution functions. Resultant distributions of the ultimate bending moment of te

cross-section were obtained with use of Monte Carlo simulation method.



