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TROJWYMIAROWA ANALIZA SZORSTKIEGO KONTAKTU CIAL
SPREZYSTYCH PRZY DUZYCH DEFORMACJACH

Streszczenie. W pracy przedstawiono sposéb formutowania i rozwigzywania zadan
nielinionej dynamiki szorstkiego kontaktu ciat sprezystych poddanych w warunkach duzych
przemieszczen i odksztatcen. Jako przyktad obliczono wykonane z materiatu gumopodobnego
fozysko walcowe z trzpieniem prowadzacym.

3D ANALYSIS OF FRICTIONAL CONTACT OF ELASTIC BODIES
UNDERGOING LARGE DEFORMATIONS

Summary. In the paper, a description and analysis of motion of elastic bodies
experiencing large displacements and finite strains in terms of unilateral frictional contact is
presented. Cylindrical lead rubber bearing is calculated as an example.

1 Wistep

Ciagty rozwoj technologii oraz inzynierii materialowej sprawia, ze, obok klasycznych
meteriatdw konstrukcyjnych: stali, betonu czy drewna, czesto korzysta sie z materiatow,
takich jak: kompozyty, geosyntetyki, laminaty, zbrojone ceramiki itp. W$rdd nich duza po-
pularoscig cieszg sie materiaty gumopodobne, znajdujace zastosowanie w takich elementach
konstrukcyjnych, jak: tozyska mostowe, podkiadki ttumigce, wibroizolatory, kompozyty
gumowo-metalowe, izolacje antysejsmiczne, uszczelki, powtoki pneumatyczne czy tez
odogjnice (bufory). Jednoczesny gwattowny rozwéj nanotechnologii sprawia, ze coraz fatwiej
i zcoraz wiekszg precyzjg mozna uzyskiwaé¢ materiaty o pozadanych witasciwosciach, np.

meterialy 0 ujemnej liczbie Poissona. Metody obliczen i wymiarowania powinny uwzglednia¢
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dominujace cechy fizyczne materiatéw, z ktérych wykonana jest konstrukcja badz elerent
konstrukcyjny, jakimi w przypadku materiatdw gumopodobnych sg duze (kilkadziesiat
procent i wiecej) odksztatcenia oraz niescisliwosc.

W oparciu o istniejacy stan wiedzy z zakresu mechaniki elastomerdw, a takze prowadzone
analizy numeryczne [1] [2] w niniejszej pracy przedstawiono lokalne oraz wariacyjne
sformutowanie problemu brzegowego dynamiki kontinuum poparte przyktadem liczbowym -
obliczeniem tozyska. W zamieszczonym przyktadzie guma potraktowana jest najpierw jek
tradycyjny materiat Hooke’a, a nastepnie, zaktadajgc istnienie stosownej mikrostruktury

materiatu, jako kompozyt o ujemnym wspétczynniku Poissona v.

2, Dynamiczne zagadnienie brzegowe przy duzych deformacjach

Niech ciato sprezyste B obcigzone sitami masowymi b(t) oraz powierzchniowymi p(t)
bedzie w jednostronnym kontakcie ze sztywnym podtozem. Oznaczajac przez S, E u
odpowiednio Il tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa, tensor odksztalcenia Greena i wektor
przemieszczenia, za$ przez tni tr normalny i styczny wektor naprezeri kontaktowych,
otrzymamy - Kkorzystajac z zasady mocy wirtualnych - sformutowanie brzegowo-

poczatkowego problemu kontaktowego w nastepujacej postaci

Js:<*dVR= JpRb&dVR+ jp.¢éuds, -

Br Br S

u(X,t0) = u0(x), u(X,t0)= vO0(x), XeBR

JpRI&IAVR+ jt> miS+K ~AdS > v5u

B Ig TC (1)

gdzie:
Br - konfiguracja odniesienia,
Sr=(3Bn\Tc - czg$¢ brzegu z zadanym w konfiguracji odniesienia obcigzeniem,
Tc - nie znana strefa kontaktu.
Sformutowanie (1) musi zosta¢ uzupetnione warunkami kontaktu, ktdre przyjma
postac:
i) dlanaprezeri normalnych

9,>0, => t,>0
gn>0 = tn=0 @
gn=0 => t,,>0, tng,,=0

ii) dla naprezen stycznych (przyjmujac prawo tarcia Coulomba)
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gdzie:
gn- miara odlegto$ci punktu na brzegu ciata od podtoza,
t,- wektor naprezed normalnych w strefie kontaktu,
uT- predkosc¢ poslizgu,
p - wspdtczynnik tarcia.
Ograniczajac rozwazania do materiatow hipersprezystych, tensor naprezenia w zwigzku
(@) rozumiany jest jako funkcja S=9W/3E, gdzie W(E) jest potencjatem sprezystym.

Zwazywszy na silng nieliniowo$¢ problemu (1) - (3), zastosowano podejs$cie przyrostowe.

3 Sformutowanie przyrostowe

Stosujac opis Lagrangea, rozwazmy cigg konfiguracji BO= Br, Bi,...,.Bn, Bnti,.. Bk
odpowiadajacych r6znym chwilom czasu to, ti,..., tn, tN+i,... tk. Po wprowadzeniu oznaczen

un+i= un+Au, Enti= EntAE, Sn+i= Sn+AS 4)

Zlinearyzowany uktad réwnan opisujacy rozwazany problem przyjmie postaé¢
Div[AS(l + H)+ SAH]+ pRAb = pRAii
AE=- (AH+AHT+ AHHt+ HAHt) (5)
AS = C'AE
gdzie:
H=Vu - gradient przemieszczenia,
C*- tensor siecznych modutéw sprezystosci w chwili t.
Biorac pod uwage zwiazki (3) oraz uwzgledniajac fakt, ze podczas procesu nadawania
przyrostow réwniez strefa kontaktu Tc ulega zmianie (wyrazenie 5Lmc), otrzymujemy
nastepujacgposta¢ zasady mocy wirtualnych

J(AS:8AE + SAH:8AH)dVR = JpRAbBAuUdVR+ |ApRBAUdSR+

Br Sr V8AuU (6)
- JpRAUBAUdVR + |(At,,8Aun+ AtT8AuT)dS+8L4rc
Br rc

4 Analiza numeryczna

Do rozwigzania problemu brzegowo-poczatkowego (4)-(6) zastosowano standardowg

dyskretyzacje obszaru Br Metodg Elementdw Skonczonych
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UX, )=NXa(t),  Au(X,t)=N(x)Aq(t), ™
gdzie:

N (X)- funkcje ksztattu,
q(t) - przemieszczenia weztowe,
catkujac rownania ruchu metodg Newmarka. Otrzymano rownanie macierzowe

MAQ + K x(q)Aq + [KO+ K NL(q)+ K s(q)+ KnT(q)+ KCNJAq = AF“‘ + AFc(q,q) (8
w ktérym:

M - macierz mas,

Kt- macierz ttumienia pochodzaca od tarcia,

Ko - macierz sztywnosci,

Kni, Ks,Knj, Ken - dodatkowe macierze sztywnosci pochodzace odpowiednio
od nieliniowos$ci geometrycznej, naprezen w chwili t, tarcia (macierz niesymetrycz-
na) oraz naprezen kontaktowych normalnych,

AFext- wektor obcigzen zewnetrznych,

AFc - wektor wynikajacy ze zmian strefy kontaktu.

Jako przyktad analizy dynamicznej rozwazono gumowe tozysko. Przyjety model tozyska
walcowego (rys.l) sktada sie z trzech czesci: stalowej ptytki z otworem na trzpien, czesci
gumowej oraz stalowego rdzenia (trzpienia) prowadzacego o nastepujacych wymiarach: h =
0.02m, H = O.Im, r = 0.02m, R = O.Im. Zaréwno gume, jak i stal opisano zwigzkiem
konstytutywnym Hooke’a, przyjmujac dla stali: E = 2.1*10® kN/m2, v = 0.48, p = 7*103
kg/m3, a dla gumy: E = 1.7*105kN/m2 v = 0.48 (-0.48), p = 1.7*103 kg/m3. Tarcie miedzy
gumg a podtozem zamodelowano wzorem Coulomba (3), przyjmujac p = 0.5, a tarcie miedzy
ptytka a rdzeniem oraz guma a rdzeniem pominieto.

Proces obcigzenia zrealizowano dwuetapowo: najpierw tozysko $cisnigto, przemieszcza-
jac stalowg ptytke w dét o A = 0.0lm, a nastepnie obrécono jg wokdét osi walca o kat tp= 30°
(przebieg obcigzenia w czasie - rys.l). Deformacje pokazano na rys.2, a rozktad naprezer w
strefach kontaktu w réznych chwilach czasu na rys.3 oraz rys.4. Ciekawym zjawiskiem jest
zachowanie sie materiatu o ujemnym v, ktéry po pierwszym etapie obciazenia zachowuje sie
w spos6b oczekiwany, tj. przeweza sie przy S$ciskaniu, powodujac tym samym spadek
naprezen kontaktowych w strefie przy brzegu podstawy walca, natomiast w dmgim etapie,
gdy dodatkowo wprowadzone zostaje skrecanie - dochodzi do koncentracji naprezedn w
strefie, w ktérej poprzednio byty one niewielkie. Dla kontaktu pomiedzy guma a rdzeniem
(rys.4) w przypadku ujemnego v mozna zaobserwowa¢ wzdiuz wysokosci na przemian

powstawanie szczeliny, przyleganie i ponowny brak kontaktu.
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Rys. 1 Schemat tozyska wraz z procesem obcigzenia
Fig. 1L A scheme of the lead bearing and the load history
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Rys. 2. Deformacja fozysk po przytozeniu catkowitego obcigzenia
Fig. 2. Deformed shape of the bearings

Rys. 3a. Naprezenia kontaktowe styczne w strefie kontaktu guma - podtoze dla r6znych chwil czasu
Fig. 3a. Friction stress distribution in rubber - foundation contact zone for different time instants
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Rys. 3b. Naprezenia kontaktowe styczne w strefie kontaktu guma - podtoze dla roznych chwil czasu
Fg 3b. Friction stress distribution in rubber - foundation contact zone for different time instants

Rys. 4. Rozktad naprezen kontaktowych normalnych w strefie kontaktu gumy z trzpieniem
Fg 4. Normal stress distribution in rubber - lead contact zone for different time instants
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5. Zakonczenie

W pracy przedstawiono sformutowanie nieliniowego dynamicznego problemu brzegowe-
go w opisie Lagrange’a. Przeprowadzona tréjwymiarowa analiza zadania fozyska pokazuje,
ze prezentowany opis i metoda obliczeA moga znalez¢ zastosowanie w dynamice konstrukcji

z elementami gumopodobnymi.
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Abstract

In the paper a dynamic contact problem of elastic bodies with negative Poisson’s ratio
undergoing large displacements and large deformations is considered. We solve numerically
an example of cylindrical lead rubber bearing treated for simplicity as a linear material with
Poisson’s ratio close to 0.5 to be near to the incompressibility. To compare - the same type of
load will be applied to material with the same Young modulus but negative Poisson’s number.

We start with considering an elastic body due to external body forces and prescribed
surface tractions being in unilateral contact with a rigid foundation or another flexible body.
Two equivalent ways to describe such a problem are: nonlinear system of partial differential
equations with all suitable conditions or variational formulation - more convenient from
numerical point of view. Finite element method (FEM) is used to solve presented examples,

so the solution is approximated in terms of shape functions and nodal values.



