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ZASTOSOWANIA METODY PERTURBACJI DO OSZACOWANIA
WARTOSCI WEASNYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH
0 PARAMETRACH NIEPEWNYCH

Streszczenie. Metoda perturbacji pozwala na szybkie oszacowanie wartosci wihasnych
wukladach poddanych zaburzeniom. Uog6lniajac te metode na liczby przedziatowe, mozna
wykorzysta¢ jg do oszacowania wszystkich warto$ci wiasnych przedziatlowego zadania
wiasnego [A]x=Z[B]x, a takze zadania wasnego drugiego stopnia V[A]x + X[B]x+ [C]x = 0.
W teorii konstrukcji te metode mozemy wykorzysta¢ do oszacowania czestosci drgan
wihasnych wielowymiarowych uktadéw dynamicznych o parametrach niepewnych oraz
czestosci drgan swobodnych w uktadach z ttumieniem.

APPLICATION OF METHOD OF PERTURBATION TO EIGENVALUES
ESTIMATION OF DYNAMIC SYSTEMS WITH UNCERTAIN
PARAMETERS

Summary. Method of perturbation makes possible quick estimation of eigenvalues of
systems under disturbances. Extension of this method over interval numbers gives possibility
o estimate all eigenvalues of interval generalized eigenvalue problem [A]x=L[B]x and
second degree eigenvalue problem V[A]x +A.[B]x+ [C]x = 0. In theory of structures this

method can be used for eigenfrequency estimation of multidimensional dynamic systems with
interval parameters and frequency of free vibration in systems with damping.

1 Wykorzystanie metody perturbacji do oszacowania wartosci wiasnych
macierzy przedziatowych

Jedng z rozpowszechnionych metod przyblizonego wyznaczania wartosci witasnych
wteorii drgan sg metody perturbacyjne. Moga one by¢ stosowane do przeksztatcen liniowych
zarbwno w przestrzeni rzeczywistej, jak i zespolonej. Jezeli znamy wartosci wiasne i wektory
whasne pewnego przeksztalcenia samosprzezonego A, mozemy poszukiwacé przyblizonych

wartosci whasnych przeksztatcenia A + 8A, gdzie 8A jest dowolnym przeksztatceniem
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samosprzezonym. Wowczas poszukiwane wektory i wartosci wtasne sg funkcjami perturbacji
8A. Mozna wykazaé, ze przy 6A ->0, wartosci wiasne i wektory witasne przeksztatcenia
A+8A dazado wartosci wtasnych przeksztatcenia A.

W uktadach dynamicznych o parametrach niepewnych zadanie sprowadza sie do
obliczenia warto$ci wiasnych i wektorow wiasnych ukladu niezaburzonego, a nastepnie
znalezienia ,poprawek” do obliczonych wielkosci spowodowanych niepewno$ciami
parametréw opisujagcych rozpatrywany uktad. Niepewnosci parametréw opisujacych ukdad
beda modelowane przy uzyciu liczb przedziatowych. W pracy przedstawione zostang sposoby
wyznaczenia tych poprawek dla uogdlnionych zagadnien witasnych przy wykorzystaniu

metody perturbacji [1].

1.1. Zastosowanie metody perturbacji do oszacowania spektrum wartosci wasnych
uogélnionego przedziatowego zagadnienia wiasnego [A]x = L[B]x
Metode perturbacji mozna zastosowa¢ do przyblizonego wyznaczenia warto$ci wiasnych
przedziatowego uogdlnionego zagadnienia witasnego [A]x=X[B]x. Wykorzystujac wasnosci
liczb przedziatowych, macierze [A], [B] zapiszemy w postaci:
[A]1= (A+[AA]) [B]=(S+[AB])
gdzie: A = mid([A]), [AA]=[-rad([A], rad([A])], ()]

B = mid([B]), [AB] = [-rad([B], rad([B])].
Oraz w dalszych obliczeniach wprowadzimy macierze perturbacji

[AAJ=i~ |, [A]=A+s[AAH,

£ @
[ABJ=i~1, [B]=B+e[ABH.

8

Uogodlnione réwnanie wtasne zgodnie z teorig perturbacji zapiszemy:
(A + 8[AAH) [xK](e) = [X,1(8)(B + 8[ABH]) [xK](E) . &)

Wowczas wartosci wiasne sa funkcjami argumentu e, tzn. A-i(e), 2,i(e),..., “n(e), podobnie
wektory wihasne xi(e), X2(s)......X,,(e). Mozna wykazac, ze iLk(e) i xk(e) sa funkcjami ciagtymi i
rézniczkowalnymi argumentu 8, przy czym Xk(0)= Lk, xk(0)= xk. Jezeli odrzucimy sktadniki

stopnia wyzszego niz pierwszy ze wzgledu na 8, funkcje te mozemy zapisac:

Xk(e) = Xk +s[AX,K] + .

xk(e) = xk +s[AxK] + .. @
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Jezeli do réwnania (3) podstawimy wielkosci z réwnania (4), to otrzymamy
(A+e[AAe]) (xk+ s[AxK] +...) = (Ak + e[A?ik]...)(B + e[ABe]) (xk + s[AXK] + ...) (5)
Dokonujac przeksztatcen tego rdwnania, otrzymamy nastepujace zwigzki:

Axk+ AB[AxK]+ E[AAJIxk+ s2[AAE][Axk] =
= XkB xk + sX kB[AxK] + £ KE[ABJIxk + s 2Xk[ABe][AxKk] + E[AXK]Bxk + (6)
+52[AAK]B[AXK] + e2[AXK][ABt]xk + E3[AXK][ABE][AxK]

Po pominieciu wyrazéw stopnia wyzszego niz pierwszy ze wzgledu na e wyrazenie (6)

upraszczasie i po pomnozeniu lewostronnie przez wektor x kmamy

*kAxk +ExkKA[AxK] + EXK[AAE]xk =
= Zkx kB xk +e Akx kB[AXK] + eXkx K[ABE] xk + £xK[Ak,k]Bxk

Po przyréwnaniu do siebie wyrazen o tym samym stopniu ze wzgledu na e po obu

stronach powyzszego réwnania dochodzimy do zwigzkéw

e’ XKkAxk= XkxkBxk
el: XjA[Axk]+ xk[AAs]xk = XtxkB[Axk]+ Xkx KIABE]xk + x kK[AXt]Bxk

Przeksztatcajgc rownania (8), mozemy oszacowac perturbacje wartosci wiasnych, a dzieki
temu oszacowaé wartosci wiasne X([A],[B]) przedziatowego uogélnionego zagadnienia

whasnego [A]x="[B]x

r*I T *k [AAE]xk ~AkAk

(IS CO—— 1 ~~ N
K ([A].[B])= Ak+ S[AXK] = [rk, r K].

12 Zastosowanie metody perturbacji do oszacowania spektrum wartosci wtasnych
uogolnionego przedziatowego zagadnienia wtasnego Il stopnia

X2[Alx + 3-[B]x+ [C]x =0
Podobnie jak w przypadku klasycznego zadania i uogdlnionego problemu witasnego
rowniez do oszacowania wartosci wiasnych zagadnienia witasnego drugiego stopnia
?2;[Alx+ /.[B]x + [C]x = 0 mozemy wykorzysta¢ metode perturbacji. Postepujac analogicznie

jakwpunkcie 1.1, przedziatowe macierze i wektory wiasne zapiszemy:
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[Al= (@ +[AA]) [B]=( +[AB]) [C]=(C+[AC])
gdzie: A =mid([A]), [AA] = [-rad([A],rad([A])],
B = mid([B]), [AB] = [-rad([B], rad([B])],
€ = mid([C]), [AC] = [-rad([C], rad([C])].

Wprowadzajgc macierze perturbacji:

[AAJ=A | [A]l=A+s[AAJ,
S

[abj="51, [b]=b+e[labj,
8

[ACJ= ME [C]=C +€e[ACe],

uogodlnione réwnanie wiasne drugiego stopnia zapiszemy w postaci:

(Ak +s[A8XK]...)2(A + e[AAE]) (xk+sS[AxK]+...) +
+ (Xk+ e[ABAK]...)(B + £[ABH) (x K+E[AxK] + ...)+
+(C+s[ACI)(xk+e[Axk]+..)=0

Po przeksztatceniach otrzymujemy nastepujgce rownanie:

OO\A +ei\ [AAe] + [AAK]A + [AX'0]+ s 22XK[AAK][AAE] + XkB +

+ XKE[ABE] + S[AXK]B + £2[AAK] [ABE] + C + e[ACe])xk +

+ (A2 A + E2AK[AAe] + s22\ [AAK]A + e32\ [AAK][AAE] + sAkB + s2Ak[ABe]+
+ 5 2[AAK]B + s 3[AAK][ABe] + eC + £2[ACe])[Axk] = 0
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(ii)

®

(€%)

Postepujac analogicznie jak w poprzednich przypadkach, pomijamy wyrazenia, w ktérych

e wystepuje w wyzszej potedze niz pierwsza i poréwnujemy po obu stronach réwnania

wyrazenia o tej samej potedze ze wzgledu na e. Po tych uproszczeniach mnozymy

lewostronnie przez wektor xk i powyzsze réwnanie zapiszemy teraz w postaci:

Akx kA xk + AkxJ[ABE]xk + [AAK]xkB xk + x K[ A C Ixk =
= -2A KIAAK] X KA xk - [A AK]x kB xk

Przeksztatcajgc rownanie (14), mozemy oszacowac perturbacje wartosci wiasnych:

rA. m -(fcxI[AAJIxk+ AkxK[ABE]xk+ xk[A CJxKk)
2Akx kBxk+ x K[ABJxk
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To ostatecznie pozwala nam na oszacowanie wartosci wiasnych Kk([A],[B],[C])

przedziatowego zagadnienia wiasnego:

*K([A],[BL.I[C]) =K +e[AXK]=[K,K]- 0«)

2 Przyktady zastosowania metod perturbacyjnych do szacowania wartosci
wilasnych uktadoéw o parametrach niepewnych

Rozwazamy uktad pretowy przedstawiony na rysunku 1.
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Dla tej konstrukcji o parametrach niepewnych, wykorzystujac metode perturbacji,
oszacujemy wartosci  wiasne uogoélnionego przedziatowego zagadnienia wiasnego
[KIx=k[M]x.

W obliczeniach przyjeto nastepujgce dane liczbowe: Ei=2.05-10n [Pa], £2=2.05-1011 [Pa],
J=28300-10'8 [m4], J238389-10'8 [m4], AK 105.73-K)-4, 112.27 10-4] [mZ]

A2=244.5-10-4 [m2], L=6 [m], H=3 [m], p,=[82.998, 88.132] [kg/m], p2=191.9 [kg/m].

Wykorzystujagc metode elementéw skonczonych i dokonujac dyskretyzacji jak na
rysunku 1, zbudowano przedziatowe macierze sztywnosci [K] i bezwtadnosci [M],

Stosujagc wzory przedstawione w punkcie 1.1., oszacowano przedzialy zawierajace

poszczegolne warto$ci wiasne. Wyznaczone zbiory przedstawiono na rys. 2. Dla pokazania
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poprawnosci oszacowah naniesiono zbiory wartosci wiasnych wyznaczone netod

przeszukiwania przedziatow. Przedstawione oszacowania zawierajg wszystkie wygenerowane

w ten sposéb wartosci wiasne.

Rys. 2. Oszacowanie czestosci drgan wiasnych X=a>2
Fig. 2. Eigenfreguency estimation X=a2

Przedstawiona w punkcie 1.2. metoda perturbacji dla przedziatowego zadania wasnego
drugiego stopnia X2[M]x + 3,[D]x+ [K]x =0 pozwala na uwzglednienie w konstrukcji
wpltywu tlumienia. W analizie drgan przyjeto macierz ttumienia o postaci D=jiM+kK.
Wspoétczynniki tlumienia k, p obliczono na podstawie bezwymiarowego wspdtczynnika
ttumienia y, ktérego warto$¢ dla konstrukcji stalowych przyjeto y=0.0175. Ze wzgledu nato,
ze proces ttumienia drgan dla konstrukcji budowlanych jest trudny do doktadnego okreslenia,
przyjeto wspotczynniki tlumienia z 5% niepewnosciami. W obliczeniach przyjeto
przedziatowe wartosci wspotczynnikéw tlumienia [p]=[0.164825, 0.182175] [s],
[k]=[0.00030666, 0.00033894] [s]. Otrzymane oszacowania czestosci drgan swobodnych
konstrukcji o niepewnych parametrach z uwzglednieniem tlumienia wraz z wartosciami

wiasnymi wyznaczonymi metoda przeszukiwania interwatow przedstawiono narys. 3.
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Rys. 3. Oszacowanie czestosci drgan swobodnych w uktadzie z thumieniem
Fg 3. Frequency of free vibration estimation in system with damping

3. Whioski

Poréwnujac poszczeg6lne oszacowania wartosci wiasnych, nasuwa sie wniosek, ze
zastosowanie metody perturbacji do oszacowania warto$ci wtasnych jest stuszne i daje dobre
wyniki dla matych niepewnos$ci parametréw opisujagcych konstrukcje. Podejscie to pozwala
na oszacowanie juz nie tylko zbioru, w ktérym zawarto wszystkie wartosci wtasne, lecz na
oszacowanie takiego zbioru dla kazdej przedziatowej wartosci wiasnej. Niewatpliwg zaleta tej
metody poszukiwania warto$ci wiasnych macierzy przedziatowych jest mata ztozonos¢

obliczeniowa.
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Abstract

In this paper extension of method of perturbation over interval numbers is presented. New
results give a possibility to estimate all eigenvalues of interval generalized eigenvalues
problem [A]x=L[B]x and second degree eigenvalue problem >2[Ajx + L[B]x+[C]x =0.
Technical applications are illustrated by an example from the theory of structures and lead to
estimations of eigenffequencies of dynamic systems with interval parameters. Presented
results give best approximations for systems with parameters of not large tolerances. The

great advantage of that method is its low complexity of computer calculations.



