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ZJAWISKA FALOWE W CIENKIM PRĘCIE O ZMIENNYM  
PRZEKROJU

Streszczenie. W  niniejszej pracy użyto analizy opartej na założeniu jednow ym iarow ego 
stanu naprężenia do w yznaczenia rów nania transportu dla padającej, odbitej i transmitowanej 
fali przyspieszenia. Przeprow adzono analizę num eryczną w  sprężystym  pręcie o wolno 
zmieniającym się przekroju poprzecznym . W yniki przedstaw iono dla nieliniow o sprężystego 
materiału M umaghana.

EFFECTS WAVES PROPAGATION IN SLENDER RODS OF VARIABLE 
CROSS-SECTION

Summary. This paper employs an approxim ate form o f  analysis based on the assumption 
of one-dimensional stress to find the transport equation for the incident, reflected and 
refracted o f the acceleration wave. The num erical analysis in elastic rod  o f  slow ly varying 
area of cross-section w as made. Results are illustrated in M um aghana 's nonlinear elastic 
materials.

1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozw aża się propagację fal przyspieszenia w  cienkich 

dwumateriałowych prętach o w olno zm ieniającym  się przekroju poprzecznym  (patrz (rys.l)). 

Fala przyspieszenia została dokładnie zbadana i om ów iona m iędzy innym i w  pracach P.B. 

Baileya i P J . Chena [1] i [2] oraz P.J. Chena [3] i [4].

Podstawowe rów nania propagacji dla przypadku pręta o zm iennym  przekroju podał A. 

Jeffrey w  pracy [5]. W ykazał, że rów nanie transportu dla natężenia fali w  przypadku 

propagacji fali przyspieszenia w  pręcie z m ateriału hipersprężystego o zm iennym  przekroju 

poprzecznym je s t uogólnionym  rów naniem  Riccatiego. Przyjm ując do rozw ażań nieliniowy
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materiał M um aghana w  pracy I. M ajor [7] wykazano, że dla pręta o rosnącym przekroju 

poprzecznym  natężenie fali przyspieszenia maleje, natom iast natężenie fali rośnie, w 

przypadku gdy przekrój pręta maleje. Ponadto z  prac A. Jeffreya [5] oraz A. Jeffreya i R.P. 

G ilberta [6] wynika, że natężenie fali przyspieszenia opisuje rów nanie Bemouliego dla 

ośrodka, w  którym  funkcja energii naprężenia Z (p ) (tzw. potencjał sprężysty) spełnia 

warunek 9 3Z /9 p 3 ^  0 , gdzie (p)  je s t gradientem przem ieszczenia.

2. Podstawowe zależności i oznaczenia

Rozważam y pręt sprężysty w ykonany z dw óch jednorodnych i izotropowych odcinków o 

długości /  (patrz (rys.l)). Przyjm ujem y, że przekrój poprzeczny S ( X )  jest osiowo 

sym etryczny i zm ienia się w  funkcji odległości. D la X  = 0 S ( X )  = Aa , w  przypadku X =1 

S ( X )  = A , , natom iast dla X  = 21 S ( X )  = A 2 .

Rys. 1. Dwumateriałowy osiowo symetryczny pręt o wolno zmieniającym się przekroju poprzecznym 
Fig. 1. Two-materials axis-symmetry rod of slowly varying cross-section area

Przez Pi i p 2 oznaczym y gęstość ośrodka odpowiednio pierwszego i drugiego odcinka 

pręta, natom iast przez c, i c2 prędkość propagacji fal podłużnych odpowiednio w  pierwszym 

i w  drugim odcinku osiowego pręta o zm iennym  przekroju poprzecznym . Przyjmujemy 

ponadto, że a ( x )  oznacza natężenie propagującej się fali przyspieszenia w  punkcie X  pręta.
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Natężenie z górnym  indeksem  R i T  oznacza odpowiednio natężenie odbitej fali 

przyspieszenia - a H{X)  oraz transmitowanej fali przyspieszenia - crT( x ) .  W  niniejszej pracy 

wszystkie wielkości z indeksam i górnym i R i T  odnosić się będą odpow iednio do odbitej i 

transmitowanej fali przyspieszenia.

o < x < i

x ,= x

Rys. 2. Kolejne położenia powierzchni nieciągłości A dla rozpatrywanego pręta 
Fig. 2. The following locations of slowness surface A for investigated rod

3. Natężenie fali przyspieszenia dla badanych przypadków pręta

Zgodnie z  p racą  P. J. Chena [4] m ożem y zapisać następujące warunki na powierzchni 

rozdziału warstw, tj. dla X  =1 (patrz (rys.3)).

a T(x*)_ 2p lc[ (1)
&[X~)  P ć  i + P 2c2
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°-R{ x ~ ) = Pict - P 2C1 ©

cĄ j t )- a ci+ P 2 c2

X *  oznacza w spółrzędną na powierzchni nieciągłości A przed frontem  fali przyspieszenia, 

natom iast X '  je s t w spółrzędną na tej samej pow ierzchni A za frontem  fali przyspieszenia.

Rys. 3. Fala przyspieszenia: padająca ) , transmitowana crT( x )  i odbita crR( x )  dla X  =/

Fig. 3. The acceleration: incident <j (x ) , refracted crT( x )  and reflected a R( X ) wave for X =/

Jako pierwszy rozpatryw ać będziem y przypadek gdy odcinki pierwszy (I) i drugi (II) pręta 

są  w  postaci ściętych pow ierzchni obrotowych złączonych w iększym i podstawami (patrz 

(rys.4.a)).

Rys. 4. Rozpatrywane przypadki pręta: a) przypadek pierwszy; b) przypadek drugi 
Fig. 4. The investigated cases o f the rod: a) first case, b) second case

Przypadek drugi obejm uje te same ścięte pow ierzchnie obrotowe złączone ze sobą 

mniejszymi podstawam i (rys.4.b).
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4. Obliczenia

W niniejszej pracy przyjęto m ateriał sprężysty w  sensie Greena, zw any materiałem  

hipersprężystym. D o analizy przyjęto dw a nieliniow e ściśliwe m ateriały sprężyste opisane 

potencjałem M um aghana (porównaj Z. W esołowski [10], s. 37):

) .™ S ( 7 ,  -3)' + ;- + 2^  + 4' ' (7, -3 )’ + <3)

- 3 ) - f  (/, -3X3, - 3 ) - ^ ( 7 ,  -3 )* i (/, -1)

dla którego pochodne w zględem  niezm ienników  wynoszą:

9Z „ a2i  „ 93S
d l . d iKd iLd iM

dla K , L , M  = 12,3
(4)

Materiał sprężysty M urnaghana opisany je s t pięciom a stałym i sprężystości (m,n, l ,X, / . i ) .  

Trzy pierwsze są  stałym i sprężystości drugiego rzędu, pozostałe dw ie stałym i Lamego. 

Przyjmując, że przekrój poprzeczny wynosi S ( x ) =  A e r x , natężenie fali przyspieszenia 

a(x)  będzie równe (porównaj I. M ajor [7]):

„etiMz: (5)

CT1(W) = CT(0)--------

gdzie:

Q ( x ) =
(

rn jL r \  p { x )

J Q { x ) r

2 4
2 P 5p3

X ^ ) = - T jL 7
7 a 3z ^

4 p c 0

(6)

natomiast zakładając, że 5 (7 f) =  Ae r'x (patrz I. M ajor [7]), natężenie fali przyspieszenia 

a(x)  będzie równe:

(7)

c-2 (* ) = < K ° ) --------
1 + cr(0)

Q(x)x~r
- 1 P(x)

Q { x ) - y _

W powyższych w zorach c0 je s t prędkością propagacji frontu fali przyspieszenia, natom iast 

p jest gradientem przem ieszczenia.
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5. Analiza numeryczna

Podstaw ą do przeprow adzenia analizy numerycznej są  rów nania (1) i (2). Przyjęto stale 

m ateriałow e, zgodnie z pracą S. K osińskiego, [9].

W artości dla stali odpow iednio wynoszą:

m = -6,36• 106[kGIcm2] , n = -7,08-106[k?/cw2] , 7 = -4,61-106[A:G/cm2] ,

2  = 1,11-106[kGlcm2] , /r = 0,821-106[<kG/cm2] , 

natom iast dla alum inium  przyjmujemy:

m = -4,01 • 106[&G/cm2] , n = -4,08-106[kGIcm2] , l = -2 ,U - l06[kG/cm2] ,

2  = 0,57-106[ytG/cm2] , ft = 0,276-106\kGIcm2] .

Zakładam y na początku, że m ateriał je s t nieodkształcony, czyli T0 =  0 , oraz przyjmujemy, 

zgodnie z  pracą J. K lepaczko [8], że ct(0) = 10‘2[ /m /î2]. Ponadto, funkcja użyta do opisu 

zm iany przekroju poprzecznego pręta w ym aga przyjęcia w spółczynnika y , który w

obliczeniach dla wolnej zm iany przekroju przyjm ujem y jako  rów ny y  = 0 ,5 [l/m ] . 

Zakładając, że odcinek pierwszy w ykonany je s t ze stali, natom iast drugi z aluminium, to 

otrzym ujem y zależności przedstaw ione poniżej:

a) b)

Rys. 5. Wykresy natężenia fali przyspieszenia: a) dla S ( X ) =  A e lX  , b) dla S ( x ) = A e  r'x  .

Przyjmujemy, że: \ x  e  (Om; 10m) XfeiOm^Sm) , X 2e(5m;\0m)}

Fig. 5. The diagrams of the acceleration wave intensity: a) for S ( X ) = A e y X , b) for S ( X ) = Ae y X, 

We assume that: { x  e  (0m;10m) X le([0m-,5m) , X 2e  (5m;10m)}
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Przyjmując odw rotnie, tzn. że odcinek pierw szy w ykonany je s t z  alum inium , a odcinek drugi 

ze stali, otrzymujemy następujące zależności:

a) b)

Xi.Xj.X,

Rys. 6. Wykresy natężenia fali przyspieszenia: a) dla S ( x )  = A e rX  , b) dla S ( X )=  A e  r'x  .

Przyjmujemy, że: {w e (0m; 10m) X ,e (0m;5m), X 2e (5m;l0m)}

Fig. 6. The diagrams of the acceleration wave intensity: a) for S(x)== A e r X , b) for 5 (X )  = Ae~r X . 

We assume that: { x  s  (0m\ 10m) X^e(0m;5m) , X 2e(5m',l0m)}

6. Wnioski

Przeprowadzona analiza num eryczna wykazała, że w raz ze zm ianą przekroju 

poprzecznego rozpatryw anego pręta zm ienia się natężenie padającej, odbitej i transmitowanej 

fali przyspieszenia. D la pręta o rosnącym  na odcinku pierwszym  przekroju poprzecznym  (por. 

rys.4a) natężenie fali przyspieszenia m aleje (patrz rys.5a i rys.óa). N atom iast w  przypadku 

gdy przekrój poprzeczny pręta na tym  odcinku m aleje (por. rys.4b), natężenie padającej i 

odbitej fali przyspieszenia rośnie (patrz rys. 5b i rys.ób). Podobna zależność m a m iejsce dla 

transmitowanej fali przyspieszenia. M alejący przekrój poprzeczny na drugim  odcinku (por. 

rys.4a) powoduje w zrost natężenia fali transm itow anej (patrz rys.5a i rys.óa), natom iast 

przekrój rosnący (por. rys.4b) jej spadek (patrz rys.5b i rys.ób).

Istotny jest rów nież fakt, iż  natężenie fali transmitowanej je s t w iększe niż fali padającej 

przy przejściu ze stali do alum inium. D la odwrotnej budow y pręta, tzn. przy przejściu z 

aluminium do stali, m niejsze je s t natężenie transmitowanej fali przyspieszenia.
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Recenzent: P ro f dr hab. inż. Józef Nizol

A b strac t

The problem  discussed in this paper run on propagation o f  disturbances in the rod of 

slow ly varying cross-section area. This paper employs an approxim ate form o f  analysis based 

on the assum ption o f  one-dim ensional stress to find the transport equation for the intensity of 

the incident, reflected and refracted acceleration wave. The numerical analysis o f  the problem 

o f  propagation o f  the acceleration w ave in elastic rod o f  slow ly varying area was made. 

Results are illustrated for M um aghana's nonlinear elastic materials.


