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ZIJAWISKA FALOWE W CIENKIM PRECIE O ZMIENNYM
PRZEKROJU

Streszczenie. W niniejszej pracy uzyto analizy opartej na zatozeniu jednowymiarowego
stanu naprezenia do wyznaczenia réwnania transportu dla padajacej, odbitej i transmitowanej
fai przyspieszenia. Przeprowadzono analize numeryczng w sprezystym precie o wolno
zmieniajacym sie przekroju poprzecznym. Wyniki przedstawiono dla nieliniowo sprezystego
materialu Mumaghana.

EFFECTS WAVES PROPAGATION IN SLENDER RODS OF VARIABLE
CROSS-SECTION

Summary. This paper employs an approximate form of analysis based on the assumption
of one-dimensional stress to find the transport equation for the incident, reflected and
refracted of the acceleration wave. The numerical analysis in elastic rod of slowly varying
area of cross-section was made. Results are illustrated in Mumaghana's nonlinear elastic
materials.

1 Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwaza sie propagacje fal przyspieszenia w cienkich
dwumateriatowych pretach o wolno zmieniajgcym sie przekroju poprzecznym (patrz (rys.l)).
Fala przyspieszenia zostata doktadnie zbadana i oméwiona miedzy innymi w pracach P.B.
Baileyai PJ. Chena [1] i [2] oraz P.J. Chena [3] i [4].

Podstawowe réwnania propagacji dla przypadku preta o zmiennym przekroju podat A.
Jeffrey w pracy [5]. Wykazal, ze réwnanie transportu dla natezenia fali w przypadku
propagacji fali przyspieszenia w precie z materiatu hipersprezystego o zmiennym przekroju

poprzecznym jest uog6lnionym réwnaniem Riccatiego. Przyjmujac do rozwazah nieliniowy
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materiat Mumaghana w pracy I. Major [7] wykazano, ze dla preta o rosngcym przekroju
poprzecznym natezenie fali przyspieszenia maleje, natomiast natezenie fali rosnie, w
przypadku gdy przekréj preta maleje. Ponadto z prac A. Jeffreya [5] oraz A. Jeffreya i RP.
Gilberta [6] wynika, ze natezenie fali przyspieszenia opisuje réwnanie Bemouliego da

os$rodka, w ktéorym funkcja energii naprezenia Z(p) (tzw. potencjat sprezysty) spetia

warunek 93Z/9p3~ 0, gdzie (p) jest gradientem przemieszczenia.

2. Podstawowe zaleznos$ci i oznaczenia

Rozwazamy pret sprezysty wykonany z dwéch jednorodnych i izotropowych odcinkéw o
dtugosci / (patrz (rys.l)). Przyjmujemy, ze przekr6j poprzeczny S(X) jest osiowo
symetryczny i zmienia sie w funkcji odlegtosci. Dla X =0 S(X) =Aa, w przypadku X =

S(X) =A,,natomiastdla X =21 S(X) =A2.

Rys. 1. Dwumateriatlowy osiowo symetryczny pret o wolno zmieniajgcym sie przekroju poprzecznym
Fig. 1. Two-materials axis-symmetry rod of slowly varying cross-section area

Przez Pi i p2 oznaczymy gesto$¢ osrodka odpowiednio pierwszego i drugiego odcinka
preta, natomiast przez c, i c2 predko$¢ propagacji fal podtuznych odpowiednio w pierwszym
i w drugim odcinku osiowego preta o zmiennym przekroju poprzecznym. Przyjmujemy

ponadto, ze a(x) oznacza natgezenie propagujacej sie fali przyspieszenia w punkcie X preta.
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Natezenie z gérnym indeksem R i T oznacza odpowiednio natezenie odbitej fali
przyspieszenia - a H{X) oraz transmitowanej fali przyspieszenia - crT(x). W niniejszej pracy
wszystkie wielko$ci z indeksami géornymi R i T odnosi¢ sie bedg odpowiednio do odbitej i

transmitowanej fali przyspieszenia.

0<x<i

Rys. 2. Kolejne potozenia powierzchni nieciggtosci A dla rozpatrywanego preta
Fig. 2. The following locations of slowness surface A for investigated rod

3. Natezenie fali przyspieszenia dla badanych przypadkéw preta

Zgodnie z pracg P. J. Chena [4] mozemy zapisa¢ nastepujace warunki na powierzchni
rozdziatu warstw, tj. dla X =1 (patrz (rys.3)).
aT(x*)_  2plc[ (6]
&[X~) PCéi+P2c2
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°-R{x~)=Pict-P 2Cl ©
Ajt) acitbP2c2

X* oznacza wspobtrzedng na powierzchni nieciggtosci A przed frontem fali przyspieszenia,

natomiast X ' jest wspoOtrzedng na tej samej powierzchni A za frontem fali przyspieszenia.

Rys. 3. Fala przyspieszenia: padajaca ), transmitowana crT(x) i odbita crR(x) dla X =/

Fig. 3. The acceleration: incident §(x ), refracted crT(x) and reflected a R(X) wave for X =/

Jako pierwszy rozpatrywac¢ bedziemy przypadek gdy odcinki pierwszy (1) i drugi (1) preta

sg w postaci Scietych powierzchni obrotowych ztaczonych wiekszymi podstawami (patrz

(rys.4.a)).

Rys. 4. Rozpatrywane przypadki preta: a) przypadek pierwszy; b) przypadek drugi
Fig. 4. The investigated cases of the rod: a) first case, b) second case

Przypadek drugi obejmuje te same $ciete powierzchnie obrotowe ztgczone ze sobg

mniejszymi podstawami (rys.4.b).
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4 Obliczenia

W niniejszej pracy przyjeto materiat sprezysty w sensie Greena, zwany materiatem
hipersprezystym. Do analizy przyjeto dwa nieliniowe $cisliwe materiaty sprezyste opisane

potencjatem Mumaghana (poréwnaj Z. Wesotowski [10], s. 37):

). ™™ S (7, -3)" +:;-+20 +4'" (7, -3)" + )

-3)-f (/,-3%3,-3)-~ (7, -3)*i(/,-1)
dlaktérego pochodne wzgledem niezmiennikéw wynosza:

2z a2 Y 935 @
dla K,L,M =12,3
dl. diKdiLdiM

Materiat sprezysty Murnaghana opisany jest piecioma statymi sprezysto$ci (m,n,l,X,/.i).
Trzy pierwsze sg statymi sprezystosci drugiego rzedu, pozostate dwie statymi Lamego.
Przyjmujac, ze przekréj poprzeczny wynosi S(x)= Aerx, natezenie fali przyspieszenia

a(x) bedzie rowne (poréwnaj I. Major [7]):

»etiMz: (5)
CIW) = CRO0)-~-— mjLr \ p{x)
JQ{x)r
oclzie:
( 7TaA (6)
Q(x)= ZP2 4 5p3 X "= -T45'|507

natomiast zaktadajac, ze 5(7f)= Ae rx (patrz I. Major [7]), natezenie fali przyspieszenia
a(x) bedzie rowne:
Q)
2(*Y=< K ©)cmmmmem-
c2(*)=<K )1+ o Q(><)x~r-1 P(X)
Q{x)-y_
Wpowyzszych wzorach cO jest predko$cia propagacji frontu fali przyspieszenia, natomiast

p jest gradientem przemieszczenia.
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5. Analiza numeryczna

Podstawa do przeprowadzenia analizy numerycznej sa réwnania (1) i (2). Przyjeto stale
materiatowe, zgodnie z pracg S. Kosinskiego, [9].

W artoéci dla stali odpowiednio wynosza:
m = -6,36+ 106[kGlcm2] , n=-7,08-106[k?/cw2] , 7=-4,61-106[A:G/lcm2] ,
2 =1,11-106[kGlcm2] , /r=0,821-106fkG/cm2] ,
natomiast dla aluminium przyjmujemy:
m =-4,01 *106[&G/cm2] , n=-4,08-106[kGlcm2] , |=-2,U-106[kG/cm2] |,
2 =0,57-106[ytG/cm2] , ft=0,276-106\kGlcm2] .
Zaktadamy na poczatku, ze materiat jest nieodksztatcony, czyli TO =0, oraz przyjmujemy,
zgodnie z pracg J. Klepaczko [8], ze ct(0) =10‘2[/m/i2]. Ponadto, funkcja uzyta do opisu
zmiany przekroju poprzecznego preta wymaga przyjecia wspoétczynnika y, ktory w
obliczeniach dla wolnej zmiany przekroju przyjmujemy jako réwny y =0,5[1/m] .

Zaktadajgc, ze odcinek pierwszy wykonany jest ze stali, natomiast drugi z aluminium, to

otrzymujemy zaleznosci przedstawione ponizej:

a) b)

Rys. 5. Wykresy natezenia fali przyspieszenia: a) dla S(X)= AelX ,b)dla S(x)=Ae rx.
Przyjmujemy, ze: \x e (Om;10m) XfeiOm~Sm) , X 2¢(5m;\0m)}

Fig. 5. The diagrams of the acceleration wave intensity: a) for S(X) = AeyX, b) for S(X) = Ae yX,
We assume that: {x e (Om;10m) X le(Pm-,5m) , X 2 (5m;10m)}
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Przyjmujac odwrotnie, tzn. ze odcinek pierwszy wykonany jest z aluminium, a odcinek drugi

zestali, otrzymujemy nastepujgce zaleznosci:

a) b)

Xi.Xj.X,

Rys. 6. Wykresy natezenia fali przyspieszenia: a) dla S(x) = AerX ,b) dla S(X)= Ae rXx .
Przyjmujemy, ze: {we (0m;10m) X ,e (Om;5m),X 2 (5m;I0m)}

Fg. 6. The diagrams of the acceleration wave intensity: a) for S(x)== AerX, b) for 5(X) = Ae~rX.
We assume that: {x s (Om\10m) X*e(0m;5m) , X 2e(5m',10m)}

6. Whnioski

Przeprowadzona analiza numeryczna wykazata, Zze wraz ze zmiang przekroju
poprzecznego rozpatrywanego preta zmienia si¢ natezenie padajgcej, odbitej i transmitowanej
fali przyspieszenia. Dla preta o rosngcym na odcinku pierwszym przekroju poprzecznym (por.
rys.4a) natezenie fali przyspieszenia maleje (patrz rys.5a i rys.6a). Natomiast w przypadku
gdy przekréj poprzeczny preta na tym odcinku maleje (por. rys.4b), natezenie padajacej i
odbitej fali przyspieszenia ro$nie (patrz rys. 5b i rys.6b). Podobna zalezno$¢ ma miejsce dla
transmitowanej fali przyspieszenia. Malejacy przekréj poprzeczny na drugim odcinku (por.
rys.da) powoduje wzrost natezenia fali transmitowanej (patrz rys.5a i rys.6a), natomiast
przekréj rosnacy (por. rys.4b) jej spadek (patrz rys.5b i rys.éb).

Istotny jest réwniez fakt, iz natezenie fali transmitowanej jest wieksze niz fali padajacej
przy przejSciu ze stali do aluminium. Dla odwrotnej budowy preta, tzn. przy przejsciu z

aluminium do stali, mniejsze jest natezenie transmitowanej fali przyspieszenia.
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Abstract

The problem discussed in this paper run on propagation of disturbances in the rod of
slowly varying cross-section area. This paper employs an approximate form of analysis based
on the assumption of one-dimensional stress to find the transport equation for the intensity of
the incident, reflected and refracted acceleration wave. The numerical analysis of the problem
of propagation of the acceleration wave in elastic rod of slowly varying area was made.

Results are illustrated for Mumaghana's nonlinear elastic materials.



