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STATECZNOSC DYNAMICZNA PRETOW Z UWZGLEDNIENIEM
ODKSZTALCALNOSCI POSTACIOWEJ

Streszczenie. Tematem niniejszego referatu jest okreslenie rownania ruchu poprzecznego
pretakrepego, $ciskanego sita osiowgzmienngw czasie. Na podstawie tego rownania okresli¢
mozna obszary rezonansu parametrycznego (niestateczno$ci dynamicznej), ktore sg bardzo
grozne dla trwatosci konstrukcji, gdyz wéwczas pojawiajg sie drgania poprzeczne o
wzrastajacej amplitudzie.

THEDYNAMIC STABILITY OF RODS WITH SHEAR STRAIN
INCLUDED

Summary. The definition of equation of motion is the theme of this lecture. The object of
this consideration is the Timoshenko rod compresed by axial time-dependent force. This
equation is the basis for definition the parametric resonanse areas, which are very dangerous
for constructions.

1 Wstep

Przez badanie statecznosci dynamicznej preta rozumiemy badanie statecznos$ci jego ruchu.
Pierwotny ruch preta jest stateczny tylko wowczas, gdy mate zaktdcenie wzbudzi nowy ruch
0 ograniczonych rozwiazaniach. Jezeli natomiast wzbudzony ruch jest nieograniczony, to
ruch pierwotny jest niestateczny. Stateczno$¢ ruchu bedziemy bada¢ na przyktadzie preta
swobodnie podpartego, $ciskanego sitg osiowg, ktdra jest funkcja czasu (rys. 1). Problem ten
dla pretéw smuktych rozpatrzony zostat w pozycji [1], Przyjeto nastepujace charakterystyki
preta: E,G - state materiatowe, A - pole przekroju, J - moment bezwtadnosci, | - dtugosé

preta, £ e (0,1) - zmienna bezwymiarowa, k- wspdtczynnik zalezny od ksztattu przekroju.

' Opiekun naukowy: Prof. dr inz. Andrzej Gomulifiski.
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Rys. 1. Pret swobodnie podparty $Sciskany sitg osiowa zmienngw czasie
Fig. 1. The simple-supported rod compresed by time-dependent axial forcé

Funkcje S(t) przyjmujemy w nastepujacej postaci:

S(f)=s,+5,0(0 =5 @
gdzie:

SO- stata czesc sity,

0(t) - funkcja okresowa z okresem T,

S, - amplituda funkcji okresowej.

Dziatanie sity S spowoduje powstanie w precie drgan podtuznych, odbywajacych sie z
statg czestoScig i skofnczong amplitudg pod warunkiem ze czesto$¢ podtuznych drga
wiasnych preta nie zréwna sie z czesto$cig wymuszenia. Z uwagi na to, ze mate zaburzenie w
kierunku osi preta nie spowoduje jakoSciowej zmiany rozwigzan, bedziemy mieli
czynienia ze statecznym ruchem podtuznym.

W przypadku matego zaburzenia w kierunku poprzecznym do osi powstanie nowy ruch

Zwigzany ze zginaniem preta, opisany funkcja w(£,r) (rys. 1).

2. Opis preta prostego

Przedmiotem rozwazan jest pret prosty o statym przekroju, ktérego grubos¢ jest
poréwnywalna z dtugoscig (pret krepy). Prowadzi to do zatozenia, ze prostoliniowe wokna
preta normalne do osi w konfiguracji poczatkowej nie pozostajg normalne do osi we
wszystkich innych konfiguracjach aktualnych oraz ze ulegajg odksztatceniu.

W wyniku przejscia od konfiguracji poczatkowej do aktualnej dowolny punkt lezacy na
witoknie prostopadtym do osi nieodksztatconej dozna przemieszczen u(x,z) oraz w(xz), a
wiokno dozna obrotu o kat 0=9(x), ktéry jest réwny katowi nachylenia stycznej do

odksztatconej osi preta (rys. 2b), atakze dozna deplanacji wedtug funkcji V/(x,z)= y/(X)f(2).
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Rys. 2. R6zniczkowy wycinek preta w konfiguracji odksztatconej z uwzglednieniem odksztatcalnosci

postaciowej
Fg. 2. The diferential element ofrod in deformation configuration with shear strain included

Aktualna dtugosé elementarnego wycinka wtdkna potozonego w odlegtosci z od osi preta

opisanajest zaleznoscia:
ds2=ds-zdd +f (z)dy/ 2)

gdzie:

ds=ds(x) - dtugos¢ elementarnego wycinka osi preta,

dd=dd(x) - przyrost kata obrotu przekroju preta.

Stan odksztatcenia w rozniczkowym otoczeniu dowolnego punktu preta opisany jest
poprzez odksztatcenie podtuzne widkna potozonego w odlegtosci z od osi preta ez oraz

poprzez kat odksztatcenia postaciowego yz:

y2=y 910

ez=£ zdo+f(z)d¥/ 3
B dx dx ' dz )
gdzie:
ds
e - 1 4
dx (4)

jest odksztatceniem podtuznym osi preta.
Przyjmujac zatozenie materiatu liniowo-sprezystego, korzystajac ze zwigzkéw fizycznych

Hooke’a, okre$lamy naprezenia normalne i styczne, a co za tym idzie sity przekrojowe, ktére

wyrazajg sie nastepujaco:

N(x) =EAs
drn
M(x) =- E Jd/)\( (5)
T(x)-GAy/
gdzie:
e =6-Ky/ (6)

jest funkcjg okreslajgca usredniony catkowity kat obrotu przekroju preta.
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3. Rownanie rownowagi dynamicznej preta

W przypadku preta krepego, sciskanego sitg osiowa S, uktadajac rézniczkowe réwnanie
réwnowagi wycinka preta w konfiguracji odksztatconej (rys. 3), nalezy uwzgledni¢ jego
odksztatcalno$¢ postaciowg, a co za tym idzie - zwigzki opisane wzorem (5) oz

bezwtadnos¢ obrotowa (rys. 3b).

Rys. 3. Rozniczkowy wycinek preta $ciskanego sitg osiowag w konfiguracji odksztatconej
Fig. 3. The diferential element of rod compresed by axial forcé in deformation configuration

Jednakze w celu przeprowadzenia analizy porownawczej do preta smukiego (pret
Bemoulliego) w pierwszym kroku pominieto moment bezwtadnos$ci obrotowej (rys. 3a).
Drgania poprzeczne preta $ciskanego sitg osiowa z uwzglednieniem odksztatcalnosci

postaciowej opisane sg czastkowym réwnaniem rézniczkowym:

d*w 2 4r d*w . 2 32w, 2*,‘,,4 d2iV:0

dn - -l e g0 TRA gr2 @
gdzie:
_SI2 1
T EJ 1-C<7 ~ EJ GAI2

a2
przy czym
w =wvv(e,r) - funkcja okreslajgca rozktad przemieszczeri wzdtuz osi preta,
H=pA - masaréwnomiernie roztozona najednostke dtugosci,

e - parametr uwzgledniajacy wptyw odksztatcenia postaciowego.

Natomiast funkcje catkowitego usrednionego kata obrotu (6) mozemy zapisa¢ w postaci:

?2>(£) = w



Stateczno$¢ dynamiczna pretow.. 299

Rozpatrujac przypadek drgan harmonicznych (co- czesto$¢ drgan wiasnych preta):

w = w(4,t) = w(£) cos(cot) (10)

otrzymamy rownanie amplitud:
"m +e2(Ade+crl) N - £2AM4w=0; Ad = H
da4 f(A?l 2d’? EJ (H)

4. Sila krytyczna

Przyréwnujac w réwnaniu (7) parametr X, charakteryzujacy czesto$¢ drgan wiasnych, do
zera, otrzymamy réwnanie rozwigzujgce problem zginania z udziatem sity osiowe;j:
12
ds4 d? \(/ )

ktore postuzy nam do wyznaczenia sity krytycznej. Rozwigzaniem réwnania (12) jest catka:

W(E) = Cj + C2ecre + C3cos(icrg£)+ C4sin(Ecrg) (13)
od ktérej mozna uzalezni¢ pozostate wielkoSci geometryczne i statyczne w rozwazanym

precie. W tym przypadku catkowity usredniony kat obrotu (6) opisany jest funkcja:

(14)

Warunkiem na to, aby funkcja (13) opisywata przemieszczong posta¢ preta swobodnie
podpartego, jest spetnienie nastepujacych warunkéw brzegowych:

M4 =0)=0, e\g=0)=0, w(£=i)=o0, cp(a=i)=o (15)
co prowadzi do uktadu czterech jednorodnych réwnan na state catkowania. Zerowanie sie

wyznacznika podstawowego tych réwnan jest warunkiem istnienia niezerowych rozwigzan.

Warto$¢ sity krytycznej dla preta o takich warunkach podparcia przedstawia sie wzorem:

c *V EJ HM
(*VC +I) /2

5. Czestos¢ drgan wiasnych

Réwnanie opisujace ruch swobodny preta krepego otrzymamy przyréwnujgac w réwnaniu

(7) parametr cr, charakteryzujacy site Sciskajaca, do zera, a co za tym idzie - parametri do L
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d wixredw_£ w=0

1
d d C a
Rozwigzaniem réwnania (17) jest catka ogdlna:
W(£) = C, cosh(p) + C2sinh(p) + C3cos(m) + C4sin(m) (18)
gdzie:
+4-AY
p= 19
a catkowity usredniony kat obrotu (6) opisany jest funkcja:
=y A )

Postepujac analogicznie jak w przypadku wyznaczania sity krytycznej, otrzymamy wzor
na czesto$¢ drgan wiasnych:

*V EJ

21
(k27t2e +1) jul* @

6. Roéwnanie ruchu preta

Podstawg rozwigzan jest réwnanie rézniczkowe (7). Rozwigzanie tego réwnania przyjeto
w formie nieskoriczonego szeregu, ktorego kazdy wyraz speinia warunki brzegowe

swobodnego podparcia:
W<£.0 = gl/* (0 sin(fci£) @2)
Po podstawieniu funkcji (22) do réwnania (7) otrzymamy wyrazenie:

e 27 4lk2K 2 +\)dj?‘ + (nv 2>V /t(0 sin(Atf) =0 (23)

ktérego warunkiem spetnienia jest zerowanie sie wspotczynnikéw szeregu. W rezultacie
dostaniemy réwnanie w postaci:

d ki) kn Bl ya

dt2 + (k27 +\)pl Kb = g A @9

Po podstawieniu do powyzszego wzoru wyrazenie (1), uwzgledniajac wzory na site krytyczng

(16) i czestos¢ drgan wiasnych (21), réwnanie (24) przeksztatcone zostanie do postaci:

"ﬁ\"+ 12 i-20*0(OIA(C=0 (25)
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gdzie:
(26)
2(Sek~S0)
Jest to rozniczkowe réwnanie parametrycznych drgan poprzecznych preta, ktére jest
identyczne dla wszystkich form drgan, co umozliwia pominigecie w nim indeksu k. Takie

réwnanie 0 zmiennych okresowo wspdtczynnikach nazywa sie réwnaniem Hilla. Jezeli

przyjmiemy, ze sita $ciskajgca zmienia sie w sposéb okresowy harmoniczny:
0(0 =cos©t 27)

dostaniemy szczeg6lny przypadek rownania (26) - rownanie Mathieu:
+Q2[l- 2v QBG)]/(O: 0 (28)

Posta¢ tego réwnania jest taka sama jak w przypadku preta smuktego, natomiast wptyw
odksztatcalnosci postaciowej zostat ujety we wspétczynnikach (26). Wyznaczenie obszar6w
niestatecznosci dynamicznej na podstawie réwnania o postaci (28) zostato przeprowadzone

We wspomnianej pozycji [1].

7. Wplyw bezwiadnosci obrotowej
W przypadku uwzglednienia momentu bezwadnosci obrotowej (rys. 3a) czastkowe
réwnanie rézniczkowe (7), opisujgce drgania poprzeczne preta, przyjmie postac:

54w

4

gdzie:

aréwnanie amplitud bedzie nastepujace:
dav  J, 1dw Afl rgr2n
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W tym przypadku wyznaczymy dwie czestosci:

S-Js2-4nk*nAEJ
=T A

@D

gdzie:

S=(iV f+1)"+iV (32

Pierwszej z nich odpowiadajag wspoétbiezne przemieszczenia gietne i postaciowe,
natomiast z druga skojarzone sg przemieszczenia gietne i postaciowe wzajemnie
przeciwbiezne.

W obecnej chwili trwaja prace nad wyznaczeniem obszardw niestatecznosci dynamicznej,

metoda bilanséw harmonicznych, przy uwzglednieniu bezwtadnos$ci obrotowej.
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Abstract

Depending of relation between the quantities determining load (SO, S,, 9) and properties of
structure (Set, coK), when the rods are compresed by harmonic time-depended force, the stable
or unstable parametric vibration is formed.

The shear strain included does not change the eqution of montion (the (28) equation is the
same for Bernoulli rod) but this is considered in the quantities determining properties of

structure.



