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ROWNOWAZNOSC OBWODOWE] | POLOWEJ DEFINICJI
INDUKCYJINOSCI WZAJEMNEJ

Streszczenie. W artykule przedstawiono uzasadnienie roéwnowaznos$ci obwodowej
i polowej definicji wspotczynnika indukcyjnosci wzajemnej na przyktadzie uzwojerh maszyny
elektrycznej. Pokazano réwniez symetrie wspétczynnikéw indukcyjnosci wzajemnej bez
powotywania sie na zasade wzajemnosci i wkasnosci funkcji stanu.

EQUIVALENCE OF CIRCUIT AND FIELD DEFINITIONS
OF MUTUAL INDUCTANCE COEFFICIENT

Summary. In this paper a proof of the equivalence of both the circuit (lumped parameter)
and field definitions of mutual inductance coefficients for windings of electrical machine has
been presented. The symmetry of mutual inductance coefficients regardless of the mutual
theorem and state function peculiarities has been proved.

DIE AQUIVALENZ DER KREIS- UND FELDDEFINITIONEN
DER GEGENINDUKTIVITAT

Zusammenfassung. In diesem Artikel wurde die Aquivalenz der Kreis (konzentrierte
Konstante) und Feld Gegeninduktivitatsdefinitionen fur Wicklungen der elektrischer

Maschine gezeigt. AuBerdem wurde die Symmetrie der Gegeninduktivitatskoeffizienten
bewiesen ohne Berticksichtigung des Umkehrungssatzes und der Eigenschaft der Zustands-
funktion.
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1. DEFINICJE WSPOLCZYNNIKA INDUKCYJNOSCI WEASNEJ
I WZAJEMNEJ

Indukcyjnos$ci wiasne i wzajemne mozna okresla¢ na podstawie definicji:

M= @

i

j

gdzie: Ty - strumien skojarzony z i-tym uzwojeniem wytworzony przez j-te uzwo-
jeuie, w ktérym ptynie prad lj indeksy i oraz j oznaczajg numery
rozwazanych obwoddw (i,j = 1,..., N; N - liczba obwoddw).

Z powyzszej definicji nie korzysta sie jednak czesto przy wyznaczaniu
indukcyjnosci  wzajemnych obwoddéw o niepomijalnej grubosci  uzwojen
ze wzgledu na konieczno$¢ obliczania ztozonych calek przy okreslaniu strumienia
skojarzonego z rozwazanym uzwojeniem. W tym przypadku dla uktadow liniowych
( H~Kkjlj , gdziewspotczynnik kj mozna okre$laé na podstawie  znajomosci
konfiguracji obwodow oraz np. prawa Savarta-Laplace'a) indukcyjnosci wyznacza sie
przez sprowadzenie energii magnetycznej uktadu z postaci:

Eh= »(ZHi)2dv =i Jp (£ XH.H"dy (2a)
Y i=l v i-ij=i
do postaci:
1 N (N N
eu=0 ¥i Z««iiij (20)
Kj-I

bedacej formg kwadratowg pragdéw obwodow rozwazanego uktadu,
gdzie ay - sa wspotczynnikami przy iloczynach pradéw 1" (wspdtczynniki aj dla i/j
sg symetryczne ze wzgledu na oba wskaZzniki aij=aji).
Poréwnanie relacji (2a) oraz (2b) pozwala na okreslanie wspotczynnikdw ay przez
poréwnanie odpowiednich wyrazen obu fonn kwadratowych, mianowicie:

aijlilj =2jpH iHjdV . (20)

\
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Na podstawie relacji (2c) mozliwe jest okreslanie (definicja potowa)
wspdtczynnikow a* formy kwadratowej (2b), jezeli znany jest rozkiad przestrzemiy
pola magnetycznego w rozpatrywanym obszarze.

Zawarto$¢ indukcyjuosci wzajemnej (i*j) przyjmuje sie :

aindukcyjuosci wiasnej (i=j):
M ~a, (2e)

Wyznaczanie wartosci My jako wielkosci wynikajacych z  wartosci
wspotczynnikéw formy kwadratowej (2¢) narzuca ich symetrie: M} = Mj(.

2. WYRAZENIE INDUKCYJNOSCI POPRZEZ FUNKCJE ROZKtADU
PRZEPLYWU UZWOJEN MASZYNY

Rozwazmy maszyne elektryczng o uzwojeniach wytwarzajacych przeptyw 0(oc,9).
Indukcja pola magnetycznego w szczelinie powietrznej maszyny zwigzana jest
z przeptywem uzwojen [3] (przy zatozeniu nieskoriczonej wartosci przemkalnosci
magnetycznej ferromaguetyka, zblizonego do radialnego biegu linii pola
magnetycznego w szczelinie powietrznej maszyny oraz statosci natezenia pola wzdtuz
linii pola w szczelinie) relacja:

2t
|A.(a,9)0(a,S)da
B(a,9) =X (a,5)-(0(a,9)--5— —1} 3)
J A.(a,0)da
0
gdzie: a - wspoltrzedna katowa na obwodzie maszyny,
S - kat obrotu wirnika maszyny,
X - przewodno$¢ magnetyczna (A =p/8, 6 - grubos¢ szczeliny powietrznej

maszyny, p. - przeuikalno$¢ magnetyczna powietrza).

Niech w rozwazanej maszynie rozktad przewodnosci magnetycznej oraz przeptywy
uzwojen bedg do siebie ortogonalne na przedziale [0,2rc] - rozklady indukcji
magnetycznej w szczelinie i przeptywu nie sg przesunigte wzajemnie.



128 D. Spatek

Wprowadzmy (pomocnicza) funkcje rozktadu przeptywu, okreslong jako:
f,(a,5)=0i(""a), @

gdzie: I;- prad ptynacy w i-tym uzwojeniu fazowym maszyny wytwarzajgcym
przeptyw ©j(a.S).
Indukcyjnosci wiasne i wzajemne mozna okresla¢ nastepujaco:
- na podstawie definicji obwodowej (1):

My = Jz.(a,3)fj(a,S)rlda, ®)
A

- na podstawie definicji polowej (2d,e):

My =—]A.(a,9)fi(a,S)fj(a,9)rl5da, 6)

2 AV

gdzie: A; -przedziat katowy obejmujacy obszar roztozenia bieguna (umownie) N
wytworzonego przez rozpatrywane i-te uzwojenia maszyny,
Av -przedziat katowy obejmujacy caly obszar wystepowania pola magnetycz-
nego wytworzonego przez i-te uzwojenie maszyny (A;CAv).

Przeksztatcajac relacje (5) oraz (6) uzyskuje sie nastepujace zaleznosci na wartosci
indukcyjnos$ci wzajemnych (oraz wiasnych dla i=j) uzwojen maszyny:
-z definicji obwodowej:

My =7trljA.(x,9)fj(x,S)dx, (7a)
-z definicji polowej:
My = —7d jA.(x,9)fi(x,3)fj(x,S)dx. (7b)
2 xv

gdzie: x - zmienna katowa odiuesiona do kata petnego 2n: \=a/2n,
Xj - przedziat odpowiadajacy roztozeniu bieguna N i-tego uzwojenia fazo-
wego maszyny (wynikajacy ze zmiany znuennych \=a/2n),
Xv - przedziat obejmujacy caty obszar roztozenia i-tegouzwojenia fazo-
wego maszyny,
1 - dtugos¢ maszyny.
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Relacje (7a) i (7b) pozwalajg oblicza¢ indukcyjnosci wzajemne i wilasne na
podstawie odpowiednio definicji obwodowej (1) oraz polowej (2d,e).

It fix)

X@x .- X,

0.5 X 1.0 x = al2n

Rys. 1. Przykfadowy rozkiad funkcji f(x) oraz obszaréw catkowania Xi( %
Fig. 1 Example function f(x) and integration areas  , X;

3. ROWNOWAZNOSC OBWODOWEJ ORAZ POLOWEJ DEFINICJI
INDUKCYJINOSCI WZAJEMNYCH UZWOJEN MASZYNY

Obie definicje obwodowa i potowa okreslajg indukcyjnosci wihasne i wzajemne
obwodéw w dwojaki sposob. Rozwazmy, czy obie definicje - obwodowa (1) oraz
potowa (2d,e) sg rownowazne.

Jezeli zatlozymy, iz energia magnetyczna uktadu uzwojernn maszyny jest w danym
przypadku funkcjg stanu uktadu, to mozna natychmiast wnioskowa¢ [2] o symetrii
indukcyjnosci wzajemnych:

Mjj = Mj,. ®)

Réwnowaznosci obu definicji oraz wihasno$¢ symetrii indukcyjnosci (8) mozna
réwniez dowies¢ powoltujagc sie tylko na wlasnos¢ bezzrédtowosci pola
magnetycznego.
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Mianowicie, zat6zmy, ze funkcja rozktadu przeptywu uzwojenia jest dana jako:
10

fi(x,9) =" a ksik(x,S), (%)

k=1
dla obwodow o dyskretnym rozktadzie uzwojen lub:
2.

fj(x,9) = la(x,g9,9)si(x,9,9)dg (%)
[0]

w przypadku o ciggtym rozktadzie uzwojen.

We wzorach (9a) i (9b) funkcja a () jest odpowiednio liczbg zwojéw elementarnego
zezwoju (9a) lub jego gestosciag zwojowg (9b) w danym fragmencie uzwojenia.
Funkcja s(-) przyjmuje wartos¢ +1 dla punktéw Xx na obwodzie maszyny, ktore
znajdujg sie w obszarze po dodatnio zorientowanej stronie powierzchni zezwoju
uzwojenia (elementarne bieguny N zezwojow). Funkcja s( ) przyjmuje wartos¢ 0, gdy
rozpatrywany punkt nie znajduje sie w obszarze objetym uzwojeniem, w pozostatych
za$ punktach przyjmuje warto$¢ rowng -1 (elementarne bieguny S zezwojow).
Zmienna g okre$lapotozenie rozwazanego elementarnego zezwoju wramach danego
uzwojenia roztozonego w sposob ciagly. Symbol G oznaczaobszar ciggtego
roztozenia rozwazanego uzwojenia maszyny.

Korzystajac z bezzrodtowosci pola magnetycznego mozna zapisac:

j 9)f|(x,(p)dx = 0 = JA(X, 9)fj(x,cp)si(x)dx - JA.(x,9)fj(x,(p)si(x)dx, (10)

% *1 »i

gdzie: xv- obszar roztozenia rozwazanego elementarnego zezwoju i-tego uzwojenia
fazowego maszyny,
X - obszar obejmujgcy elementarny biegun N wytworzony przez elemen-
tarny zezwdj i-tego uzwojenia maszyny,
X|- obszar obejmujacy elementarny biegun S wytworzony przez elementarny
zezw0j i-tego uzwojenia (dopetnienie obszaru x, do obszaru xv).
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Poniewaz funkcja S;(X) przyjmuje warto$¢ +1 w obszarze xj; a w obszarze X
warto$é rowng: -1, to zachodzi:

JOdx =] ()sieydx =7 J(@)si(x)dx + 7 [(-)si(x)dx =~ ] (+)si(x)dx,

gdyz:
XV =XiuXxi,
gdzie przez (¢) oznaczono wyrazenie podcatkowe pierwszej z catek we wzorze (10).

Ostatnig z rownosci mozna wiec zapisac jako:

(11)

Dokonujagc sumowania (w przypadku dyskretnego rozkiadu uzwojenia -1°) lub
catkowania (w przypadku ciggtego rozktadu uzwojenia - 2°) relacji (11) odnoszacych
sic do elementarnych zezwojéw i-tego uzwojenia maszyny, a odpowiednio
przemnozonych przez liczby zwojow w zezwoju (wzdr (9a)) lub gestosci zwojowe
(wzor (9b)) uzyskujemy zaleznosc:

(12)

gdzie: X1- przedziat bedacy sumg (zbioréw) obszarow obejmujgcych czesci ele-
mentarnych zezwojow i-tego uzwojenia fazowego maszyny, tworzacych
bieguny okreslone wyzej jako bieguny N zezwojoéw elementarnych,
Xv - przedziat bedacy suma obszarow obejmujgcych wszystkie elementarne
kontury zezwojow i-tego uzwojenia fazowego maszyny.

Na podstawie relacji (12) wobec relacji (7a) oraz (7b) otrzymujemy roéwnos¢:

M:; (13)

u

z definicji obwodowej  z definicji polowej

ROwnos¢ (13) dowodzi réwnowaznosci definicji obwodowej i polowej
indukcyjnosci wzajemnej oraz whasnej, a nadto uzasadnia ich symetrie (symetria
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wspoétczynnikéw - wzor (8)) przy powotaniu sie jedynie na wiasnos¢ bezzrodtowosci
pola magnetycznego dla przypadku obwodéw bedacych uzwojeniami maszyny
(rozktad przeptywu i indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej maszyny s
nieprzesuniete wzajemnie) roztozonymi w spos6b dyskretny (wzor (9a)) lub sposéb
ciggly (wzér (9b)).

LITERATURA

[1] Bolkowski.S.: Elektrotechnika teoretyczna. WNT. Warszawa 1986.

[2] Brodzki.M.: Wstep do teorii liniowych obwodéw elektrycznych w ujeciu
geometrycznym.Kompendium dla doktorantéw. Skrypt Politechniki Slaskiej
nr 847, Gliwice. 1979.

[3] Kuhlman.K.: Theoretische Elektrotechnik t.Ill. Verlag Birkhauser Basel. 1951.

Recenzent: Prof. dr hab. inz. Tadeusz J. Sobczyk

Whptyneto do Redakcji dnia 15 marca 1994r.

Abstract

In this paper both circuit (lumped parameter) and field definitions of mutual
inductance coefficient are presented. The problem of equivalence of these two
definitions (1) and (2d) is considered. The circuit definition (1) of the mutual
inductance coefficient needs considering a suitable surface of integration of magnetic
flux density. The field definition enables to evaluate only the mean value (7)
of the coefficient in the square-term formula which defines the mutual inductance
coefficient. The equivalence of the definitions (1) and (2d) is proved. Additionally, the
symmetry (8) of the mutual inductance coefficient (13) is shown without application
of the mutual law and state function peculiarities.



