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PRZESTRZENNO-CZASOWE POLE TEMPERATUR
WUZWOJENIU PRETOWYM MASZYNY ELEKTRYCZNEJ]

Streszczenie. W artykule przedstawiono Sciste, analityczne rozwigzanie
jednowymiarowego réwnania rézniczkowego przewodnictwa ciepta o pochodnych
czastkowych, opisujgcego stan cieplnie nieustalony w pretowym uzwojeniu maszyny
elektrycznej duzej mocy. Obliczenia wykonano przy skokowym wymuszeniu pradu
ostatej wartosci.

TRANSIENT ONE-DIMENSIONAL THERMAL FIELD
IN STRAIGHT PART OF BAR WINDING OF ELECTRIC MACHINE

Summary. In this paper partial one- dimensional equations for heat conduction,
describing thermal transients in the bar winding of a large size electric machine have
been exactly solved. Calculations are made for equal current density.
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OBMOTKH SJIEKTPMECKOH MAUIMHIi
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oniicuBaioinero tciijiobor riepexoanon npouecc b npoBoanHKax odémotkh aneKipusecKOH

MaiiiHHu BojitmoH MouiHOCTH. PacseTU npoH3BeaeHU npH Gpocxe TOKa nocroaHHOft

BetIHHHHLI.
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1. WSTEP

Znajomo$¢ nieustalonego rozkladu pola cieplnego ma szczeg6lne znaczenie
w uzwojeniach maszyn elektrycznych duzej mocy i to zarbwno w normalnych, jak i
w szczegOlnych przypadkach eksploatacji. Zjawisko to powinno byé szczegbtowo
poznane juz w fazie projektowania maszyny elektrycznej w celu uniknigcia
przysztych lokalnych przegrzan , ktére moga spowodowaé zmniejszenie trwatosci
izolacji a nawet uszkodzenie uzwojen.

Nowoczesne konstrukcje sg mniej odporne na przecigzenia pragdowe i stosowanie w
tych przypadkach metod uproszczonych, polegajgcych np. na traktowaniu uzwojenia
jako uktadu cieplnego o parametrach skupionych, powinno by¢ zastgpione metodami
zapewniajgcymi dobrg zgodno$¢ temperatur obliczonych i zmierzonych na obiekcie
fizycznym.

Zapewnienie niezbednej dokladnosci wymaga postugiwania sie coraz bardziej
rozbudowanym aparatem matematycznym.

W celu wyznaczenia rozkladu temperatury w uzwojeniu pretowym maszyny
elektrycznej w stanie cieplnie nieustalonym wykorzystano jednowymiarowe réwnanie
rézniczkowe Kirchhoffa-Fouriera o pochodnych czgstkowych:

cy;[ =div(A. grad 9) +P(9),

z nastepujgcymi warunkami poczatkowymi:
9(x,0) =9p(x)=9P

i brzegowymi:
9(0,t) = 9i,

9(1,t) =92,
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2. SCISLE ANALITYCZNE WYZNACZENIE CZASOWEGO PRZEBIEGU
TEMPERATURY W UZWOJENIU PRETOWYM
PRZY JEDNOWYMIAROWYM PRZEWODZENIU CIEPLA

Analiza stanéw nieustalonych w uktadach o parametrach roztozonych sprowadza sie
do rozwigzania roéwnania rdézniczkowego przewodnictwa ciepta o pochodnych
czastkowych [1]. Rozwazmy nagrzewanie uzwojenia pretowego (rys.l) maszyny
elektrycznej duzej mocy o diugosci (1) i statym przekroju poprzecznym o powierzchni
przekroju (s) i obwodzie (u). Pret nagrzewany jest roztozonymi stratami wiasnymi
pGsI[l +a3(x,t)], gdzie symbolem po oznaczono stalg jednostkowg moc strat przy
temperaturze 0°C, za$ symbolem (a) cieplny wspétczynnik rezystancyjny. Przyjeto, ze
ciepto wiasciwe materiatu preta wynosi (c), gestos¢ masy (y), a przewodnos¢ cieplna
wiasciwa preta(z.). Uwzgledniono wymiane ciepta do otoczenia, przyjmujac statg
warto$¢ wspotczynnika przejmowania ciepta (k) z krawedzi bocznych do otaczajgcego
osrodka o statej wzdtuz dtugosci preta temperaturze Sot. Przyjecie niewielkiej grubosci
izolacji pozwolito na pominiecie jej wptywu na przebieg nagrzewania.

Rys.l. Bilans cieplny w uzwojeniu pretowym w stanie cieplnie nieustalonym
Fig. 1. Heat equation in the bar winding in transient state

Dla elementu o dtugosci dx (rys.l) obowigzuje bilans cieplny [2]

dAX- dA(XE + dA - dAk - dAc=0 , 1)



dA = p0s[l +a9(x, t)]dxdt,
dAk =ku[9(x,t)-90t]dxdt,

dAc =cys ?- dxdt
dt

oznaczajg odpowiednio energie doptywajaca, odptywajaca, wydzielong, wymieniang
z sgsiednim elementem lub z otoczeniem i energie zakumulowana.
Po podstawieniu do wzoru (1) i uporzagdkowaniu mamy:

59 _ x329(x‘t) ~a‘.?§](x,t) + gl, @
ot 0Xx

gdzie:
X 2 ku- S . Os+ku9a
vl u-apo Cp _p u

X=— s
Cy CyS cys

Przyjmujemy warunki brzegowe:

9(0,t) =91,

€)
9(1,t) - 92,

oraz warunki poczatkowe:

9(x,0) = 9p(x).

Rozwigzaniem réwnania przewodnictwa ciepta, bedacego réwnaniem rézniczkowym
niejednorodnym o pochodnych czastkowych, jest wyrazenie:

9(x,t) = 9*(x) + 9**(x.t), @

gdzie:
9*(x) jest temperaturg w stanie cieplnie ustalonym,

97 (x,t) jest temperaturg uwzgledniajgca zmiennos$¢ temperatury w czasie.
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Podstawiajac do wzoru (2) wyrazenie (4), mamy:

n +r fx,t)= + Xg2sr t} - ~av - (x,t)+bt, (5
ot ot dx (0)4
aprzyjmujac
ku-gpoS
aZ__ai______c_y_s_____(ku—gpos)cy __ku-apos , to:
% A Acys As
cy
Pos + kuSat
b .. bi gys _ (pOs + kuOot)cy pOs+ ku»ot
X Acys As
cy
dla stanu cieplnie ustalonego otrzymujemy:
N.o.mrw -b, (7
dxz
za8dla stanu cieplnie nieustalonego:
ot 0X
zwarunkami brzegowymi:
=d'(0)+a~(0,t),
»2=»*a)+»~a,0.

Poniewaz przez caly czas procesunagrzewania »i=const., 9 2=const., to
jwstanie cieplnie ustalonym 9*(0) =»i orazS*(l) =»2> stad»**(0,0=0 oraz
8**(I,t) = 0, czyli ostatecznie :

- dla stanu ustalonego
»7(0)-»,. )
»*(1) =»2,

- dlastanu nieustalonego
»~(0,t) =0, (120)
»**(1,0=0,

przy warunku poczatkowym:
9(x,0) = »*(x) + »**(x,0) .
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Stad:
9**(x,0) = 0(x,0)-9*(x), aponiewaz 0(x,0) =Sp(x) ,
wiec:
0**(x,0) = 9p(x)-9(x)-

2.1. Rozwigzanie rownania (7) opisujacego stan cieplnie ustalony

Rozwigzaniem réwnania (7) przeksztatconego do postaci:

dv(x) ,2
-4
dx
z warunkami brzegowymi (9) jest wyrazenie:

) =-b,

0*(x) = Cieax+C 2-ax+ 4 ,
a

gdzie stale:
Cl= 2sh(al) ’
(Nicd - &) — y(1+eal)
C,= a
2 2sh(al) ’

wynikajg z warunkéw brzegowych (9).

Po podstawieniu réwnan (13) do réwnania (12) i uporzagdkowaniu mamy:

sh(ax) +sh[a(l-x)] ish[a(l-x)]n sh(ax)

S*(x) =4 sh(al) sh(al) 1 sh(al) 2

Réwnanie to mozna przeksztatcic, przyjmujac:

p. 1]
b _pG+kuOa” pOsl+ kulOp, _ Rk a=, OotR}
a2 ku - apoS kul- aposl — -aPO0 ° Rk

Rk

a2= P2 02 _ R
F pKy p'Rt’

1 1 1
gdzie: PO=pGsl, Rk=7-r, ~r=06— «P0, @B=al,
Kill Kjt

(v)

(12)

(14)

(15)

(16)
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do postaci:

W szczeg6lnym przypadku, gdy Sat = Oj =»2 —»0. rozwiniecie funkcji S*(x) w
szereg Fouriera [3] pozwala uzyska¢ stosunkowo proste wyrazenie, bardzo przydatne
dodalszej analizy.

Otrzymana funkcja

(18)

T=cmRE=cyslRE

jesli szybkozbiezna.

22. Rozwigzanie réwnania (8) opisujgcego zmienno$¢ temperatury w czasie

W celu rozwigzania réwnania (8) z warunkami brzegowymi (10) i z warunkiem
poczatkowym (11), nalezy przedstawione réwnanie  sprowadzi¢ do postaci
kanonicznej, podstawiajgc

d**(x,t) = a2l,(x,t)e'at. (19)
Wwyniku tego otrzymujemy:

fiIF(xt)  d~fot)

20
56 ~X Sx2 29

zwarunkami brzegowymi i poczatkowymi dla S**(x,t) w postaci:

»"(0,) =0, S"(I,t)=0, a**(x0)=0p(x)-S*(x).
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Stad wynikajg warunki brzegowe i poczatkowe dla funkcji 'Ffot)

'.]'(x,t):lze atS~(x,t) ,

'PO,t) =4red*3*(0.t)=0 ,
a2 (21)
'F(l,t) =4-ea?3**at) =0 ,

"(x,0) =" [3 p(x)-3*(X)] .

Stosujgc metode rozdzielania zmiennych funkcje 'i'(x,t) przedstawiamy w postaci
iloczynu
'‘H(x,t) = cp(X) T(t). (22

Po obliczeniu i podstawieniu pochodnych do réwnania (20) mamy:

Cy 1 3r(t)_ 1

23
X t(t) 5t <p(x)  dx2 @)
Rownanie (23) rozdzielamy na dwa réwnania:
cy _1_ dt(t)_ 2
X x(t) dt @
1 d2cp(x) 2
=-e . (25
cp(x)  dx
Rozwigzaniem réwnania (24) jest wyrazenie:
x =Cle~xsh, (%)
za$ rébwnania (25) wyrazenie:
= Alsin(ex)+ Bjcos(ex). (Vi)

Ostatecznie mamy:
'P(x, t) = [A, sin(ex) + B, cos(ex)]C, e"1" ',
lub:
\F(x,t) = [Asin(ex) + B cos(ex)]e~X 2t. (29
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Wykorzystujac warunki brzegowe, mamy:
¥(0,0=0 -> B=0,

¥(,t)=0 —+ Asin(el)=0 , stad e, ="
Mozemy wiec napisac:

¥n(x,t) = A() sin(enx) e-1'nt, (29)
lub:

¥n(x,t) = A(n) sin[ m (30)

2
Poniewaz zgodnie z wzorem (19), 0**(x,t) =a2¥(x,t)e'ait, zatem ostatecznie

mamy:
ku-apps

On (x.t) = ku-ng_)SA . (n)smlfr!tx ||« os 4o 1], (31)

Rozwigzanie og6lne przedstawiamy w postaci szeregu Fouriera
n7tx ku-apos X (ng)2],
0"(x,H) =~ - A f A (nsin o woyl 1JJ (32)
n=1 -
a stale catkowania A(n), n=12,- wyznaczamy z warunku poczatkowego

0**(x,0) = 0p(x)-0"(x).
Uwzgledniajac relacje (32) mamy:

Op(x) - 0%(x) = ku-J PoSZ A[)sin (. (33)
Mnozac lewg i prawg strone réwnania (33) przez  sin/y”-j i catkujac

w granicach od 0 do 1 oraz wykorzystujgc ortogonalno$¢ szeregu Fouriera, mamy:

[»,w - A, «Kk,
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stad
J[Sp(X) - S*(x)]sin j~ jd*
Apy- @
M- ku-gp0s 1
2
gdyz Jsin2*y”"jdx =7 lub po przeksztatceniu otrzymujemy:
; 7iXA
sl e A1 [9.(x)-5'001st s AT

Po podstawieniu réwnania (35) do réwnania (31) otrzymujemy:

ku-apps . .
S*(xt) =y £ I[sp(x)-S* (x)]sinAApjdx-sinrrpje @ =S
gdzie 3*(x) wyrazone jest zaleznoscig (17).
Zaktadajagc 9 p(x) = S pt mozemy obliczy¢ wyrazenie:
y|[«p-S*(X)]sin*pjdx,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch cztonow:
czton pierwszy
-A[cos(n,)-11-, "~ nt
p +(rit) p +(nr)
czton drugi
, . . SM\/ cos(mt) 42 Pn+AL Rl nn
S (pU+ird RICOS("Y)-L-2T ™ +ir r pP2+(nnY RkJ  p2+(n7l)

(35)

(36)

(37)

(39)
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W szczegoblnym przypadku, gdy O0a =Si=&2=0P=So suma obydwu cztondéw
(38)i (39) wynosi:

2 pn+ii RKk—oo jli-cos(n71)], (40)
Rk X[p2 +(n7i)2]

awyrazenie [l- cos(n7t)] przyjmuje warto$¢ rowng 2 dla "n" nieparzystych, a wartos¢
Odla "n" parzystych, zatem otrzymane wyrazenie jest r6zne od zera dla wskaznika
bedacego liczbg nieparzystg (2n-1), gdzie n=1,2... i wynosi 2.

Ostatecznie wyrazenie (40) mozna zapisa¢ w postaci:

-4 P2 dla n=1,2,3. (41)
(2n- n71p2+(2n- 1272

Przyjmujac jak poprzednio
t P2T (42)
T=P2+(2n-1)V ~’
T=cmRE=cysl

mamy ostatecznie

00 T
o Vi smALD X (43)

ek - A . )
8*(xt)=-4 Po+"-Jr:-s A.(2ir1)7rT

23. Koncowa posta¢ wyrazenia analitycznego opisujgcego stan cieplnie nieustalony.

Zgodnie z relacjg (4) mozemy napisa¢ szukang funkcje 0(x,t) w jej ostatecznej

postaci, a mianowicie:

S(x, 1) = $*(X) + $ (%, t)
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3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Na rys. 2 podano obliczony Scistg metodg analityczng rozktad temperatury w stanie
cieplnie nieustalonym w pretowym uzwojeniu maszyny elektrycznej duzej mocy, za$
narys. 3 zaleznos$¢ temperatury w funkcji czasu w okreslonych punktach na dtugosci

preta.

Obliczenia wykonano dla nastepujacych danych:

dtugosc preta 1 = 1, 44m
wysokos$¢ preta h = 0,029m
szerokos$¢ preta b = 0,013m
gesto$¢ masy miedzi Y = 8930 kg/m 3
ciepto whasciwe miedzi c = 399 W-s/kg-K
przewodno$c¢ cieplna miedzi X = 360 W/m-K
cieplny wspdtczynnik rezystancyjny miedzi a = 0,00427 1/K
wspodtczynnik oddawania ciepta do otoczenia k = 255W/m2-K
prad obcigzenia I = 1800 A
temperatura poczatkowa y =00=22°C
temperatura otoczenia =90=22°C

temperatury na krawedziach bocznych preta a,= $2=50=220C
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RYS. 2.

Fig. 2.

Rys3.

Fig. 3.

120 0

100.0
90.0
80.0
70.0
60.0
50.0
40.0
30.0
20.0
10.0

0.00 0.24 0.48 0.72 0.96 120 n 1.44

Rozktad temperatury w stanie cieplnie nieustalonym w pretowym uzwojeniu
maszyny elektrycznej duzej mocy przy | = 1800 A, k = 25,5 W/m2-K
Temperature as a function of length of the straight part of the bar winding

Zaleznos¢ temperatury w funkcji czasu w okreslonych punktach na dtugosci
uzwojeniaprzy | = 1800 A, k =255W/m2 K

Temperature as a function of time in selected points of the length of bar
winding
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Abstract

Exact, analytical solutions of one dimensional transient thermal problems are very
difficult and known only for some relatively simple geometries. The present paper
describes analytical method of obtaining temperature distributions in the straight part of
the bar winding of large size electric machine.

The differential equation may be written as (2). In the present analysis the material
properties such as material specific heat, material density, thermal conductivity,
are assumed to be independent of temperature as well as power losses density in
constant, too. The boundary conditions associated of the equation at both ends are

fixed Oj =$2=  elInitial conditions are the same as boundary conditions Sp=30.

The solution of partial differential equation (2) vyields the time - position
temperature distribution (44). The calculated temperature curves (Fig. 2, Fig. 3) of the
bar winding of large size electric machine are presented.



