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W S T Ę P

1 . P r z e g l ą d  p r o b l e m a t y k i  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów dynamic znych

S t e r o w a l n o ś ć  układów dynamic znych  j e s t  j ednym z  pods tawowych p o j ę ć  t e o 

r i i  s t e r o w a n i a .  Z a g a d n i e n i e  s t e r o w a l n o ś c i  z o s t a ł o  po r a z  p i e r w s z y  wprowa

dzone  p r z e z  R o b e r t a  E. Kalmana na K o n g r e s i e  IFAC w Moskwie  w 1960 r .  [l5 6 ] .

W c i ą g u  d w u d z i e s tu  l a t ,  j a k i e  u p ł y n ę ł y  od t e g o  c z a s u ,  n a s t ą p i ł  b u r z l i w y  

r o z w ó j  t e o r i i  s t e r o w a l n o ś c i ,  o czym n a j l e p i e j  ś w i a d c z y  i l o ś ć  p ra c  nauko

wych na t e n  t e m a t ,  o pu b l i ko wa ny ch  w l i t e r a t u r z e  ś w i a t o w e j .

C h r o n o l o g i c z n i e  r z e c z  u j m u j ąc ,  p r z e g l ą d  p r o b l e m a t y k i  s t e r o w a l n o ś c i  na

l e ż y  r o z p o c z ą ć  od l i n i o w y c h ,  c i ą g ł y c h ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowych układów dy

namic zny ch .  T e o r i a  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  t y c h  układów j e s t  s t o sunkowo  n a j l e 

p i e j  i  n a j p e ł n i e j  op racowana .  Wynika t o  z  j e d n e j  s t r o n y  z  p r o s t o t y  o p i s u  

ma t em at yc z neg o  t y c h  uk ładów ,  a z  d r u g i e j  s t r o n y  -  z  c z ę s t e g o  w y k o r z y s t y 

wan ia  i c h  do o p i s u  z j a w i s k  f i z y c z n y c h .

Sp o ś ró d  w i e l u  d e f i n i c j i  r ó żnych  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i ,  s f o rmu łowanych 

d l a  l i n i o w y c h  c i ą g ł y c h ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowych układów dynamic znych ,  n a j 

c z ę ś c i e j  w y k o r z ys t yw a n a  j e s t  d e f i n i c j a  s t e r o w a l n o ś c i  w ok r eś l onym  p r z e 

d z i a l e  c z a s u ,  na b a z i e  k t ó r e j  zbudowane są d e f i n i c j e  s t e r o w a l n o ś c i  w da

n e j  c h w i l i  c z a s u ,  c a ł k o w i t e j  s t e r o w a l n o ś c i  w dan e j  c h w i l i  c zasu  o r a z  c a ł 

k o w i t e j  s t e r o w a l n o ś c i  w d o w o ln e j  c h w i l i  c zasu  [ ® ] ,  [4Q] » •

[337] , [355] . W p ra c a c h  [ a ] ,  [40] , [4 l] , [42] , [43] , [l5 2 ] , [l5 3 ] , [l5 ą ] ,

[157] , [158] . [199] , [258] , [337] , [353] . ^55 ] podano s z e r e g  k r y t e r i ó w

bad an ia  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i ,  p r z y  czym k r y t e r i a  t e  z a l e ż ą  w 

i s t o t n y  sposób  od g ł a d k o ś c i  w s p ó ł c z y n n i k ó w  w y s t ę p u j ą c y c h  w równaniu r ó ż 

n i c zkowym,  o p i s u j ą c y m  dany uk ład  dynamic zny .  W p rzypadku  s t a c j o n a r n y c h  u- 

k ł adów  dynamic znych  do o t r z y m a n i a  warunków s t e r o w a l n o ś c i  można wykur zy -  

s t a ć  k an o n i c zn ą  f o r mę  3o rdana  t y ch  układów [40]  , [43] , [56] , [l6 7 ] , [l7 0 ] ,

[258] , [355] .
Wprowadza s i ę  t a k ż e  p o j ę c i a  r e g u l a r n e j  o r a z  s e l e k t y w n e j  s t e r o w a l n o ś c i

[ 4 ] ,  [152] . [l5 3 ] , [357] . R eg u la rn a  s t e r o w a l n o ś ć  o z n a c z a ,  ż e  układ dyna

mic zny  j e s t  s t e r o w a l n y  z e  w z g l ę d u  na każdą z e  sk ł adowych  we k to ra  s t e r o 

wań.  Oest  o c z y w i s t e ,  ż e  uk ład  dynamic zny  r e g u l a r n i e  s t e r o w a l n y  j e s t  rów

n i e ż  s t e r o w a l n y ,  n a t o m ia s t  w n i o s ek  od w ro tn y  j e s t  f a ł s z y w y . S e l e k t y w n a  s t e 

r o w a l n o ś ć ,  [357] , o z n a c z a  s t e r o w a l n o ś ć  w y br a n e j  g rupy w s p ó ł r z ęd n yc h  wek to 

ra  s t an u  z e  w z g l ę d u  na wybraną g r upę  sk ł adowych  w e k to r a  s t e r o w a ń . R e g u l a r 

na s t e r o w a l n o ś ć  i m p l i k u j e  s e l e k t y w n ą  s t e r o w a l n o ś ć ,  a l e  n i e  na o d w r ó t ,  u- 

k ł a d  s e l e k t y w n i e  s t e r o w a l n y  n i e  musi  być  s t e r o w a l n y ,  a tym b a r d z i e j  r e gu 

l a r n i e  s t e r o w a l n y .
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W pr zypadku  gdy  dane j e s t  a l g e b r a i c z n e  r ównan i e  w y j ś c i a  uk ładu dyna

m ic zn e go ,  wówczas  r o z p a t r u j e  s i ę  t a k ż e  t ak  zwaną s t e r o w a l n o ś ć  w y j ś c i o w ą  u- 

układu dy na m ic zn e go ,  k t ó r e j  k r y t e r i a  z a w a r t e  są  w p u b l i k a c j a c h  [.19], L23]  » 

[40 ] , [117] , [250] .

Warunki  s t e r o w a l n o ś c i  z ł o ż o n y c h  układów dynamicznych ( p o ł ą c z e n i a  rów

n o l e g ł e ,  s z e r e g o w e ,  s p r z ę ż e n i a  z w r o t n e )  s f o rmu łow ano  w n a s t ę p u ją c y c h  p r a 

cach : [39] . [40] . [42] , [70] , [78] . [168] , [169 ] . [174] , [267] , [350]  ,

[351] .

Z a g a d n i e n i a  s t e r o w a l n o ś c i  p r z y  o g r a n i c z e n i a c h  n a ł o żo n yc h  na s t e r o w a n i e  

r o zw ażane  są w p u b l i k a c j a c h  [25 ] , [26] , [40] , [l3 4 ] , [l9 4 ] , [294] , [295] ,

a d l a  wymuszeń s t o c h a s t y c z n y c h  w p r acach  [83] , [l4 9 ] , [l5 o ] , [ l5 l]  • Na to 

mias t  w ł a s n o ś c i  z b i o r ó w  o s i ą g a l n y c h  badane są w p rac ac h  [ 3 ] ,  [ 247 ] .

P r z y  z a ł o ż e n i u  s t e r o w a l n o ś c i  l i n i o w e g o ,  c i ą g ł e g o ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowe 

go uk ładu dynamic zne go  można e f e k t y w n i e  r o z w i ą z a ć  z a g a d n i e n i e  s t e r o w a n i a  

z  m in ima lną  e n e r g i ą  z  z ada nego  s t anu  p oc z ą tk o w e g o  do za danego  s t anu  koń

cowego [ 10]  . W y k o r z y s t u j ą c  t z w .  m a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  można wy zn ac zy ć  ana

l i t y c z n ą  p o s t a ć  s t e r o w a n i a  z  min ima lną  e n e r g i ą  o r a z  podać  m in ima lną  war

t o ś ć  e n e r g i i ,  o d p o w i a d a j ą c ą  temu s t e r o w a n i u  [40] . K r y t e r iu m  m i n i m a l i z a c j i  

e n e r g i i  s t e r o w a n i a  o k a z a ł o  s i ę  r ó w n i e ż  b a r d zo  p r z y d a t n e  p r z y  o k r e ś l a n i u  

pewnych m ia r  s t e r o w a l n o ś c i  o r a z  z w i ą z a n e j  z  tym k l a s y f i k a c j i  s t e r o w a l n y c h  

układów dynamic znych  [213] , [214j , [2 5 l] , [252] .

Po n i e wa ż  w p r a k t y c e  p a ra m e t r y  układów dynamic znych p o d l e g a j ą  z a k ł ó c e 

n i om,  a ponad to  są wyznaczane  w p r o c e s i e  i d e n t y f i k a c j i  j e d y n i e  w sposób  

p r z y b l i ż o n y ,  wobec  t e g o  i s t o t n e  z n a c z e n i e  p o s i a d a  z b a d a n i e  wpływu zmian 

pa ramet rów  układów dynamic znych  na i c h  s t e r o w a l n o ś ć .  W p r a c y  [59] wyka za 

no ,  ż e  z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i n i o w y c h ,  c i ą g ł y c h ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowych u k ł a 

dów dy namic znych ,  p o s i a d a j ą c y c h  c e ch ę  s t e r o w a l n o ś c i ,  j e s t  g ę s t y  i  o t w a r t y  

(w o d p o w i e d n i o  z d e f i n i o w a n e j  t o p o l o g i i )  w z b i o r z e  w s z y s t k i c h  układów dy 

namic znych t e g o  t y p u .  Innymi  s ł o w y  o zn ac za  t o ,  ż e  małe  p e r t u r b a c j e  p a r a 

metrów układu dynamic znego  n i e  wp ł y wa ją  na j e g o  s t e r o w a l n o ś ć .  P r a c a  [59] 

z a w i e r a  r ó w n i e ż  s z e r e g  i n n y c h ,  b a r d z i e j  p r e c y z y j n y c h  r e z u l t a t ó w  d o t y c z ą 

cych t e j  p r o b l e m a t y k i ,  k t ó r a  w o d n i e s i e n i u  do układów dynamic znych  s t a c j o 

narnych b y ł a  r o zp a t r y w a n a  w p rac ach  [48]  , [207] , g d z i e  uzyskano  podobne

w y n i k i .  W y k o r z y s t u j ą c  t e  r e z u l t a t y ,  w p u b l i k a c j i  [l7 0 ] z d e f i n i o w a n o  t ak  

zwany zapas  s t e r o w a l n o ś c i  s t a c j o n a r n e g o  układu d y n a m i c z n e g o , r o zumiany  Ja

ko o d l e g ł o ś ć  (w o d p o w i e d n i o  z d e f i n i o w a n e j  p r z e s t r z e n i  e u k l i d e s o w e j ) dane 

go  układu dynamic zne go  od n a j b l i ż s z e g o  n i e s t e r o w a l n e g o  układu dyn amic zne 

go .
W s t a c j o n a r n y c h  uk ładach  dynamic znych c z ę s t o  s i ę  z d a r z a ,  ż e  n i e k t ó r e  

p a r a m e t r y  układu są i d e n t y c z n o ś c i o w o  równe z e ru  i  n i e  p o d l e g a j ą  żadnym 

f l u k t u a c j o m .  W ła śc iw o ś ć  t a  j e s t  n a j c z ę ś c i e j  wynik i em  w e w n ę t r z n e j  s t r u k t u 

r y  danego  s t a c j o n a r n e g o  układu dyn ami c z ne go .  P r z y j m u j ą c ,  ż e  uk ł a d y  dyna

m ic zne  o t y ch  samych wymiarach  mają t ę  samą s t r u k t u r ę ,  j e ż e l i  z e r u j ą  s i ę  

o d p o w ia d a j ą c e  s o b i e  p a ra m e t r y ,  można wp ro wa dz i ć  d e f i n i c j ę  tak zwane j  s t r u k -
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t u r a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  j210] . S t a c j o n a r n y  uk ła d  dynamic zny  nazywa s i ę  

s t r u k t u r a l n i e  s t e r o w a l n y m  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gd y  i s t n i e j e  s t e r o w a l n y  u- 

k ł a d  dynamic zny  o t e j  same j  s t r u k t u r z e .  Warunki  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  

s t r u k t u r a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  z a m i e s z c z o n e  są w n a s t ę p u j ą c y c h  p u b l i k a c j a c h :  

[57]  , [68] , [ l i e ]  , ’ [210] , [2 1 l] , [302] . Warunki  t e  b a z u j ą  na t e o r i i  g r a 

f ów  o r a z  k an o n i c zn yc h  p o s t a c i a c h  s t a c j o n a r n y c h ,  c i ą g ł y c h ,  s k o ń c z e n i e  wy

mia rowych uk ładów dy nam ic zny ch .

Z p o j ę c i e m  s t e r o w a l n o ś c i  ś c i ś l e  z w ią z a n a  j e s t  p r o b l e m a t y k a  n i e z m i e n n i 

ków uk ładu d y n a m ic zn e g o ,  p o d p r z e s t r z e n i  n i e z m i e n n i c z y c h ,  p o s t a c i  k a n o n i c z 

nych o r a z  k l a s y f i k a c j i  uk ł adów  dynamic znych  [24]  , [32] , [зз] , [40]  , [79] , 

[lOO] , [l3 3 ] , [l4 5 ] , [162] , [207 ] , [246] , [247 ] , [248] , [249] , [2 7 6 ], [277 ], 

[341] . [349] .

Z a g a d n i e n i a  z w i ą z a n e  z e  s t e r o w a l n o ś c i ą  l i n i o w y c h ,  c i ą g ł y c h ,  s k o ń c z e n i e  

wymiarowych  uk ładów dy namic znych  są t ypow e  r ó w n i e ż  d l a  i n n yc h ,  k l a s  u k ł a 

dów dynamic znych  ( u k ł a d y  d y s k r e t n e ,  uk ł ad y  z  o p ó ź n i e n i a m i , u k ł a d y  n i e s k o ń 

c z e n i e  wym ia row e ,  u k ł a d y  n i e l i n i o w e ) .  Tym n i e m n i e j ,  ka żda  z  wy mi en i on yc h  

p o w y że j  klas^ uk ładów dynamic znych  p o s i a d a  pewne d od a t kow e ,  s p e c y f i c z n e  

d l a  da n e j  k l a s y  z a g a d n i e n i a  z w i ą z a n e  z e  s t e r o w a l n o ś c i ą .  P on i e w a ż  i c h  dok 

ł a d n i e j s z e  om ów i en i e  wymaga o pe ro w a n ia  dodatkową  t e r m i n o l o g i ą  o r a z  b a r 

d z i e j  p r e c y z y j n y m  op i s em matematycznym,  wobec  t e g o  z o s t a n ą  one p r z e d s t a 

w i o n e  w p o s z c z e g ó l n y c h  r o z d z i a ł a c h  n i n i e j s z e j  p r a c y .  O b sz e r n y  p r z e g l ą d  

p r o b l e m a t y k i  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów  dynamic znych  z n a j d z i e  C z y t e l n i k  w pu

b l i k a c j i  [358] .

2 .  S f o rm u ł o w a n i e  t e m a t y k i  p r a c y

W l i t e r a t u r z e  p o ś w i ę c o n e j  z a g a d n i e n i u  s t e r o w a l n o ś c i  b rak  b y ł o  d o t y c h 

c z a s  k r y t e r i ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  pewnych k l a s  uk ładów  dyna mic zny ch .  Stąd  

z a sa d n i c z y m  c e l e m  n i n i e j s z e j  p r a c y  j e s t  s f o r m u ł o w a n i e  n o w y c h , o r y g i n a l n y c h  

warunków ró żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  n a s t ę p u j ą c y c h  k l a s  układów 

d y n a m i c z n y c h :

1 )  l i n i o w y c h  uk ładów  dy namic znych  z  r o z ł o ż o n y m i  i  sku p i o ny mi  o p ó ź n i e n i a 

mi w s t e r o w a n i u ,

2 )  n i e l i n i o w y c h ,  n i e s t a c j o n a r n y c h  uk ładów  dynamic znych  b e z  o p ó ź n i e ń ,

3 )  n i e l i n i o w y c h ,  n i e s t a c j o n a r n y c h  uk ładów dynamic znych  z e  sku p i o ny mi  o -  

p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,

4 )  l i n i o w y c h ,  n i e s k o ń c z e n i e  wymia rowych ,  c i ą g ł y c h  uk ładów dynamic znych  z e  

s ku p i o n ym i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,

5 )  l i n i o w y c h ,  s t a c j o n a r n y c h  uk ładów dynamic znych  o pa ra me t r ach  r o z ł o ż o 

nych ,  o p i s a n y c h  r ównan iami  r ó ż n i c z k o w y m i  c zą s tk o wy m i  t y pu  p a r a b o l i c z n e 

g o ,  z e  s ku p i o n ym i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,

6 )  l i n i o w y c h ,  n i e s t a c j o n a r n y c h ,  n i e s k o ń c z e n i e  wymia rowych ,  d y s k r e t n y c h  u-  

k ł adów  dynamic znych  z  w i e l o k r o t n y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .
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7 )  b i l i n i o w y c h ,  d y s k r e t n y c h ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowych układów dynamicznych

b e z  o p ó ź n i e ń .

O pr óc z  k r y t e r i ó w  s t e r o w a l n o ś c i  r o z p a t r z o n o  p ro b l e m a t yk ę  s t e r o w a n i a  z 

min ima lną  e n e r g i ą  uk ładami  dynamic znymi  wymien i onymi  w punktach 1 ,  4 o r a z  

6 ,  p o d a j ą c  a n a l i t y c z n ą  p o s t a ć  s t e r o w a n i a  z  min ima lną  e n e r g i ą  o r a z  wz ó r  na 

o b l i c z e n i e  m in im a ln e j  w a r t o ś c i  e n e r g i i  o d p o w i a d a j ą c e j  temu s t e r o w a n i u .  

Uzyskane  r e z u l t a t y  o t r z y ma no  w o p a r c i u  o t z w .  m a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  l ub  

o p e r a t o r  s t e r o w a l n o ś c i ,  b e z  k o n i e c z n o ś c i  s t o s o w a n i a  k l a s y c z n y c h  metod t e o 

r i i  o p t y m a l i z a c j i  ( r a chunek  w a r i a c y j n y ,  z a sa da  maksimum P o n t r i a g i n a , funk

c j a  k a r y ) .  P r o s t o t a  o t r z ymanych  wyników j e s t  konsekwenc j ą  l i n i o w o ś c i  p r o 

b l emu ,  o d p o w i e d n i o  d ob ra neg o  w sk aźn ik a  j a k o ś c i  o r a z  z a ł o ż e n i a  s t e r o w a l n o -  

ó c i  o d p o w i e d n i e g o  układu dyn am ic zne go .

W s z y s t k i e  z a w a r t e  w n i n i e j s z e j  p ra c y  r e z u l t a t y  są opu b l i ko wa ne  w p r a 

cach A u t o r a ,  p r z y  czym,  p on i ew aż  p o s z c z e g ó l n e  p o d r o z d z i a ł y  w z a s a d z i e  po

k r y w a ją  s i ę  z  o dp o w i e dn im i  p u b l i k a c j a m i ,  po t y t u l e  p o d r o z d z i a ł u  podany jest 

numer w ł a ś c i w e j  p u b l i k a c j i .  W zw ią z ku  z  tym n i e  ma p o t r z e b y  każd roaz owe go  

c y t o w a n ia  da n e j  p u b l i k a c j i  we w s z y s t k i c h  t w i e r d z e n i a c h  i  wn i oskach  danego  

p o d r o z d z i a ł u .

3.  S t o sowana  t e r m i n o l o g i a

W p ra c y  u ż y t o  p ow sz ec h n i e  s t o s o w a n e j  s y m b o l i k i  i  t e r m i n o l o g i i , s p o t y k a 

n e j  w w i ę k s z o ś c i  m o n o g r a f i i  z  d z i e d z i n y  t e o r i i  s t e r o w a n i a  ( n p .  [l53] , [ 33^ ,  

[3 3 5 ] ) .  Sybmole  i  p o j ę c i a ,  ( s z c z e g ó l n i e  z  d z i e d z i n y  a n a l i z y  f u n k c j o n a l n e j ) ,  

r z a d z i e j  s po t y k a n e  w l i t e r a t u r z e  t e o r i i  s t e r o w a n i a ,  a w i ę c  mogące s p r a w i ć  

t r u d n o ś c i  C z y t e l n i k o w i ,  z o s t a ł y  d o k ł a d n i e j  omówione w t e k ś c i e  p r a c y , a  po

nad to  doda tkowo  w y s z c z e g ó l n i o n e  w w y k a z i e  o z n a c z e ń ,  z amies z c zonym na koń

cu p r a c y .
Każdy  r o z d z i a ł  p ra c y  z a w i e r a  p o d r o z d z i a ł  p o ś w i ę c o n y  w y ł ą c z n i e  omówi e

n iu  s t o s o w a n e j  w nim s y m b o l i k i  o r a z  podan iu podstawowych d e f i n i c j i ,  w ł a 

ś c i w y c h  d l a  dan e j  k l a s y  układów dynamic znych .  W z a s a d z i e  s t o so wa ne  symbo

l e  są o b o w i ą z u j ą c e  w danym r o z d z i a l e .  Po n i e wa ż  zw yc za j o w o  pewne w i e l k o ś c i  

są o zn ac za n e  z  g ó r y  p r z y j ę t y m i  s ymb o lami ,  w i ę c  może s i ę  t ak  z d a r z y ć , ż e t e n  

sam symbo l  w r ó ż n yc h  r o z d z i a ł a c h  b ę d z i e  o z n a c z a ł  t ę  samą j a k o ś c i o w o  w i e l 

k o ś ć ,  l e c z  wy ra ż oną  n i e c o  i nną  z a l e ż n o ś c i ą  ma t ematyc zną ,  zw ią za n ą  z e  s p e 

c y f i k ą  danego układu dy namic znego  (n p .  m a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  o r a z  o p e r a 

t o r  s t e r o w a l n o ś c i  s ą zw yc za j o w o  o zn ac za n e  tym samym symbol em ) .

Po n i e wa ż  w l i t e r a t u r z e  c z ę s t o  s t o s u j e  s i ę  r ó żn e  nazwy d l a  t e g o  samego 

r o d z a j u  s t e r o w a l n o ś c i ,  w p ra c y  p r z y j ę t o  z a s a d ę ,  aby używać nazwy n a j b a r 

d z i e j  p o p u l a r n e j  ( d o t y c z y  t o  m i ędz y  i nnymi  t a k i c h  p o j ę ć ,  j a k  c a ł k o w i t a  lub 

t o t a l n a  s t e r o w a l n o ś ć ) .  W n i e k t ó r y c h  p r z ypadk ach  podawane j e s t  w n a w i a s i e  

a l t e r n a t y w n e  n az ew n i c t w o  (n p .  f u n k c y j n a  lub  a b s o l u t n a  s t e r o w a l n o ś ć ) .



-  9 -

P ra c a  j e s t  p o d z i e l o n a  na s i ed em r o z d z i a ł ó w ,  o d p o w i a d a j ą c y c h  t e m a t y c z 

n i e  punktom w y s z c z e g ó l n i o n y m  w p o d r o z d z i a l e  2 .  P o s z c z e g ó l n e  r o z d z i a ł y  sę  

p o d z i e l o n e  na p o d r o z d z i a ł y .  Numerac j a  w s z y s t k i c h  t w i e r d z e ń  . w n i o s k ó w , uwag 

o r a z  p o s z c z e g ó l n y c h  wzo rów i  r e l a c j i  j e s t  t r ó j c z ł o n o w a  i  s k ł a d a  s i ę  z  nu

meru r o z d z i a ł u ,  p o d r o z d z i a ł u  o r a z  numeru k o l e j n e g o  w danym p o d r o z d z i a l e .



R O Z D Z I A Ł  1

STEROWALNOŚĆ LINIOWYCH, CIĄGŁYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH 

Z OPÓŹNIENIAMI W STEROWANIU

1 . 1 .  Wprowadzen i e

P r o b l e m a t y k a  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  uk ładów  dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  je s t  

e z c z e g ó l n i e  r o z l e g ł a ,  a l i t e r a t u r a  d o t y c z ą c a  t e g o  z a d a d n i e n i a  j e s t  w y j ą t 

kowo o b s z e r n a .  Spowodowane j e s t  t o  z a równ o  r ó ż n o r o d n o ś c i ą  r o zp a t r y w an yc h  

uk ładów  dynamic znych  ( o p ó ź n i e n i a  s k u p i o n e ,  r o z ł o ż o n e ,  o p ó ź n i e n i a  w s t a 

n i e ,  w s t e r o w a n i u ,  uk ła d y  dynamic zne  n e u t r a l n e ) ,  j a k  i  r ó ż n o r o d n o ś c i ą  me

t o d  s t o sow any ch  do r o z w i ą z y w a n i a  t y c h  z a g a d n i e ń .

O d d z i e l n ą  k l a s ę  układów dynamic znych z  o p ó ź n i e n i a m i  s t a n o w i ą  uk ła d y  dy 

namic zne  l i n i o w e ,  c i ą g ł a ,  s k o ń c z e n i e  wymia rowe ,  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a 

n i u .  P i e r w s z e  p r a c e  r o z p a t r u j ą c e  s t e r o w a l n o ś ć  t y c h  uk ładów d o t y c z y ł y  s t a 

c j o n a r n y c h  układów dynamic znych  z e  s ku p i o n y m i ,  s t a ł y m i  w c z a s i e  o p ó ź n i e 

n i a m i  w s t e r o w a n i u  [ l l ]  , [56] , [297] . S t e r o w a l n o ś ć  n i e s t a c j o n a r n y c h  u k ł a 

dów dynamic znych  z e  s t a ł y m i ,  « k u p i o n y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  omawia

n i a  b y ł a  w p r ac ac h  [2 6 lj , [298] , n a t o m ia s t  z e  zm i ennym i ,  sku p i onym i  o p ó ź 

n i e n i a m i  w p r ac ac h  [l7 5 ] , [l7 7 j , [l8 0 ] , [ l8 l ]  , [l8 2 ] , a z  r o z ł o żo n ym  o -

p ó ź n i e n i e m  w p u b l i k a c j a c h  [l6 5 ] , [l7 Ś ] , [ l8 l ]  .

P r a c a  [225] d o t y c z y  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  n i e s t a c j o n a r n y c h  układów 

dynamic znych  z e  s t a ł y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  i  w s t e r o w a n i u ,  n a t o m i a s t  w 

p r a c y  [2 2 i] s f o rmu łow ano  warunk i  w y s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  

s t a c j o n a r n y c h  układów dynamic znych  z  r o z ł o ż o n y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  o -  

r a z  w s t e r o w a n i u .

S t e r o w a l n o ś ć  układów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  w i ą ż e  się 

ś c i ś l e  z  p ro b l e m a t y k ą  s t e r o w a n i a  m i n i m a l n o - e n e r g e t y c z n e g o  t ym i  uk ładami .  

Z a g a d n i e n i a  t e  są  omawiane w p r ac ac h  [l7 6 ] , [l7 7 ] , [l7 8 j , [18 0 ] , [ l8 l ]  ,

[182] .

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  z o s t a n ą  s f o r mu łow ane  warun k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r 

c z a j ą c e  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  n i e s t a c j o n a r n y c h ,  l i n i o w y c h ,  

s k o ń c z e n i e  wymiarowych układów dynamic znych  z e  sku p i onymi  o r a z  r o z ł o ż o n y 

mi o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .  Warunki  t e  u zyskano  w o p a r c i u  o od p o w i e dn i o  

z d e f i n i o w a n ą  m a c i e r z  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i ,  k t ó r a  wy ko r z ys t y wa n a  j e s t  

r ó w n o c z e ś n i e  do r o z w i ą z a n i a  z a g a d n i e n i a  s t e r o w a n i a  r a i n i m a l n o - e n e r g e t y c z n e -  

go  r o zp a t r y w a n ym i  uk ładami  dy namic znymi .  Ossówione z o s t a n ą  r ó w n i e ż  pewne
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p r z y p a d k i  s z c z e g ó l n e  d o t y c z ą c e  uk ładów z  w i e l o k r o t n y m i ,  sku p i onym i  o p ó ż -  

n i em iam i  w s t e r o w a n i u .

1 . 2 .  Op i s  układu dynamic zne go  1 pods tawowe  d e f i n i c j e  [l7 7 ] , ji.78] , [l8 0 ], 

[ l8 ł ]  , [182]

N i e c h  b ę d z i e  dany l i n i o w y ,  c i ą g ł y ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowy uk ł ad  dyna

m i c zn y  z e  s ku p i o n ym i  o r a z ' r o z ł o ż o n y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,  o p i s a n y  

n as t ę pu ją c ym  równaniem r ó żn i c zk o w ym :

i » M  O

x ( t )  -  A ( t  ) x ( t ) + | B± ( t  M y ^ t ) )  + f  B ( t  , s  ) u ( t + s  )ds

1=0 (1.2.1 ) 

s p e łn i o n y m  p r a w i e  w s z ę d z i e  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  , ( t Q <  t j ) ,  g d z i e :  

x ( t )  6 Rn -  w e k t o r  s t a n u  c h w i l o w e g o ,

A ( t )  j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą ,  k t ó r e j  e l e m e n t y  są m i e r z a ln y m i  

o r a z  o g r a n i c z o n y m i  f u n k c j a m i  c zasu  w p r z e d z i a l e  •

B ( - , s )  6 L2 ( [ t j j . t J  «Zn p )

B ( t .  •) 6 l2 ( [-h .o j , ofnp )

6 L2 ( [•t O , t l l  ' ^ n p 5'  d l a  1 = O ' 1 *2  M

^ np -  z b i ó r  n x p -  wymiarowych m a c i e r z y  o  e l e m e n ta ch  r z e c z y w i s t y c h  

v i  : L *o ' * l l  ^ R< 1 = 0 , 1 , 2 , . . .  ,M, są a b s o l u t n i e  c i ą g ł y m i ,  s i l n i e  r o s 

nącymi  f u n k c j a m i ,  o k r e ś l o n y m i  w p r z e d z i a l e  [ t p . t j  o r a z  s p e ł n i a j ą c y m i  na

s t ę p u j ą c e  n i e r ó w n o ś c i

( t - h ) C  v M( t  ) <  v M_ 1 ( t  ) < . . . <  v ± ( t  ) < . . . <  v x ( t  ) <  v Q ( t  ) 4  t ,  t  6 [ t 0 , t 1]

(1 .2 .2 )
u ( -  ) 6 4 ( [ t 0 -  h , t j  , Rp )

Fu nkc j e  y ^ t ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M ,  r e p r e z e n t u j ą c a  p r z e s u n i ę c i a  argumentu w 

s t e r o w a n i u ,  mogą być  t a k ż e  p r z e d s t a w i o n e  w n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i :

y ^ t )  = t -  h ^ t ) ,  i  = 0 , 1 , 2  M, t  6 [ t o ' 1 ! ]  ( 1 . 2 . 3 )

g d z i e  h± ( t ) )  O, i  > 0 , 1 , 2 , . . . ,M są zmi ennymi  w c z a s i e  o p ó ź n i e n i a m i  s t e -  

rowania.
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P on i ewa ż  f u n k c j e  y ^ t )  s ą ś c i ś l e  r o s n ą c e ,  w i ę c  mężna z d e f i n i o w a ć  

f u n k c j e  do n i c h  odwro tne  r ^ t )  : [ v i ( t o ^ '  [ t O ' t l l  '  A = 0 , 1 <2 »
o k r e ś l o n e  n a s t ę p u j ą c ą  r ó w n o ś c i ą :

r i ( v ± ( t ) )  = t ,  i  = 0 . 1 . 2  M, t £  [ t j j . t j ]  ( 1 . 2 . 4 )

Dla  f u n k c j i  u ( *  ) 6 L1 ( [ t Q -  Rp ) s ymbol  u(  o zn ac za  f u n k c j ę  o k r e 

ś l o n ą  w p r z e d z i a l e  [ - h , 0 )  o r a z  z d e f i n i o w a n ą  n a s t ę p u j ą c o :  ut ( s )  = u ( s ) ,

d l a  s £ [ t  - h , t ) ,  t 6 [ t o . t j ]  .

IV p r z ypadku  układów dynamicznych z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  o p r ó c z

s tanu  c hw i l o w e g o  x ( t ) 6 R n wprowadza s i ę  t a k ż e  p o j ę c i e  t z w .  s t anu  z u p e ł 

nego  w c h w i l i  t ,  z  = | x ( t ) , u  1 ,  [ l i ]  , [56] , [l6 5 ] , [22Ó] , [222] ,

[261] . 1 J

W zw ią z ku  z  tym d l a  układów dynamicznych z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n iu

r o z r ó ż n i a  s i ę  dwa podstawowe r o d z a j e  s t e r o w a l n o ś c i  -  s t e r o w a l n o ś ć  w z g l ę d 

ną o r a z  s t e r o w a l n o ś ć  a b s o l u t n ą ,  [ l l ]  , [56] , [l6 5 ] , [220]  , \Z2^ , [26jQ .

D e f i n i c j ą  1 . 2 . 1 . Układ dynamiczny ( 1 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem w z g l ę d n i e

s t e r owa ln ym w p r z e d z i a l e  [ t g . t  ]  , j e ż e l i  d l a  ka żdego  p oc zą tk o we go  s tanu

zu p e ł n e g o  z  o r a z  każdego  w e k to ra  X.. £ Rn i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 L 
t 0 1 

( [ t 0 . t i ] .  Rp ) t a k i e ,  ż e  o dp o w ia d a j ą c a  temu s t e r o w a n i u  t r a j e k t o r i a

x ( t , z  , u )  uk ł adu dynamic znego  ( 1 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y  warunek:
0

x ( t i . z  . u )  = x a ( 1 . 2 . 5 )

D e f i n i c j a  1 . 2 . 2 . Układ dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem a b s o l u t 

n i e  s t e r ow a ln ym  w p r z e d z i a l e  [ t Q , t / | ,  ( t Q<  t - h ) ,  j e ż e l i  d l a  ka żdego  po

c zą t ko w eg o  s t anu  " z u p e ł n e g o  z  = - l x ( t n ) ,u l. o r a z  każdego  końcowego  s t a -
r 0 *■ o i

nu zu p e ł n e g o  z {  = }  i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 L^ (  [ t g . t j  ,RP ) ,  t a k i e

ż e  u ( b ) = u ( s )  d l a  s 6 [t - h , t . )  o r a z  o dp o w ia d a j ą c a  temu s t e r o w a n i u
1 1 1

t r a j e k t o r i a  x ( t , z  , u) uk ł adu dynamic znego  ( 1 . 2 . 1 ) ,  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y
1 0w a ru n e k :

x ( t 1 ( z t ^ ,u )  = x1 ( 1 .2 .6 )

Z powyżs zych  d e f i n i c j i  w y n i k a ,  ż e  a b s o lu t n a  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  

[ t g #11 ]  i m p l i k u j e  w z g l ę d n ą  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t j j . t J  układu dyna

m ic znego  ( 1 . 2 . 1 ) .

W p rzypadku gdy B ( t , s )  £ O d l a  ( t # s ) 6  [* q >t  J  x [- h « ° ] • t 2 n * brak  j e s t  

w u k ł a d z i e  r o z ł o ż o n e g o  o p ó ź n i e n i a  w s t e r o w a n i u ,  o t r z y m u j e  s i ę  uk ład  dyna

m ic zny  z  w i e l o k r o t n y m i ,  zmi ennymi  w c z a s i e ,  skup i onymi  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e 

r ow an iu ,  o p i s a n y  nas t ępu jącym równani em:
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1-M

x ( t )  = A ( t ) x ( t )  + * )  J ( t ) u ( v ± ( t ) )  t 6 [ t 0 , t 1] ( 1 . 2 . 7 )

i = 0

W p r zypadku  w i e l o k r o t n y c h ,  s ku p i o nyc h  s t a ł y c h  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n iu  

o t r z y m u j e  s i ę  uk ład  dynamic zny  o p i s a n y  n as t ępu jąc ym  równani em:

D la  s t a ł y c h  o p ó ź n i e ń  ( v i ( t )  = t -  h± , i  = 0 , 1 , 2 , . . . ,M)  f u n k c j e  odwro tne  

r ^ ( t )  nogą  być  p r z e d s t a w i o n e  w p o s t a c i :

Uwaga 1 . 2 . 1 . W p r a c y  [l7 8 ] r o z p a t r y w a n o  n i e c o  s z e r s z ą  k l a s ę  układów dy

namic zny ch ,  a m i a n o w i c i e  uk ł ad y  dyn amic zne ,  w k t ó r y c h  s t e r o w a n i e  wy zn ac za 

ł o  m i a r ę  c a ł k o w a n i a  w c a ł c e  t ypu  L e b e s q u e ' a - S t i e l t j e s a .  P r z y  z a ł o ż e n i u  bra

ku c z ę ś c i  o s o b l i w e j  w s t e r o w a n i u  p r z y p ad ek  t e n  j e s t  równoważny uk ładow i  

dynamicznemu ( 1 . 2 . 1 ) .

1 . 3 .  Warunki  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  [l8 0 ] , [l8 l)

Zasadn i c z ym c e l e m  n i n i e j s z e g o  p o d r o z d z i a ł u  b ę d z i e  s f o r m u ło w a n i e  warun

ków k o n i e c z n y c h  i  w y s t a r c z a j ą c y c h  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  

[ t f j . t J  uk ładu dynamic zne go  ( 1 . 2 . 1 ) .  W tym c e l u  n a l e ż y  n a j p i e r w  wyznac zyć  

r o z w i ą z a n i e  r ó wnan ia  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 1 . 2 . 1 ) .  Wiadomo,  [ l l ]  , [220] , [222]  ,

ż e  p r z y  zadanym poc zą tkowym s t a n i e  zupe łnym z  , r o z w i ą z a n i e  x ( t , z  , u )
0 O

r ównania  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 1 . 2 . 1 ) ,  o d p o w ia d a j ą c e  s t e r o w a n i u  u 6 [ t Q , t J  , RT),

można p r z e d s t a w i ć  w n a s t ę p u j ą c e j  f o r m i e :

g d z i e  F ( t , t Q ) j e s t  m a c i e r z ą  t r a n z y c j i  r ównania  r ó ż n i c z k o w e g o  j e d n o r o d n e 

go [40]  , [l5 3 ] , [258] . O la  t = t Ł r e l a c j a  ( 1 . 3 . 1 )  może być  p r z e d s t a w io n a

w p o s t a c i :

i=M

i=0

r i ( t  ) = t  + hi >  i  = 0 , 1 , 2 * • • • fM, t 6 [ t o - h . t ^ - h ]  ( 1 . 2 . 9 )

t i=M

( 1 . 3 . 1 )



Bez  u t r a t y  o g ó l n o ś c i  można z a ł o ż y ć ,  ż a  t Q »  v |B( t 1 ) ,  g d z i e  m <  M. War t o 

ś c i  s t e r o w a n i a  u ( t ) d l a  t  < t Q wchodzę  do o k r e ś l e n i a  p oc zą tk o w e go  s t a 

nu z u p e ł n e g o  z  . W c e l u  i c h  o d s e pa ro w an ia  n a l e ż y  za uw aż y ć ,  ż e  p i e r w s z a

c a ł k a  we w z o r z e  ( 1 . 3 . 2 )  da s i ę  p r z e k s z t a ł c i ć  n a s t ę p u j ę c o :  

i=M v i ^ l ^Z  J F ( t 1 , r i ( ł ) ) B 1 ( r i ( ł ) ) r 1 ( ł ) u ( ł ) d ł  -

i » 0  V i ( t 0 ) 

i » «  Vi ( * l }

a J F ( t 1 . r 1 ( ł ) ) B i ( r i ( ł ) ) r i ( ł ) u ( ł ) d ł  +

i = 0  t Q

i=m *0

♦ ^ F ( t 1 , r i ( ł ) ) B i ( r i ( ł ) ) r i ( ł ) u t ( ł ) d ł  +

i - 0  v t ( t 0 ) 0

i =M Vi ^ l ^

+ J F ( t 1 , r i ( ł ) ) B i ( r i ( ł ) ) r i ( ł ) u t  ( ł ) d ł  ( 1 . 3 . 3 )

i = m + l  v 1 ( t Q ) 0
I

P o n a d t o ,  z m i e n i a j ą c  k o l e j n o ś ć  c a ł k o w a n i a  w d r u g i e j  c a ł c e  we w z o r z e  ( 1 . 3 . 2 )  

o r a z  s t o s u j ą c  s y m e t r y c z n e  t w i e r d z e n i a  F u b i n i e g o  [3 3 7 , s t r .  123] u z y s k u j e  

s i ę  n a s t ę p u j ą c e  z a l e ż n o ś c i :
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0 _ t .  +sI F" ‘ - "hL t „ + s■•o

O r  t

s ) B ( t - s , s  ) u ( t  ) d t j d s  =

ds +

o

O t „  +sI i , t - s  )B (  t - s  , s  ) u (  t ) d t  Ids} ( 1 . 3 . 4 )

Wprowadza j ąc  o z n a c z e n i e

B ( t  , s  ) °-

B ( t , s ) , d l a
1 6 [* (> '* 1

| , 3 6 [-h .o j

0 d la t >  ^ 3 6 [-h .o J

( 1 . 3 . 5 )

można o s t a t n i ą  c a ł k ę  we w z o r z e  ( 1 . 3 . 4 )  p r z e k s z t a ł c i ć  w s po sób  n a s t ę p u j ą 

c y :

I T T - . -
-h t "

° r t , + s  -| ° p t i

-s  )B (  t - s  , s  ) u (  t ) d t  I ds = J (  F ( t 1 , t - s ) B ( t - s , s ) u ( t  ) d t  Ids =

t „ „  O

^ ^ F ( t l f t - 8  ) B ( t - s , s  ) d s j u ( t  ) d t ( 1 . 3 . 6 )

W y k o r z y s t u j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 1 . 3 . 2 ) ,  ( 1 . 3 . 3 ) ,  ( 1 . 3 . 4 )  o r a z  ( 1 . 3 . 6 )  w a r t o ś ć  

r o z w i ą z a n i a  r ów n an ia  ( 1 . 2 . 1 )  w c h w i l i  t = t ^  można p r z e d s t a w i ć  j a k o  sumę 

dwóch s k ł a do wyc h

x ( t ,  , z ,  , u )  = x ( t , . z  , 0 )  ♦  x ( t . , O , u )
1 1 *0

( 1 . 3 . 7 )

g d z i e :

i=m O

x ( t l . z t  . 0 )  -  F ( V t 0 ) . ( t 0 ) .  £  ^ F ( t 1 . r i ( t ) ) B i ( r i ( t ) f i ( t )U t o ( t ) d f

0 i=0
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i  = M W

y ~ i  S F ( t i ' r i ( t ) ) B i ( r
i = m + l  v i f t 0 )

i ( t ) ) r .  ( t  )u ( t ) d t  + 
1 X

?  r  *(P 1
\ \ F ( t 1 ' t - s  ) B ( t Ts ,s ) B ( t - s  , s  ) ut ( t  ) d t  I

-h  *-t +s 0 J

ds ( 1 . 3 . 8 )

i = »  v i ( t l )
X(V 0 .U )  = ] T  f  F ( t 1 , r i ( t  ) ) B i ( r i ( t  ) ) r .  

i - 0  11

( t ) u ( t ) d t  +

u ( t  ) dt ( 1 . 3 . 9 )+ ^ ^ F ( t 1 , t - s ) B ( t - s , s  )ds

to‘- h

Sk ładowa  x ( t  , z  , 0 )  z a l e ż y  w y ł ą c z n i e  od p oc zą tk o we go  s t anu  zu p e ł n e g o

0
z i  n i e  ma wpływu na w z g l ę d n ą  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t o ' t l l  układu 

t 0
dyn ami c zn eg o  ( 1 . 2 . 1 ) .

Skł adowa x ( t 1 , 0 , u )  j e s t  z a l e ż n a  od s t e r o w a n i a  u € [ t 0 » t j  . RP ) i  

ma d e c y d u j ą c e  z n a c z e n i e  d l a  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ *0 * * 1 ]  

uk ładu dynamic znego  ( 1 . 2 . 1 ) .

D l a  s k r ó c e n i a  z a p i s u  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

j =i
G . ( t  , t )  = V F ( t  , r  ( t  ) )B ( r  ( t  ) ) r  ( t  ) i  = 0 , 1 , 2  M

i  1 /  -i 1 j  J J J
j  =0 ( 1 . 3 . 1 0 )

G f t  . t ) .  i  = 0 . 1 . 2  M, są  n x p -  wymiarowymi  m a c i e r z a m i .
i  1

ś ( t 1 . t )  =

i  F(,‘ -
- s ) B ( t - s , s  )ds ( 1 . 3 . 1 1 )

S(t  ̂  , t ) j e s t  n x p -  wymiarową m a c i e r z ą .

Rn 3 q ( z  , x  ) = x .  ~ x ( t  , z  ,0 )  
*0 O

(1 .3 .1 2 )
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q ( z  . X , )  j e s t  s t a ł y m  n-wymiarowym w ek to r e m,  z a l e ż n ym  od p o c zą tk o w e go
‘ o 1

s tanu  z u p e ł n e g o  z  o r a z  końcowego  s t anu  c hw i l o w e g o  x . , do k t ó r e g o  na-  

0
l e ż y  p r z e p r o w a d z i ć  uk ład  dyna mic zny .

Fundamenta lne  z n a c z e n i e  d l a  d a l s z y c h  r o zważań  ma m a c i e r z  w z g l ę d n e j  s t e -  

r o w a l n o ś c i  W ( t 0 < t 1 ) ,  z d e f i n i o w a n a  n a s t ę p u j ą c ą  r ó w n o ś c i ą :

i = m - l  V  * i   ̂ r  j = i

S  f S F(tl ' rj (t))Bj (rj (t) )rj ( °  +
i = 0  V i + l ( t l ) L J= °

t J F ( t j . t - 8  ) B ( t - s , s ) d s  £  F ( t 1 , t j ( t  ) ) B j ( r j ( t

-h  j  L j =o

0 1T 
+ F ( 1 1 , t - s  )B (  t - s  , s  ) d s j  dt  =

( t )

i = m - l  V i ^ i  ^

dt

( 1 . 3 . 1 3 )

M a c i e r z  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  W ( t g , t  ) j e s t  m a c i e r z ą  n x n -  wymia

rową,  s y m e t r y c z n ą ,  p ó ł d o d a t n i o  o k r e ś l o n ą ,  t z n .  d l a  dowo lnych wek to rów  

x 6 Rn s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y  warunek :

xTW ( t 0 , t 1 ) x  = < x ,  W ( t 0 < t l ; x > > 0 .

Wprowadza j ąc  o z n a c z e n i a

, Bi ( t ) ,  d l a  t G [ t 0 , t J  , i  = 0 , 1 , 2  M

d l a  t > t .

B . ( t  ) ( 1 . 3 . 1 4 )

i = m - l

3 ( t 1 ( t )  = ^  F ( t i  , r i ( t  ) ) B i ( r i (  t ) ) r i ( t  ) ,  t 6  t c ' aa]\ i l . 3 . 1 5 )

i = 0

p { t l f t ) = 5 ( 4 . t ) + S ( t x . t ) ( 1 . 3 . 1 6 )



można m a c i e r z  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  p r z e d s t a w i ć  w d o g o d n i e j 

s z e j  do d a l s z y c h  r o zważań  p o s t a c i

W ( t o > t ^  ) = r  P ( t 1 # t  ) P ( t l f t ) T dt ( 1 . 3 . 1 7 )

N a l e ż y  z a z n a c z y ć ,  ż e  p r z y  z a ł o ż e n i a c h  o d n o ś n i e  do m a ć i e r z y  A ( t ) , B i ( t ) ,  

i  = 0 , 1 , 2 , . . . ,M, B ( t , s ) ,  u c z y n i o n y c h  w p o d r o z d z i a l e  1 . 2 ,  a t a k ż e  na pod 

s t a w i e  r e l a c j i  ( 1 . 3 . 1 5 )  o r a z  ( 1 . 3 . 1 6 )  o t r z y m u j e  s i ę ,  ż e

Uwaga 1 . 3 . 1 . M a c i e r z  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  W f t g . ^ ) ,  z d e f i n i o w a n a  

r ó w n o ś c i ?  ( 1 . 3 . 1 3 ) ,  j e s t  u o g ó l n i e n i e m  na p r z y p ad ek  zmi ennych w c z a s i e  o -  

r a z  r o z ł o ż o n y c h  o p ó ź n i e ń ,  zn a n e j  [298] m a c i e r z y  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  

d l a  p r z ypadku  s t a ł y c h  o p ó ź n i e ń .

Uwaga 1 . 3 . 2 . Wprowadzen i e  z a p i s u  ( 1 . 3 . 1 6 )  o r a z  ( 1 . 3 . 1 7 )  z n a c z n i e  up ra 

s z c z a  dowody t w i e r d z e ń ,  g d y ż  u m o ż l i w i a  s k o r z y s t a n i e  z  o g ó ln y c h  w ł a s n o ś c i  

o p e r a t o r ó w  l i n i o w y c h  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a .

Uwaga 1 . 3 . 3 . W p r zypadku  braku o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u  m a c i e r z  w z g l ę d n e j  

s t e r o w a l n o ś c i  r e d u k u j e  s i ę  do z n a n e j  -  [40]  , [355 , s t r .  513) -  ma

c i e r z y  s t e r o w a l n o ś c i  l i n i o w e g o ,  n i e s t a c j o n a r n e g o  układu dy namic znego .

TWIERDZENIE 1 . 3 . 1 .  Układ  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  

w p r z e d z i a l e  [ * o ' ł l ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

D o w ó d .  W y k o r z y s t u j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 1 . 3 . 8 ) ,  ( x . 3 .9  ) , ( 1 . 3 . 1 1 ) , ( 1 . 3 . 1 2 )  

o r a z  ( 1 . 3 . 1 6 ) ,  można równość ( 1 . 3 . 7 )  z a p i s a ć  w n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i :

S f t j . t )  6 l 2 ( [ t 0 . ° o ) . X np) . P ( t 1 . t )  6 l 2 ( [ t 0 . o o )  J5n p ) .

r z ąd  W ( t Q , t 1 ) = n ( 1 . 3 . 1 8 )

t

q ( z  , x  ) = x ( t  , 0 , u ) = 
r0 1 x

P ( t 1 , t ) u ( t  ) dt ( 1 . 3 . 1 9 )

t O

D e f i n i u j e  s i ę  l i n i o w y ,  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  

k r e ś l o n y  r ó w n o ś c i ą
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Na p o d s t a w i e  d e f i n i c j i  1 . 2 . 1  uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  s t e 

r ow a ln y  w p r z e d z i a l e  [ tQ , t J  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  d l a  dowo lnych z t ^

o r a z  x 1 i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u € j ^ t g . t j j  , RP ) t a k i e ,  ż e  z a c h o d z i  rów

ność  ( 1 . 3 . 1 9 )  l u b  r ó wn o wa żn i e ,  gdy  p r z e c i w d z i e d z i n a  o p e r a t o r a  K j e s t  c a 

ł ą  p r z e s t r z e n i ą  Rn . Wiadomo -  [84] , ż e  p r z e c i w d z i e d z i n a  o p e r a t o r a  K Je s t  

c a ł ą  p r z e s t r z e n i ą  Rn w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gd y  s y m e t r y c z n y ,  s k o ń c z e n i e  

wymiarowy o p e r a t o r  K K *  j e s t  d o d a t n i o  o k r e ś l o n y  ( K *  o z n a c z a  o p e r a t o r  

s p r z ę ż o n y  do o p e r a t o r a  K ) .  P o n i e w a ż  [84]

J = i  t  ,
K * = S f t j . t )  > ^  B] ( « - j ( t ) ) F T ( t 1 . r j ( t ) ) r J ( t ) . d l .  t  6 ( v i + 1 ( t 1 ) , v i ( t 1 )J

3=0 i  = 0 , 1 , 2 .......... ( m - 1 )

( 1 . 3 . 2 1 )

w i ę c  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 1 . 3 . 1 0 ) ,  ( 1 . 3 . 1 1 )  o r a z  ( 1 . 3 . 1 3 )  z a c h o d z i  niw- 

ność

K K *  = W f t o . ^ )  ( 1 , 3 . 2 2 )

Pon i e wa ż  o p e r a t o r  K K *  : Rn - > R n j e s t  r e p r e z e n t o w a n y  n x n -  wymiarową 

m a c i e r z ą ,  w i ę c  j e g o  d o d a t n i a  o k r e ś l o n o ś ć  J e s t  równoważna j e g o  o d w r a c a l n o -  

ś c i ,  c o  z  k o l e i  j e s t  równoważne  warunkowi  ( 1 . 3 . 1 8 ) .  Zatem t w i e r d z e n i e  z o 

s t a ł o  udowodn ione .

Uwagą 1 . 3 . 4 . T w i e r d z e n i e  1 . 3 . 1  może być  t a k ż e  d o w i e d z i o n e  b e z  wprowa

d z e n i a  o p e r a t o r a  K,  a j e d y n i e  w o p a r c i u  o pewne r e z u l t a t y  z  t e o r i i  ma

c i e r z y  i  a n a l i z y  m a t e m at yc z n e j  [l8 0 ] , [ l8 l ]  , [220] , [2 2 l] , [261] .

Uwaoa 1 . 3 . 5 . T w i e r d z e n i e  1 . 3 . 1  j e s t  u o g ó l n i e n i e m  znanych [2 6 1] , [298]

warunków k o n i e c z n y c h  i  w y s t a r c z a j ą c y c h  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a 

l e  [ t o - t j J  uk ładów  dynamic znych  o s t a ł y c h  o p ó ź n i e n i a c h  w s t e r o w a n i u . U o g ó l 

n i e n i e  t o  p o l e g a  na u w z g l ę d n i e n i u  za równo  zm i ennych  w c z a s i e  o p ó ź n i e ń , j a k

i  u w z g l ę d n i e n i u  o p ó ź n i e ń  r o z ł o ż o n y c h .

1 . 4 .  Warunki  abso lu tną - !  s t e r o w a l n o ś c i  [ l8 l ]  , [l8 2 ]

Zasadn i c z ym ce l em  n i n i e j s z e g o  p o d r o z d z i a ł u  b ę d z i e  s f o r m u ł o w a n i e  warun

ków k o n i e c z n y c h  i  w y s t a r c z a j ą c y c h  a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  

[t , t  ]  uk ł adu dynamic zne go  ( 1 . 2 . 1 ) .  Z o s t a n i e  d o w i e d z i o n e ,  ż e  a b s o l u t n a  

s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  uk ł adu dy namic znego  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  równo

ważna s t e r o w a l n o ś c i  p ewnego ,  o d p o w i e d n i o  o k r e ś l o n e g o  układu dynamic znego  

b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u .  Z g o d n i e  z  d e f i n i c j ą  1 . 2 . 2  w cał ym n i n i e j s z y m  

p o d r o z d z i a l e  z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  t Q <  t ^  -  h.
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TWIERDZENIE 1 . 4 . 1 .  Uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  s t e r o w a l n y  

w p r z e d z i a l e  [ * 0 * * 1 ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  uk ład  dynamic zny  b e z  o p ó ź 
n i e ń  w s t e r o w a n i u  o p o s t a c i

x ( t )  = A ( t ) x ( t )  + D ( t ) u ( t )  ( 1 . 4 . 1 )

g d z i e

i=M

D( l ) *  ( t  ) )BH ( r H ( t  ) ) r < ( t  )  + S f t ^ t )  ( 1 . 4 . 2 )
i = 0

j e s t  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  -  h j .

D o w ó d .  P on i ewa ż  t Q <  t ^  -  h ,  w i ę c  w y k o r z y s t u j ą c  z a l e ż n o ś c i

( 1 . 3 . 1 0 ) ,  ( 1 . 3 . 1 1 )  o r a z  ( 1 . 3 . 1 2 )  można r e l a c j ę  ( 1 . 3 . 1 )  p r z e d s t a w i ć  w na

s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i :

I

q(zt0'xl ) “ 3 P , F(ti*ri (t))Bi (rl (t)^i(t) + S(tlft)Ju(t)dt +

i=M Vi (ftl )r
♦ \ F( t 1. r jL( t ) ) B i ( r i ( t ) ) r  ( t )  + § ( t  , t ) l u  ( t )dt (1 .4 .3 )

i=0 t/-h . J 1

Po n i e wa ż  d r u g i  s k ł a d n i k  we w z o r z e  ( 1 . 4 . 3 )  J e s t  z a l e ż n y  od za dan ego  s t e r o 

wania  u ( t ) d l a  t ę  w i ę c  w p ro w a dz a j ą c  doda tkowe  o z n a c z e n i e

* n » - < v \ ) - q ( v " i ) - 3  S F<*ł » ' ,i t t jB 1 ( r i ( t ) ) K t )  ♦
1 - o U j - h

+ S ( « a .c> juc^Cc>dc ( 1 . 4 . 5)

można r ówność ( 1 . 4 . 3 )  z a p i s a ć  w n a s t ę p u j ą c e j  f o r n i e :

V r  . 1
q ( z t 0 , 2 t 1 ) ■ J [  F ( t i * r i ( t ) ) B i ( r i ( t ) ^ l ( t )  + S ( t 1 , t ) J u ( t ) d t  ( 1 . 4 . 6 )

S tąd  uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  J e s t  a b s o l u t n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e

[ * 0 * * 1 ]  w t e d y  1 t y 11*0 w t e d y ,  gdy  d l a  dowolnych z t  o r a z  z t  i s t n i e j e

u € L ł (  [ t g . t j ^ - h ] , Rp ) t a k i e ,  ż e  z a c h o d z i  równość ( 1 . 4 . 6 ) .  Z d r u g i e j  s t r o n y
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po w yż s ze  s t w i e r d z e n i e  j e s t  równoważno s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  f r o ' *  -h] 

uk ł adu dy namic znego  o k r e ś l o n e g o  z a l e ż n o ś c i a m i  ( 1 . 4 . 1 )  o r a z  ( 1 . 4 . 2 ) .  Zatem 

t w i e r d z e n i e  z o s t a ł o  d o w i e d z i o n e .

Wn iosek  1 . 4 . 1 . Uk ład  d y n a n i c z n y  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [ t 0 , t 1 ] ,  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

t l " h
r z ę d  S ł ( = r z ą d  J  F f t ^ t  ) D ( t  )DT ( t  ) FT ( t 1< t  ) d t  = n ( 1 . 4 . 7 )  

*0

O o w ó d .  Warunek ( 1 . 4 . 7 )  j e s t  warunkiem kon i e c znym i  w y s t a r c z a j ę c y m  

s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t Q , t 1-h ]  układu dy namic znego  ( 1 . 4 . 1 )  [4 0 ], [i5 7 ]

[l5 8 ] , [3 35 , s t r .  513] , a za t em na mocy t w i e r d z e n i a  1 . 4 . 1  j e s t  j e d n o c z e ś 

n i e  warunki em kon i e c znym i  w y s t a r c z a j ą c y m  a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e 

d z i a l e  [ t g . t J  układu dy namic znego  ( 1 . 2 . 1 ) .

Wniosek  1 . 4 . 2 . Uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 7 )  j e s t  a b s o l u t n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [ t o * * ! ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

v M^t l ^  T i =M -|

r z 3d f  F ( t 1 . t )  ^  F ( t 1 , r i ( t ) ) B i ( r 1 ( t ) ) r i ( t )

*0 L130 J

r i = M  _ -i t

F ( t 1 . r i ( t  ) ) B i ( r i ( t  ) ) r t ( t )  FT ( t 1 , t  ) d t  = n ( 1 . 4 . 8 )
L i = 0  J

D o w ó d .  P on i e w a ż  d l a  uk ładu dy namic znego  ( 1 . 2 . 7 ) ,  B ( t , s )  = 0 d l a  

( t , s )  6 [* 0 * * 1 ]  *  L"h '°J  ' ” i ę c  ns p ° d s t a w i e  ( 1 . 4 . 2 )  o r a z  ( 1 . 4 . 7 )  z a c h o d z i  
warunek ( 1 . 4 . 8 ) .

Wniosak 1 . 4 . 3 . Uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 8 )  j e s t  a b s o l u t n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [*0 * * 1 ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

V hM r i=M -J

J F( t 1 ' u h i ) Bi < t+hi )
t 0 L i=o  J

r  i -H  -.T
I F ( t 1 . t + h i )Bi ( t + h i ) l  FT ( t 1 , t ) d t  = n ( 1 . 4 . 9 )

D o w ó d .  Na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 1 . 2 . 9 ) ,  ( 1 . 4 . 8 )  o r a z  f a k t u ,  ż e

>"i ( t )  = 1 ,  d l a  i  = 0 , 1 , 2 , . . .  ,M o t r z y m u j e  s i ę  warunek ( 1 . 4 . 9 ) .
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Uwaga 1 . 4 . 1 . Wzg l ędna  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ *0 * * 1 ]  ukł adu dyna

m ic zne go  ( 1 . 2 . 1 )  n i e  g w a r a n t u j e  p o z o s t a n i a  układu w s t a n i e  chwi l owym x ( t 1) 

d l a  t ^ <  t nawet w p r zypadku  c a ł k o w i t e g o  w y ł ą c z e n i a  s t e r o w a n i a  ( u ( t )  = 0 ,  

d l a  t  <  t ) .  S t ą d  m i ę dz y  i nnymi  d l a  c e l ó w  s t a b i l n o ś c i  w y n i k ł a  p o t r z e b a  

wp row a dz en ia  p o j ę c i a  s i l n i e j s z e g o ,  a m i a n o w i c i e  p o j ę c i a  a b s o l u t n e j  s t e r o 

w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t Q , t:J .

Uwaga 1 . 4 . 2 . W p r a c y  [262] s f o rmu łow ano  warun k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a 

j ą c e  i s t n i e n i a  s t e r o w a n i a  s t a b i l i z u j ą c e g o  s t a n  c h w i l o w y  układu dy namic zne 

go  z e  s t a ł y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .  I s t n i e n i e  s t e r o w a n i a  s t a b i l i z u j ą 

c e g o  j e s t  p o j ę c i e m  poś r edn im  pom ięd zy  s t e r o w a l n o ś c i ą  w z g l ę dn ą  a s t e r o w a l -  

n o ś c i ą  a b s o l u t n ą .  I s t n i e n i e  s t e r o w a n i a  s t a b i l i z u j ą c e g o  j e s t  w i ę c  t y l k o  wa

runkiem kon i e c z ny m a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  układu dynamic zne go .

z

1 . 5 .  S t e r o w a n i e  z  m in ima lna  e n e r g i a  |l8d| , [183]

>V p r z ypadku  gdy uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  jjtQ , t J  , wówczas  i s t n i e j e  n i e s k o ń c z e n i e  w i e l e  r ó żn yc h  s t e r o w ań

u 6 L2 ( ^ 0 ' t j  < r P ) «  z a p e w n i a j ą c y c h  p r z e p r o w a d z e n i e  układu dynamic znego

za dan ego  p oc z ą tk o w e g o  s t a nu  z u p e ł n e g o  z  do żąda nego  końcowego  s t anu

0
c hw i l o w e g o  x^ 6 R w c h w i l i  4 . Wynika t o  z  f a k t u ,  ż e  p r z e b i e g  t r a j e k t o 

r i i  uk ł adu p omiędzy  s t anami  chw i l owy mi  x ( t Q ) o r a z  X1 n i e  j e s t  z  g ó r y  

o k r e ś l o n y ,  a pona d to  na s t e r o w a n i e  u n i e  są n a ł o ż o n e  żadne  o g r a n i c z e n i a .  

W zw ią z ku  z  tym sensowne j e s t  s f o r m u ło w a n i e  n a s t ę p u j ą c e g o  p rob l emu opt yma

l i z a c y j n e g o :  z n a l e ź ć  s t e r o w a n i e  u S L^ (  [ t  , t j  , Rp ) , p r z e p r o w a d z a j ą c e

w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  uk ł ad  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  z  po

c z ą t k o w eg o  s t a nu  zu p e ł n e g o  z  do za danego  s t anu  c h w i l o w e go  x w c hw i -

t(3
l i  t ^  o r a z  m i n i m a l i z u j ą c e  n a s t ę p u j ą c y  kwadratowy wska źn ik  j a k o ś c i :

3 ( u )  = ^ uT ( t  ) R ( t  ) u ( t  ) d t  = ^ | | u ( t ) | | ^ t ) dt ( 1 . 5 . 1 )

ł 0 ‘ o
\

g d z i e  R ( t )  j e s t  p x p -  wymiarową,  s y m e t r y c z n ą ,  o g r a n i c z o n ą ,  d o d a t n i o  

o k r e ś l o n ą  d l a  t 6 [ t g . t j  m a c i e r z ą .

Zatem i s t n i e j e  m a c i e r z  odw ro tna  R_ 1 ( t ) ,  d l a  t e  [ t g , t  ] .

P r z y  z a ł o ż e n i u  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t g ^ t j  uk ładu dy

namic zne go  ( 1 . 2 . 1 )  p ow yżs zy  p rob l em o p t y m a l i z a c y j n y  p o s i a d a  za ws ze  j e d n o 

zn a cz ne  r o z w i ą z a n i e ,  k t ó r e g o  p o s t a ć  a n a l i t y c z n a  j e s t  ś c i ś l e  zw i ą z a n a  z  ma

c i e r z ą  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  ( 1 . 3 . 1 3 ) .



\

Dla  s k r ó c e n i a  z a p i s u  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :  

i = m - l  v i ( t i 5

M - S  ^ [ Gi < t a . t )  *  S ^ . t j R - ^ t J ^ . t )  + 

i - o  v i+1d( t l )

-.T
+ S f t j . t  )J dt  ( 1 . 5 . 2 )

uo p t ( t )  "  ^ ^ ^ t l - t )  +

+ S ( t 1 . t ) ]  WR1 ( * o , t l ) q ( z t 0 ' Xl ) d l a  1 6 [v i + l ( t l ) , V i ( t l ) )

( 1 . 5 . 3 )  

i  — 0 , 1 , 2 , . . . , ( m - l )

TWIERDZENIE 1 . 5 . 1 .  O e ż e l i  uk ł ad  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  s t e 

r o w a ln y  w p r z e d z i a l e  [ t Q . t J  , t o  s t e r o w a n i e  uo p t ( t )* [ ‘ o ' * ! !  * z d e f i “  
n i owana r ó w n o ś c i ą  ( 1 . 5 . 3 ) ,  p r z e p r o w a d z a  uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  z  po 

c z ą t k o w e g o  s t a n u  z u p e ł n e g o  z  do zad a n eg o  końcowego  s t a n u  c h w i l o w e g o  x^
*0

w c h w i l i  t  . P o n a d t o ,  j e ż e l i  u 6 L g (  [ t ^ t j  , RP ) j e s t  dowolnym s t e r o w a 

niem p r z e p r o w a d za j ą c ym  uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  z  p oc zą tk o w e g o  s t a n u  zu 

p e ł n e g o  z  do za danego  końcowego,  s t a n u  c h w i l o w e g o  x w c h w i l i  t ^ w ó w -  

tQ
c z a s  z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć

S  £1

5 « r; f t ^ ( t ) d t >  5 lluo p t ( t ^ R ( t ) d t  ( l - 5 * 4 )

t o ro

o r a z  m in ima lna  w a r t o ś ć  w s k aź n ik a  j a k o ś c i  ( 1 . 5 . 1 )  j e s t  dana n a s t ę p u j ą c ą  za 

l e ż n o ś c i ą  :
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l l
( 1 . 5 . 5 )■|,q<V x‘ ł

*0

D o w ó d .  Z r e l a c j i  ( 1 . 5 . 3 )  wy n i k a  b e z p o ś r e d n i o ,  ż e  uQpt ( t  ) 6 L2 ( [ t Q , 

t l ] * r P ^‘  P o n a d t o > p o d s t a w i a j ą c  ( 1 . 5 . 3 )  do wzo ru  ( 1 . 3 . 2 ) , po p r o s t y c h  p r z e 

l i c z e n i a c h  o t r z y m u j e  s i ę  równość

x ( t l * z t 0 ' uo p t ) = X1
( 1 . 5 . 6 )
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Zatem s t e r o w a n i e  uo p t ( t )  p r z e p r ow a d za  uk ład  dynamic zny  ( 1 . 2 . 1 )  z  po

c zą t k o w eg o  s t a nu  z u p e ł n e g o  z t do zada nego  końcowego  s t anu  c hw i l o we go  

x 1 w c h w i l i  t 1# a po n i e wa ż  z ° z a ł o ż e n i a  u ( t )  s p e ł n i a  r ó w n i e ż  pow yżs zy  

warunek ,  w i ę c  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 1 . 3 . 9 )  o t r z y m u j e  s i ę

i = m - l  W

x ( t 1 ,0 ,u )  = f  [ p i ^ l ' * )  + Ś ( t 1 . t ) J  S ( t ) d t  =
i = °  v < J (  O' i + l KŁ1 ‘

i = m - l  Vi ^ i  ^

S  \ [Gi ( t 1 ' t )  + Ś f t i . t j  u ( t ) d t  x ( t i . O , u o )

i = °  V i * l ( t l )  ( 1 . 5 . 7 )

Po o d j ę c i u  s t r o n a m i ,  u z y s k u j e  s i ę

i = m - l  f

S  ) [ ® i t * i . t >  ♦ 5 ( t l f t ) ]  [ u ( t )  -  uo p t ( t ) ] d t  -  O

1 = 0  v i f l ( t l )
( 1 . 5 . 8 )

Zatem

i = m - l  W

S  v $(t >LGi f t i * t> + « ( « i - t j  [D( t ) - % p t ( t ) ] d t .

WR ( t O ' t l ) q ( 2 t 0 ' Xl ^ > Rn = °  ( 1 . 5 . 9 )

W y k o r z y s t u j ą c  równość ( 1 . 5 . 9 )  o r a z  w ł a s n o ś c i  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  o t r z ym u
j e  s i ę  r e l a c j ę :

i — 1 v i ( * l >  /  \

J  V ” <*> - % « < ■ » •  ' « ) % , < • > > / '  ■
i  “ O v .  J t  )i +1  1

l i

= ^ < ^ ( u ( t  ) -  uo p t ( t ) ) .  R ( t ) u o p t ( t ^ >  d t  = 0 ( 1 . 5 . 1 0 )

to

K o r z y 3 t a j ę c  z  w ł a s n o ś c i  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  i  normy o r a z  z  z a l e ż n o ś c i
( 1 , 5 . 1 0 )  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ę c e  r ó w n o ś c i :
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*1

f< «

R ( t  )
||u(t)|| d t  = \ <  uCt ) .  R ( t  ) u ( t  ) /  dt

( = ( t )  "  uo p t ( t ) ) * R ( 0 ( u ( t )  -  uo p t ( t ) ) ^ nd t  +

f< ‘( u (  t  ) -  uo p t ( t ) ) * R ( t ) u 0P t ( t ) >  " dt  +) \  nc 
/  Rn

t<-+ \<  uo p t ( t ) * R ( t ) u 0P t ( t )

( u ( t )  -  uo p t ( t ) * « t O M O  -  uo p t ( t ) ^ > Rnd t  ♦

* k v . ( t  ) ,  R ( t  )u ( t )  >  d t  =
° P t

“ i  2 ' i

s « = " > * Si"'
*0

f  2
P on i e w a ż  V || u ( t )  -  u ( t  )|[ d t  > 0 ,  w i ę c  na p o d s t a w i a  z a l e ż n o ś c i  

« ° P R ( t )

(1.5.11) z a c h o d z i  d l a  d ow o ln e go  u G 1-2 ( * r P  ̂ na8tePuJeca n i e r ó w 

ność  :
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*1 2 2
\  l|u(t)|| d t  >  ? HuODt ( t ) ll d t  ( 1 . 5 . 1 2 )
2  R ( t )  J  ° P t R ( t )
O O

Zatem n i e r ó w n o ś ć  ( 1 . 5 . 4 )  w t e z i e  t w i e r d z e n i a  1 . 5 . 1  z o s t a ł a  wykazana.

W o s t a t n i m  k roku dowodu z o s t a n i e  wykazana p raw dz iw ość  r ó w n o ś c i  ( 1 . 5 . 5 )  

o k r e ś l a j ą c e j  min ima lną  w a r t o ś ć  ws k aź n ik a  j a k o ś c i  3 ^uo p t )> o d p o w ia da j ą c ą  

s t e r o w a n i u  optymalnemu u

° P /

■>
3 ‘ “ o p « >  ■ j

*0

i = m - l  Vi ^ t l ^
1.2

S  S  + Ś ( t i . t ) J Tw ; 1 ( t 0 . t i ) q ( z  , x  )||
i - 0  J t  1 0

i + 1  1

dt
R ( t )

Vi^tl  ̂ / T
= Z ]  \ ^ ( O ^ t ^ t )  + 8(t ,t)] ,t ) q ( z  X ) .

i=0 ' ' i+1<t l >  °

R ( t ) R “ 1 ( t ) [ G i ( t 1 . t )  + § ( t 1 - t ) J TWR1 ( t 0 , t 1 ) q ( z t , X l ) \  ndt  ( 1 . 5 . 1 3 )
O '  R

Po n i e wa ż  m a c i e r z  VVR f r 0 • * Ł ) j e s t  s y m e t r y c z n a ,  w i * c  na mocy ( 1 . 5 . 2 )  o r a z

( 1 . 5 . 1 3 )  w sk aźn ik  j a k o ś c i  3 ( u0p t ) wy ra ża  s i ę  n a s t ę p u j ą c y m i  z a l e ż n o ś c i a 
mi :

i - m - l  Vi  |■ * 1 ^

^ “ o p t 5 = S  \ < q ( z t n -xl>  WR1( t 0 . t 1 ) [Gi ( t 1 , t ) ł g ( t 1 . t ) ] R - 1( t ) .

i " 0 Vi +l ( t l ) X  0

. i ( 11,t ) + B f t j . t j  w;1(t0.t1)q(zto.x1)\>Rndt =

i = m - l  v i ^ t i ^  r

q ( 2 t ' x l ) * * S 1 t ‘ o * t l ) S  t  LGi ( t l ' t }  +

i = 0  Vi + l ^ i )
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( 1 . 5 . 1 4 )

Zatem równość ( 1 . 5 . 5 )  z o s t a ł a  d o w i e d z i o n a ,  c o  j e d n o c z e ś n i e  k oń c zy  dowód 

t w i e r d z e n i a .

1 . 6 .  Uwag i  o s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów  dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  

w s t a n i e  układu [.358]

R ó w n o l e g l e  z  r o zwo j em t e o r i i  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  układów dynamic znych  z  

o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  p o w s t a ł a  t e o r i a  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  układów dyna

m ic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  uk ładu .  P o d o b n i e  j a k  w p r zypadku  opóźnień 

w s t e r o w a n i u ,  t a k ż e  d l a  układów dynamic znych  z  o p ó ź n i e m ia m i  w s t a n i e  u k ł a 

du wprowadza s i ę  dwa z a s a d n i c z e  r o d z a j e  s t e r o w a l n o ś c i ,  a m i a n o w i c i e :  

w z g l ę d n ą  s t e r o w a l n o ś ć  o r a z  a b s o l u t n ą  s t e r o w a l n o ś ć .

Op ró c z  nazwy w z g l ę d n a  s t e r o w a l n o ś ć  s t o s u j e  s i ę  r ó w n i e ż  nazwy:  R -  s t e 

r o w a l n o ś ć  o r a z  e u k l i d e s o w a  s t e r o w a l n o ś ć  [52] , [356] . W p r zypadku gdy koń

cowy s t a n  c h w i l o w y  = 0 ,  wówczas  s t o s u j e  s i ę  nazwę w z g l ę d n a  s t e r o w a l 

ność  do z e r a ” l ub  " w z g l ę d n a  z e ro wa  s t e r o w a l n o ś ć " ,  [220] , [222] , k t ó r a  d l a

układów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  układu n i e  j e s t  równoważna 

w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  ]225j , c o  w i ą ż e  s i ę  ś c i ś l e  z  m o ż l i w o ś c i ą  d e g e n e r a 

c j i  uk ł adu dy namic znego  [222] .

P o j ę c i e  a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  ( z w a n e j  t a k ż e  f u n k c y jn ą  s t e r o w a l n o -  

ś c i ą )  p o l e g a ,  i n t u i c y j n i e  r z e c z  b i o r ą c ,  na p r z e p r o w a d z e n i u  uk ładu dyna

m ic zn e go  z  o p ó ź n i e n i e m  w s t a n i e  układu z  d ow o ln e go  p oc zą tk o w e go  s t anu  zu 

p e ł n e g o  do do w o ln e go  końcowego  s t an u  z u p e ł n e g o ,  [112] , [220] , [222]  .W p r z y 

padku gdy końcowy s t a n  z u p e ł n y  j e s t  s tanem zerowym,  t o  wówczas mówimy o

t z w .  a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  do z e r a  lub  a b s o l u t n e j  z e r o w e j  s t e r o w a l n o 

ś c i  [222] .
P on i ewa ż  uk ła d y  dynamic zne  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  można t r a k t o w a ć  j a 

ko uk ł ady  dynamic zne  o k r e ś l o n e  w o d p o w i e d n i e j  p r z e s t r z e n i  t o p o l o g i c z n e j  

[74]  , [223] , [226] , [227] , [263] , w i ę c  w p ro w a dz a j ą c  p r z e s t r z e n i e  t o p o l o 

g i c z n e  ^  f u n k c j i  o k r e ś l o n y c h  w p r z e d z i a l e  [ -h ,0 ]  , o w a r t o ś c i a c h  w R , 

w spo sób  n a t u r a l n y  u z y s k u j e  s i ę  o d p o w i e d n i o  d e f i n i c j e  & -  s t e r o w a l n o ś c j , 

g r _  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i ,  ?  -  a p r o k s y m a c y jn e j  z e r o  s t e r o w a l n o 

ś c i  [74]  , [75]  , [223]  , [226] , [227]  , [263] , [264] o r a z  s p e k t r a l n e j  s t e r o 

w a l n o ś c i  [22]  , [34]  , [74]  , [224]  , [226] .
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S fo rm u ł ow an i e  k r y t e r i ó w  bad an i a  w y ż e j  wymien i onych  r o d z a j ó w  s t e r o w a l 

n o ś c i  n a s t r ę c z a  o w i e l e  w i ę c e j  t r u d n o ś c i  n i ż  w p rz ypadku  w z g l ę d n e j  s t e r o -  

w a l n o ś c i . P r z y  r o z w ią z y w a n iu  t y ch  z a g a d n i e ń  s t o s u j e  s i ę  r ó żn o ro d ne  metody 

p o s t ę p o w a n i a ,  wś ród  k t ó r y c h  można w y r ó ż n i ć  n a s t ę p u j ą c e  t r z y  z a s a d n i c z e  

g r u py :

1 )  metody b a z u j ą c e  na a n a l i z o w a n i u  c a ł k o w e j  p o s t a c i  r o z w i ą z a n i a  równa

n i a  r ó ż n i c z k o w e g o  z  opóźni onym argumentem [34]  , [35]  , [47] , [72]  , [200]  ,

[2 4 l] . [263] , [264] , [319] ,

2 )  metody a l g e b r a i c z n e  o p a r t e  na w ł a s n o ś c i a c h  pewnych p i e r ś c i e n i  funk 

c y j n y c h  [22] . [76] , [77] , [102] , [103] , [159] , [160] , [ l6 l ]  , [307] , [308] ,

[309] , [347] , [348] ,

3 )  me tody  p o l e g a j ą c e  na s p r o w ad ze n i u  r ównania  r ó ż n i c z k o w e g o  z  o p ó ź n i o 

nym argumentem do r ównan ia  r ó ż n i c z k o w e g o  z w y c z a j n e g o  be z  o p ó ź n i e ń , o k r e ś l o 

nego  w o d p o w i e d n i o  z d e f i n i o w a n e j  n i e s k o ń c z e n i e  wymia rowe j  p r z e s t r z e n i  funk

c y j n e j  [74] , [75] , [223] . [226] , [227] , [263] . [264] .

W p r zypadku układów dynamic znych  s t a c j o n a r n y c h  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  

uk ł ad u ,  s t e r o w a l n o ś ć  w z g l ę d n a  o r a z  s t e r o w a l n o ś ć  a b s o l u t n a  z a l e ż ą  w i s t o t 

ny spos ób  od d ł u g o ś c i  p r z e d z i a ł u  c z a s o w e g o ,  w k tó rym ro zważana  j e s t  s t e r o 

w a l n oś ć  [220]  , [222]  . S y t u a c j a  t a ka  n i e  m i a ł a  m i e j s c a  w p rz ypadku s t a c j o 

narnych układów dynamicznych b e z  o p ó ź n i e ń ,  g d z i e  s t e r o w a l n o ś ć  j e s t  n i e z a 

l e ż n a  od d ł u g o ś c i  r o z p a t r y w a n e g o  p r z e d z i a ł u  c zas ow eg o  [40]  , [l5 2 ] , [l5 3 ] ,

[355] .

W i e l e  r e z u l t a t ó w  d o t y c z ą c y c h  s t e r o w a l n o ś c i  n i e s t a c j o n a r n y c h  układów dy 

namicznych z  w i e l o k r o t n y m i ,  zmi ennymi  w c z a s i e  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  o r a z  

z  r o z ł o ż o n y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  z a w a r t y c h  j e s t  w n a s t ę p u j ą c y c h  p o z y 

c j a c h  l i t e r a t u r o w y c h :  [13 ]  , [l5 ] , [l4 0 ] , [l9 7 ] , [l9 8 ] , [206] , [209] , [354] .

W ła s n o ś c i  t o p o l o g i c z n e  z b i o r ó w  o s i ą g a l n y c h  w o dp o w i e dn i c h  p r z e s t r z e 

n i a c h  f u n k c y j n y c h ,  d l a  uk ładów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  u k ł a 

du,  a n a l i z o w a n e  są  s z e r o k o  w n a s t ę p u j ą c y c h  p r a c a c h :  [ 12 ]  , [ l 4 j  , [2 0 l] ,[26 4 ].

P od o bn i e  j a k  w p r z ypadku układów dynamic znych  b e z  o p ó ź n i e ń ,  t a k ż e  d l a  

układów dynamicznych z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  układu s t a b i l i z o w a l n o ś ć  i c h  

j e s t  ś c i ś l e  zw ią z an a  z  r ó żnymi  r o d z a j a m i  s t e r o w a l n o ś c i  [7 1 ] , [72]  , [74]  ,

[202] , [223] , [226] . [227] , [228] , [262] , [265] , [268| , [279] , [307] .

S y t u a c j a  z n a c z n i e  s i ę  k o m p l i k u j e  w p r z yp adk u ,  gdy  w u k ł a d z i e  dynamic z 

nym w y s t ę p u j ą  r ó w n o c z e ś n i e  o p ó ź n i e n i a  w s t a n i e  układu o r a z  w s t e r o w a n i u .

W p u b l i k a c j a c h  [22a] o r a z  [225] s f o rmu łowano  s z e r e g  warunków k on i e c zn yc h  

i  w y s t a r c z a j ą c y c h  w z g l ę d n e j  o r a z  a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  t a k i c h  u k ł a 

dów dynamic znych .

P r o b l e m a t yk a  wpływu f l u k t u a c j i  pa rame t rów układu dynamic znego  z  o p ó ź 

n i e n i a m i  w s t a n i e  na i c h  s t e r o w a l n o ś ć  r o zważana  j e s t  w p r acach  [ 14] ,  [l4 2 ] , 

[264] .

O d d z i e l n ą  k l a s ę  układów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  s t a n o w ią  n e u t r a l 

ne uk ła d y  dan ymic zne ,  t z n .  uk ła d y  dy namic zne ,  k t ó r y c h  dynamikę o p i s u j e  

n e u t r a l n e  r ównan i e  r ó ż n i c z k o w e  ( o p ó ź n i e n i e  w y s t ę p u j e  r ó w n i e ż  w p o c h o d n e j ) .
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W o p a r c i u  o w ł a s n o ś c i  o p e r a t o r ó w  F redho lma w p r a c a c h :  [ l4 l ]  , [142] , [286] ,

[317] s f o rmu łow ano  k r y t e r i a  d l a  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  t y c h  u k ł a 

dów.  Na to m ia s t  s t a b i l i z o w a l n o ś ć  n e u t r a l n y c h  układów dynamic znych  r o z p a t r y 

wana j e s t  w p u b l i k a c j a c h  [58] o r a z  [270] .

Podsumowując pow yż s z e  uwag i  i  s p o s t r z e ż e n i a  n a l e ż y  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  p r o 

b l em a ty k a  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  uk ładów dynamic znych  z  o p ó ż n i e n i a n i  w s t a n i e  

uk ładu j e s t  b a r d z o  s z e r o k a ,  a me tody  badawcze  b a r d zo  z r ó ż n i c o w a n e .

1



R O Z D Z I A Ł  2

STEROWALNOŚĆ NIELINIOWYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH

2 . 1 .  Wprowadzan ie

T e o r i a  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych  n i e  j e s t  

t a k  s p ó j n a  i  j e d n o l i t a  j a k  w p r z ypadku l i n i o w y c h  układów dynamic znych .  

W i ę k s z o ś ć  uzyskanych k r y t e r i ó w  s t e r o w a l n o ś c i  na j e d y n i e  c h a r a k t e r  l o k a l n y  

l ub  o d n o s i  s i ę  t y l k o  do p e w n e j , na o g ó ł  dość  w ą s k i e j  k l a s y  układów dyna

m i c zn yc h .

Z a s a d n i c z ą  p r z y c z y n ą  t r u d n o ś c i  w y s t ę p u j ą c y c h  p r z y  badan iu  s t e r o w a l n o 

ś c i  n i e l i n i o w y c h  uk ładów dynamic znych j e s t  brak  o g ó l n y c h  metod r o z w i ą z y w a 

n i a  n i e l i n i o w y c h  równań r ó ż n i c z k o w y c h  z w y c z a j n y c h ,  co wy k l u c z a  m o ż l iw o ść  

z a s t o s o w a n i a  s z e r e g u  metod badawczych o p a r t y c h  na a n a l i z o w a n i u  j a w n e j  po 

s t a c i  r o z w i ą z a n i a  r ównan ia  ( j a k  t o  m i a ł o  m i e j s c e  w p rz ypadku l i n i o w y c h  u- 

k ładów  d yn a m ic zn y c h ) .

W bad an iach  nad s t e r o w a l n o ś c i ą  n i e l i n i o w y c h  uk ładów dynamic znych  s t o s u 

j e  s i ę  r ó ż n e  me tody ,  w z a l e ż n o ś c i  od t ypu  r ównania  r ó ż n i c z k o w e g o  o p i s u j ą 

c eg o  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynamic zny .  Do n a j c z ę ś c i e j  s t o sowan ych  n a l e ż ą  me

t o d y  b a z u j ą c e  na:

1 )  w y k o r z y s t a n i u  t w i e r d z e ń  o punktach s t a ł y c h  odwzorowań n i e l i n i o w y c h  (na j 

c z ę ś c i e j  s t o s u j e  s i ę  t w i e r d z e n i e  Schaude ra  o pun kc i e  s t a ł y m ) ,

2 )  z a s t o s o w a n i u  t e o r i i  p ó l  we k to rowych  o r a z  a l g e b r  i  g rup L i e g o ,

3 )  o k r e ś l a n i u  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładu z  p e r t u r b a c j a m i  na p o d s ta w i e  badania  

s t e r o w a l n o ś c i  p r o s t s z e g o  układu b e z  p e r t u r b a c j i ,

4 )  z a s t o s o w a n i u  z a s a d y  maksimum.

Wybór  o d p o w i e d n i e j  metody uwarunkowany j e s t  w g ł ó w n e j  m i e r z e  c h a r a k t e 

rem n i e l i n i o w o ś c i  w y s t ę p u j ą c e j  w danym równaniu r ó żn i c zkowym o p i s u j ą cy m  

uk ł ad  dy namic zny .

S t o s o w a n i e  t w i e r d z e ń  o punktach s t a ł y c h  um o ż l i w i a  u z y s k a n i e  warunków wy

s t a r c z a j ą c y c h  s t e r o w a l n o ś c i  z a równo  o c h a r a k t e r z e  g l o b a ln y m ,  j ak  i  ( p r z y  

s ł a b s z y c h  z a ł o ż e n i a c h )  o c h a r a k t e r z e  l o k a l n y m .  N i e s t e t y ,  wadą t e j  metody 

p o s t ę p o w a n i a  j e s t  f a k t ,  ż e  można j ą  s t o s o w a ć  j e d y n i e  w o d n i e s i e n i u  do dość 

w ą s k i e j  k l a s y  n i e l i n i o w y c h  układów dynam ic z nyc h ,  a m ia n o w i c i e  do układów 

dy nam ic zny ch ,  w k t ó r y c h  r ównaniach  da s i ę  w y o d r ę b n i ć  s k ł a d n i k i  n a s t ę p u j ą 

c e j  p o s t a c i :  A ( t ) x ( t ) ,  A ( t , x ( t ) ) x ( t  ) l u b  A ( t , x ( t ) ,  u ( t ) ) x ( t ) ,  [ 6 9 ] ,  [l7 l]  .

[172] , [242] , [243] .
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Metoda t a  p o z w a la  r ó w n i e ż  na u z y s k i w a n i e  warunków s t e r o w a l n o ś c i  d l a  

n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  układu [б 7] , o -  

p ó ź n i e m a m i  w s t e r o w a n i u  [l7 3 ] , [l7 9 ] , [l8 5 ] , [l8 7 ] o r a z  d l a  n i e l i n i o w y c h

n e u t r a l n y c h  uk ładów dynamic znych [5 l] , [52] , [53] . [ l l Ś )  .

P r z y  s t o s o w a n i u  t w i e r d z e ń  o punktach s t a ł y c h  u z y s k u j e  s i ę  n a j c z ę ś c i e j  

s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e s t r z e n i  f u n k c j i  c i ą g ł y c h ,  c o  wyn ik a  z  f a k t u ,  ż e  k r y 

t e r i u m  z w a r t o ś c i  z b i o r u  f u n k c j i  c i ą g ł y c h  j e s t  s to sunkowo  ł a t w e  do sp raw

d z e n i a  [337] . IV d a l s z e j  c z ę ś c i  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u  z o s t a n ą  s f o rmu łowane  

w ar unk i  w y s t a r c z a j ą c e  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów n i e l i n i o w y c h ,  p r z y  w y k o r z y s t a 

n iu  t w i e r d z e ń  o punktach  s t a ł y c h  odwzorowań n i e l i n i o w y c h .

Z a s t o s o w a n i e  t e o r i i  p ó l  wek t o r owy ch  o r a z  a l g e b r  i  g rup L i e g o  p o z w o l i ł o  

na u z y s k a n i e  s z e r e g u  warunków k o n i e c z n y c h  l u b  w y s t a r c z a j ą c y c h  s t e r o w a l n o 

ś c i .  g ł ó w n i e  d l a  s y m e t r y c z n y c h  układów dynamic znych  [124 ] , [127) , [129]  ,

[130] . [131] . [132] . [138] . [139] . [144] . [l4 7 ] , [208] . [212] . [275] , [313] .

[314] . [315] . [316] . [320] . [321] . [322] . [323] .

Metoda porównawcza  b y ł a  s t o so w an a  n a j w c z e ś n i e j  [207] i  d a j e  s z c z e g ó l 

n i e  d ob re  r e z u l t a t y  w p r z y pa dk u  addy t ywnych  p e r t u r b a c j i  [49] , [50] , [54] ,

[55 ] . [59] . [60] . [61] . [62] . [63] . [64] . [65] . [143] . [215] . [216] . [217 ].

[292] . [293] . [303 ] . [325] .

S t o s o w a n i e  s p e c j a l n y c h  w e r s j i  z a s a d y  maksimum do b ad an ia  s t e r o w a l n o ś c i  

wymaga w p ro w a dz en ia  s ko mp l i kow an eg o  a p a r a tu  ma tem atyc znego  [337j i  s t ą d  

n i e  j e s t  c z ę s t o  s p o t y k a n e  w l i t e r a t u r z e  [l2 0 ] , [337] , [338] , [339] , [340] ,

[352] .
W i e l e  r e z u l t a t ó w  d o t y c z y  s t e r o w a l n o ś c i  n i e l i n i o w y c h  układów dyna mic z 

nych o dwóch w s p ó ł r z ę d n y c h  s t a n u  ( u k ł a d y  dynamic zne  o k r e ś l o n e  na p ł a s z c z y ź 

n i e )  -  [ l ] ,  [ 2 ] .  [ 3 ]  o r a z  [ 9 ] .
Do b a d an ia  s t e r o w a l n o ś c i  n i e l i n i o w y c h  uk ładów dynamic znych  w y k o r z y s t u 

j e  s i ę  r ó w n i e ż  f u n k c j ę  Lapunowa [ l l6 ]  , [l4 8 ] , p*wne me tody  g e o m e t r y c z n e

[ 5 ] ,  [ б ] ,  [ l 95]  . a t a k ż e  i n n e  me tody  a n a l i z y  m a t e ma ty c z n e j  [86] , [166]  .

[269] , [296].
S t e r o w a l n o ś ć  s t o c h a s t y c z n a  n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych b y ł a  r o z 

p a t r y wa na  w p r ac ac h  [189] . [306] , [312] , s t e r o w a l n o ś ć  ap rok sym acy jn a  n i e 

s k o ń c z e n i e  wymiarowych  n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych  w p rac ac h  [46j , 

[ l l l ]  , [335] , n a t o m ia s t  w ł a s n o ś c i  z b i o r ó w  o s i ą g a l n y c h  d l a  t y ch  układów ba

dane b y ł y  w p u b l i k a c j a c h  [128] o r a z  [2 8 l] .

Wyodrębn i oną  k l a s ę  n i e l i n i o w y c h  uk ładów dynamic znych  s t a n o w i ą  b i l i n i o -  

we uk ł a d y  dynamic zne  za równ o  c i ą g ł e ,  j a k  i  d y s k r e t n e ,  b ęd ące  mode l ami  ma

t e m a ty c zn ym i  w i e l u  p ro ce só w  c h e m ic zn yc h ,  f i z y c z n y c h  o r a z  b i omedycznych  

[245] . P r z y  f o r mu ło wa n iu  warunków s t e r o w a l n o ś c i  d l a  c i ą g ł y c h ,  b i l i n i o w y c h  

uk ładów dynamic znych w y k o r z y s t u j e  s i ę  z a równo  t e o r i ę  a l g e b r  L i e g o  [29] . 

[30]  , [38] , j a k  i  i n n e  matody a n a l i z y  ma t em at yc z ne j  [342] , [343] , [344] .

Wzg l ę dna  s t e r o w a l n o ś ć  c i ą g ł y c h ,  b i l i n i o w y c h  uk ładów dynamic znych  z  o p ó ź 

n i e n i a m i  w s t a n i e  r o zważana  j e s t  w p r a c y  [1 6 4 ]. S t e r o w a l n o ś ć  d y s k r e t n y c h ,  

b i l i n i o w y c h  układów dynamic znych  badana j e s t  p r z y  u ż y c i u  metod a l g e b r a i c z -
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nych ,  a u zyskane  na t e j  d r o d z e  r e z u l t a t y  d o t y c z ą  w ą s k i e j  k l a s y  t y ch  u k ła 

dów [87] . [88] , [90] , [12£] . [318] . Z a g a d n i e n i e  t o  b ę d z i e  r o zp a t r y w a n e

s z e r z e j  w r o z d z i a l e  7 n i n i e j s z e j  p r a c y .

2 . 2 .  Op i s  uk ładu dynamic znego  i  podstawowe  d e f i n i c j e  [ l7 l ]

N i e ch  b ę d z i e  dany n i e s t a c j o n a r n y ,  n i e l i n i o w y ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowy u- 

k ł a d  dyn am ic zny ,  o p i s a n y  n as t ępu jąc ym  równaniem ró żn i c zkowym zw yc za j ny m :

x ( t )  = A ( t , x ( t  ) ) x ( t  ) + B ( t , x ( t  ) ) u (  t ) + f  ( t , x ( t ) ) .  t ć  [ » o ^ l ]  ( 2 . 2 . 1 )

g d z i e :

x ( t ) 6 Rn j e s t  wek to rem s tan u  układu dy namic znego  ( 2 . 2 . 1 )

u 6 ( [^Q*t^] , ) ,

A ( t , x )  j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą ,  k t ó r o j  e l e m e n t y  a i . ( t , x ) ,  i  =

= 1 , 2 , 3 , . . . , n ,  j  = 1 , 2 , 3 , . . .  ,n są  p r z y  us ta l onym t c i ą g ł y m i  funkcja

mi  x o r a z  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  t p r z y  us ta l onym x ,  

B ( t , x )  j e s t  n x p -  wymiarową m a c i e r z ą ,  k t ó r e j  e l e m e n t y  b ^ A t , x ) ,  i  =

= 1 , 2 , 3 ............  j  = 1 , 2 , 3 , . . . . p  są p r z y  us ta l onym t c i ą g ł y m i  funk

c j a m i  x o r a z  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y m i  f u n kc j a m i  t p r z y  us ta l onym x ,  

f  ( t , x  ) : R x Rn—*“ -Rn j e s t  f u n k c j ą  w e k to ro wą ,  c i ą g ł ą  wzg l ędem x p r z y  

us ta l onym t o r a z  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł ą  wzg l ędem t p r z y  us ta l onym x .

Za k ł ad a  s i ę ,  ż e  prawa s t r o n a  r ównan ia  ( 2 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  warunk i  gwara n tu 

j ą c e  j e d n o z n a c z n o ś ć  r o z w i ą z a n i a .  Ponad to  z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  m a c i e r z e  A ( t , x )  

B ( t , x )  o r a z  f u n k c j a  wek to row a  f ( t , x )  s p e ł n i a j ą  n a s t ę p u j ą c e  doda tkowe  z a 

ł o ż e n i a  :

|a± j  ( t  #x )| <  N,  d l a  t € [ t 0 . t j  .

| b i j  ( t  #x )| <  M, d l a  t 6 *

Jf ( t « x )J Kf  , d l a  t  6 *

g d z i e

Kf  > O,  M > O, N > O ( 2 . 2 . 5 )

Pon i e wa ż  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynamic zny  ( 2 . 1 . 2 )  j e s t  układem n i e l i n i o 

wym, w i ę c  n a l e ż y  r o z r ó ż n i ć  s t e r o w a l n o ś ć  g l o b a l n ą  o r a z  s t e r o w a l n o ś ć  l o k a l 

ną [49] . [50] . [59] . [60] , [129] .

x f c R n , i , j  = 1 , 2 , 3 , . . .  ,n ( 2 . 2 . 2 )

x 6 R , i = 1 , 2 , 3 , . . .  , n ,  j  “  1 , 2 , 3 , . . .  ,p

( 2 . 2 . 3 )

x 6 Rn ( 2 . 2 . 4 )
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D e f i n i c j a  2 . 2 . 1 . Uk ład  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układam g l o b a l n i e  

( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  [ t 0 . t j ]  . j e ż e l i  d l a  

k a żd eg o  s t a n u  p oc z ą tk o w e g o  x ( t g ) 6 R n ( x ( t g )  S D )  o r a z  d l a  ka żd e go  w e k to 

ra  x_L 6 Rn 1 x ^ 0 )  i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 ^  ( [ t j j . t J  , Rp ) t a k i e ,  ż e  od 

p o w i a d a j ą c a  temu s t e r o w a n i u  t r a j e k t o r i a  x ( t , x ( t 0 ) , u )  uk ł adu dyn amic zne 

go ( 2 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y  warun ek :  x ( ^ , x ( t Q ) ,u ) = X j .

Ze  w z g l ę d u  na n i e s t a c j o n a r n o ś ć  uk ładu dy nam ic zne go  ( 2 . 2 . 1 )  sensowne je s t 

w p r o w a d z e n i e  p o j ę c i a  s t e r o w a l n o ś c i  w c h w i l i  t o r a z  c a ł k o w i t e j  s t e r o w a ł — 

n o ś c i  [l5 8 ] , [l9 9 ] , [207] .

D e f i n i c j a  2 . 2 . 2 . Uk ład  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem g l o b a l n i e  

( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  O C R " )  s t e r o w a l n ym  w c h w i l i  t Q , j e ż e l i  i s t n i e j e  

^ 6 ( ^ , 0° )  t a k i e ,  ż e  uk ł ad  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  j e s t  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  

w o b s z a r z e  D C R n ) s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g # * } ]  •

D e f i n i c j a  2 . 2 . 3 . Uk ład  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem c a ł k o w i 

c i e  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D C R n ) s t e r o w a ln ym  w c h w i l i  t Q , j e ż e 

l i  d l a  ka żd e go  t x G ( t Q , o o )  uk ła d  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  j e s t  g l o b a l n i e  ( l o 

k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  .

D e f i n i c j a  2 . 2 . 4 .  Uk ład  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem c a ł k o w i 

c i e  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D C R n ) s t e r o w a ln y m ,  j e ż e l i  j e s t  c a ł 

k o w i c i e  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) ,  s t e r o w a l n y  w d ow o ln e j  chwi

l i  t Q 6 8.
P om ięd zy  p r z y t o c z o n y m i  r o d z a j a m i  s t e r o w a l n o ś c i  z a c h o d z ę  n a s t ę p u j ą c e  im

p l i k a c j e :  c a ł k o w i t a  g l o b a l n a  ( l o k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  f= = ^  c a ł k o w i t a  g l o b a l 

na ( l o k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  w c h w i l i  t Q | = >  g l o b a l n a  ( l o k a l n a )  s t e r o w a l 

ność  w p r z e d z i a l e  [ t ^ t j  g l o b a l n a  ( l o k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  w c h w i l i

* 0 *
W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  do bad an ia  s t e r o w a l n o ś ć !  z o s t a n i e  w y k o r z y s t a n a  

n a s t ę p u j ą c a  w e r s j a  t w i e r d z e n i a  Schaude ra  o p unk c i e  s t a ł y m  [337,  s t r . 1 9 5 ]  ; 

"K a ż d y  c i ą g ł y  o p e r a t o r ,  p r z e k s z t a ł c a j ą c y  d om kn i ę t y  i  wypuk ły  po d zb i ó r  p rze

s t r z e n i  Banacha w j e g o  z w a r t y  p o d z b i ó r ,  p o s i a d a  p r z y n a j m n i e j  j e d e n  punkt 

s t a ł y " .
N i e ch  Cn [ t fJ, t i ]  o z n a c z a  p r z e s t r z e ń  f u n k c j i  c i ą g ł y c h  o k r e ś l o n y c h  w prze

d z i a l e  [ t Q . t 1]  . °  w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  Rn , z  normą z d e f i n i o w a n ą  w 

spos ób  n a s t ę p u j ą c y :  [337 , s t r .  129]

y 6 C  r t n * t i l  lly II ■ max ! y  ( t ) ]  , g d z i e  [ y ( t ) | =  max l y ^ O l
n L 0 ^  t n< t « t .  1 -1 .2 ........ ..

0 1 (2 .2 .6 )

P r z e s t r z e ń  c n [ 5 o , , : l ]  Je s t  p r z e s t r z e n i ą  Banacha,  [337,  r o z d z .  1 . 5 , s t r .  129 ].

Uwagą 2 . 2 . 1 .  W r e l a c j i  ( 2 . 2 . 6 ) ,  d e f i n i u j ą c e j  normę w p r z e s t r z e n i

C , t  ]  , można z a m ia s t  normy w p r z e s t r z e n i  Rn , | y ( t ) | ,  o k r e ś l o n e j  p r a -
n L O U
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wą r ó w n o ś c i ą ,  u żyć  d o w o l n e j  i n n e j  normy w p r z e s t r z e n i  Rn , np.  |y(t )| =
1

2,
i =n  / i = n  x g

• s  |y1 ( t ) |  lub  |y( t )| -  s  y ^ ( t ) j  . Wiadomo,  ż e  w s z y s t k i e  normy w

1=1 \ i = l  J
p r z e s t r z e n i  Rn są t o p o l o g i c z n i e  równoważne [ 337,  r o z d z .  1 . 3 ,  s t r .  39] , 

a ponadto  c r rt 0 ' t i ]  d l a  k a ż d e j  z  t y 011 norm Je s t  p r z e s t r z e n i ą  Banacha 
[337] . P r z y j ę c i e  j e d n e j  z p roponowanych norm w p r z e s t r z e n i  Rn nie ma wp ły 

wu na s t e r o w a l n o ś c  uk ładu dynamic znego  ( 2 . 2 . 1 ) ,  a j e d y n i e  m o d y f i k u j e  n i e 

co n i e r ó w n o ś c i  w y s t ę p u j ą c e  w dowodach t w i e r d z e ń  ( o s z a c o w a n ia  w i e l k o ś c i  wy

r a ż a j ą  s i ę  n i e c o  i nnymi  z a l e ż n o ś c i a m i ) .

Jwaga 2 . 2 . 2 . W r e l a c j i  ( 2 , 2 . 6 )  w l e w e j  r ó w n o ś c i  z a m ia s t  symbolu "max"

można użyc  s ymbolu " s u p " ,  co  w n i c z ym n i e  z m i e n i a  p r z e p r owa dz on yc h  o b l i 

c zeń  [3 3 7 , s t r .  129]  .

P o d s t a w i a j ą c  w równaniu { 2 . 2 . 1 )  z a m ia s t  argumentu x ( t )  ( t  6 [ tQ>t^] )< 

w m a c i e r z a ch  A ( t , x ( t ) ) >  B ( t , x ( t ) )  o r a z  f u n k c j i  f ( t , x ( t ) )  dowo lną  funk

c j e  y € c n [t o , t i ]  0 t r 2 Ymui e s i e =

x ( t )  = A(  t  , y (  t  ) ) x (  t  ) + B ( t  , y ( t  ) ) u ( t  ) + f ( t , y ( t ) )  t  6  [ t Q . t J

( 2 . 2 . 7 )

Dla  ka żdego  u s t a l o n e g o  y ^ ^ ^ o ' 1! ]  u*<^ad dynamic zny  ( 2 . 2 . 7 )  j e s t  u k ł a 

dem l i n i o w y m ,  k t ó r e g o  t r a j e k t o r i a  p r z y  zadanym s t a n i e  początkowym x ( t o^

o r a z  s t e r o w a n i u  u 6 l_1 ( [ t g f t j J  , Rp ) w y ra ż a  s i ę  n as t ęp u j ący m wzorem c a ł k o -

wym [69] , [242] :

t

x ( t , x ( t 0 ) , u )  = F ( t  , t 0 j y ) x { t 0 ) + ^ F ( t , x ; y ) B ( x , y ) u ( s  )ds  +

t 0

^ F ( t  , s ; y ) f ( s , y  ) d s , t >  t Q (2 . 2 . 8 )

g d z i e  

F (

du l i n i o w e g o

F ( t , t 0 ; y )  j e s t  m a c i e r z ą  t r a n z y c j i  n a s t ę p u j ą c e g o  n i e s t a c j o n a r n e g o  u k ł a -

x ( t )  = A ( t . y ( t ) ) x ( t )  ( 2 . 2 . 9 )

z warunki em poc zątkowym F ( t Q, t 0 ; y )  = I .
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M a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  uk ładu dynamic zne go  p o s t a c i  ( 2 . 2 . 7 )  j e s t  na

s t ę p u j ą c a  [69] . [152] . [153] . [242] , [255] :

t

W ( t Q , t j y )  = i  F ( t 0 , s ; y ) B ( s , y  )BT ( s , y ) F T ( t 0 . s ; y  ) ds  ( 2 . 2 . 1 0 )

*0

W y k o r z y s t u j ą c  wprowadzone  z a ł o ż e n i a  o r a z  o z n a c z e n i a  można s f o rm u ło wa ć  

w ar unk i  w y s t a r c z a j ą c e  r ó ż n yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  układu dy namic znego  

p o s t a c i  ( 2 . 2 . 1 ) .

2 . 3 .  Warunki  w y s t a r c z a j ą c e  s t e r o w a l n o ś c i  g l o b a l n e j  [l7 l|

W n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e  z o s t a n ę  s f o r mu łow an e  warun k i  w y s t a r c z a j ą c e  

r ó żn yc h  r o d z a j ó w  g l o b a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  n i e l i n i o w e g o , n i e s t a c j o n a r n e 

go  układu dy nam ic zne go  ( 2 . 2 . 1 ) .

TWIERDZENIE 2 . 3 . 1 .  J e ż e l i  p r z y  u s t a l o n y c h  t Q o r a z  t ± s p e ł n i o n e  są 

z a ł o ż e n i a  d o t y c z ą c e  układu dy nam ic zne go  ( 2 . 2 . 1 )  s f o r mu łow ane  w p o d r o z d z i a 

l e  2 . 2 ,  a p on ad to  i s t n i e j e  s t a ł a  d o d a t n i a  c t a k a ,  ż e  z a c h o d z i  nierówność

i n f  d e t  W ( t  , t .  ; y )  > c

y S C n P o * 1! ]  ' ( 2 -3* l )

wówczas  uk ła d  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  j e s t  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e

[*0 * * 1]  *
D o w ó d .  Dowód t w i e r d z e n i a  j e s t  o p a r t y  na s formułowanym w p o d r o z 

d z i a l e  2 . 2  t w i e r d z e n i u  Schaude ra  o p unk c i e  s t a ł y m .

N i e c h  s t e r o w a n i e  u g L ^  • rP  ) b ę d z i e  dane n as t ę pu ją cy m wzo rem:

u ( t )  = -  BT ( t , y ) F T ( t 0 , t ; y ) w " 1 ( t 0 . t 1 ; y )  [ x ( t Q ) -  F ( t Q . t 1 ; y ) x 1 +

+ ^ F ( t 0 . s ; y ) f  ( s , y  )dsj ( 2 . 3 . 2 )

t 0

g d z i e  x 1 6 Rn j e s t  dowolnym wek to r em.

W s t a w i a j ą c  ( 2 . 3 . 2 )  do ( 2 . 2 . 8 )  o t r z y m u j e  s i ę  p r z e b i e g  t r a j e k t o r i i  układu dy

n amic znego  ( 2 . 2 . 7 )  p r z y  u ż y c i u  s t e r o w a n i a  p o s t a c i  ( 2 . 3 . 2 ) .
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l
x ( t )  = F ( t  , t 0 ; y ) x ( t 0 ) + § F ( t  , s ; y ) f  ( s . y  )ds

^ F ( t  , s  ; y  )B ( s  , y  )BT (8  , y  )FT ( t Q ,8 ; y  )ds .

*1
W"1 ( t 0 , t 1 j y )  [ x ( t Q ) -  F ( t 0 i t 1 ; y ) x 1 + ^  F ( t Q , 8 ; y ) f  ( s . y ) d a j  ( 2 . 3 . 3 )

*0

W y k o r z y s t u j ą c  za tem z a l e ż n o ś ć  ( 2 . 2 . 1 0 )  o r a z  f a k t ,  ż e  na n o cy  z a ł o ż e n i a

( 2 . 3 . 1 )  m a c i e r z  W- 1 ( t 0 , t 1 j y )  i s t n i e j e  d l a  t  = t 1# u z y s k u j e  s i ę  n as t ę pu 

j ą c e  z a l e ż n o ś c i :

*1
x ( t 1 ) ■ F d j . t j j i y M t j j )  + § F ( t l f 8 ł y ) f ( s , y ) d s  -

*0

û
 F(tlP8}y)B(8,y)BT (x,y)FT (t0 ,8{y)d8 .

*0

. W_ 1 (t0 ,t1 ;y) [x(t0 ) - F(t0 ,t1 ;y)x1 + ^ F ( t Q ,asy)f(x,y)ds] -

*0

U
F ( t 1 , t 0 ; y ) x ( t 0 )  F ( t 1 , 8 ; y ) f  ( 8 , y ) d s -  F f t ^ t g j y )  [xC ) -  F ( t Q , t 1 j y ) ^ - »

*0

^ F ( t 0 , 8 j y ) f ( s . y ) d s ]  -  F ( t 1 . t 0 » y ) x , ( t 0 ) +

*0

Y
+ ^ F ^ . s j y J f ( s . y ) d s  -  F ( t 1 , t 0 ; y ) x ( t 0 ) + x A -  

t

♦

t

o

-

o

s » y ) f ( 8 , y ) d s  »  x A ( 2 . 3 . 4 )

t .
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Z  r ó w n o ś c i  ( 2 . 3 . 4 )  b e z p o ś r e d n i o  w y n ik a ,  ż e  s t e r o w a n i e  u ( t )  o k r e ś l o n e  

z a l e ż n o ś c i ?  ( 2 . 3 . 2 )  p r z e p r o w a d z a  uk ła d  d y n a n i c z n y  ( 2 . 2 . 7 )  z  dow o lne go  s t a 

nu p oc zą tk o w e g o  x ( t Q ) do do w o ln e go  w e k t o r a  X l 6 Rn w c h w i l i  t j  ( d l a  ka ż 

d e j  u s t a l o n e j  f u n k c j i  y  6 Cn [ t g * 1] ] ) *
W d a l s z e j  c z ę ś c i  dowodu z o s t a n i e  wyka zan e ,  ż e  i s t n i e j e  co n a j m n i e j  Jed 

na f u n k c j a  y 6 c n [t 0 * t i ] '  k t ó r a  J0s t  j e d n o c z e ś n i e  r o z w i ą z a n i e m  równania  

r ó ż n i c z k o w e g o  ( 2 . 2 . 1 ) .  W tym c e l u  z o s t a n i e  w y k o r z y s t a n e  wspomniane  poprzed

n i o  t w i e r d z e n i e  Schaude ra  o p un kc i e  s t a ł y m .  P i e rw sz ym k r ok i em w tym k i e 

runku b ę d z i e  s f o r m u ł o w a n i e  n i e l i n i o w e g o  o p e r a t o r a .

Prawa s t r o n a  r ó w n o ś c i  ( 2 . 3 . 3 )  d e f i n i u j e  n i e l i n i o w y  o p e r a t o r  P ( y ) ( t ) ,  

k t ó r y  od w zo ro wu j e  p r z e s t r z e ń  Banacha w 8 * e b i 0 . Wynika t o  b e z 

p o ś r e d n i o  z  k s z t a ł t u  t e g o  o p e r a t o r a ,  k t ó r y  e x p l i c i t e  j e s t  dany n a s t ę p u j ą 

cą r ó w n o ś c i ą  :

t

p ( y ) ( t )  = F ( t , t 0 ; y ) x ( t g )  + ^ F ( t . s ; y ) f ( s . y ) d s  -

*0

t

- ^  F ( t . s ; y ) B ( s . y ) B T (s ,y )FT ( t g. s; y) ds  .

. w " 1 (t g , t 1 ;y) [*(t0 ) - F ( t g . t 1 ;y)x1 +

^  F ( t g , s ; y ) f ( s . y ) d s j  , t 6  [ t g . t j ( 2 . 3 . 5 )

Z  c i ą g ł e j  z a l e ż n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  r ównan ia  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 2 . 2 . 7 )  od pa

rame t rów  w y n i k a ,  ż e  o p e r a t o r  P : Cn [ t g , t J  ^ [ t g . t j  j e s t  o pe ra t o r em  

c i ą g ł y m  w zg l ę dem  t o p o l o g i i  i ndukowane j  p r z e z  normę p o s t a c i  ( 2 . 2 . 6 ) .  Zatem 

równość  ( 2 . 3 . 3 )  może być  p r z e d s t a w i o n a  w p o s t a c i :

x ( t ) - P ( y ) ( t )  « « [ t g . t j ]  ( 2 . 3 . 6 )

S t o s u j ą c  t w i e r d z e n i e  A r z e l a - A s c o l i  [337 , s t r .  34,  1 3 l] można d ow i e ś ć  ( d o 

wód w d o d a t k u ) ,  ż a  o p e r a t o r  P odw zo r owu j e  dom kn i ę t y ,  wypuk ł y  p o d z b i ó r  

p r z e s t r z e n i  Banacha Cn [ t g . t j  w j e g o  z w a r t y  p o d z b i ó r .  Po n i e wa ż  o p e r a t o r  

P j e s t  c i ą g ł y ,  w i ę c  na p o d s t a w i e  t w i e r d z e n i a  Schaudera i s t n i e j e  co  n a j 

m n i e j  j e d e n  punkt  s t a ł y  o p e r a t o r a  P .  S tąd  i s t n i e j e  p r z y n a j m n i e j  j e dn a  

f u n k c j a  t a ka ,  ż e  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  r ówn oś ć :
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x ( t )  = y ( t )  = P ( y ) ( t )  t 6 [ t g . t j ( 2 . 3 . 7 )

P o p r z e z  r ó ż n i c z k o w a n i e  wzg l ędem zm ien ne j  t można wy ka za ć ,  ż e  f u n k c j a

x ( t  ) ,  o k r e ś l o n a  r ó w n o ś c i ą  ( 2 . 3 . 7 ) ,  j e s t  r o z w ią z a n i e m  równan ia  r ó ż n i c z k o w e 

go ( 2 . 2 . 1 ) ,  odp ow ia da j ą cy m s t e r o w a n i u  u ( t ) ,  t 6 [ t g . t j J  ( s t e r o w a n i u  u ( t ) 

o t r z y m u j e  s i ę  w s t a w i a j ą c  do wzoru ( 2 . 3 . 2 )  f u n k c j ę  y ( t )  z a m ia s t  d o w o l n e j  

f u n k c j i  y ( t ) ) .  Po n i e wa ż  s t e r o w a n i u  u ( t )  p r z e p r ow a d za  uk ład  dynamic zny

( 2 . 2 . 1 )  z  dowo lneg o  s t anu  p oc zą tk o w e go  x ( 1q ) do d ow o l neg o  wektora 6 Rn, 

w i ę c  na p o d s t a w i e  d e f i n i c j i  2 . 2 . 1  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  

j e s t  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [t 0 >t  J  .

Wniosek  2 . 3 . 1 . 3 e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1  s p e ł n i o n e  są d l a :

1 )  pewnego t ,  >  t Q p r z y  us ta l onym t Q ,

2 )  k a żd eg o  ^  > t Q p r z y  us ta l onym t g ,

3 )  dow o lne go  t Q o r a z  każ de go  ^  >  t Q ,

wówczas uk ład  dynamic zny  ( 2 . 2 . 1 )  j e s t  o d p o w i e d n i o :

1 )  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w c h w i l i  t g ,

2 )  c a ł k o w i c i e  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w c h w i l i  t g ,

3 )  c a ł k o w i c i e  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y .

D o w ó d .  Wniosek 2 . 3 . 1  wyn ika  z  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1  o r a z  z  d e f i n i c j i

2 . 2 . 2 ,  2 . 2 . 3 ,  2 . 2 . 4 .

' .Vniosek 2 . 3 . 2 . O e ż e l i  uk ł ad  dynamic zny

j e s t  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g ' 1 - ' ] '  a Pona d to  f u n k c j a  f ( t , x ( t ) )  s p e ł 

n i a  z a ł o ż e n i a  ( 2 . 2 . 4 )  o r a z  ( 2 . 2 . 5 ) ,  wówczas  uk ład  dynamic zny  p o s t a c i

j e s t  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t  J  .

D o w ó d .  O e ż e l i  uk ł ad  dynamic zny  ( 2 . 3 . 8 )  j e s t  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a -

x ( t )  = A ( t ) x ( t )  + B ( t ) u ( t )  t 6 [ ‘ o ’ * ! ]  ( 2 . 3 . 8 )

x ( t )  = A ( t ) x ( t )  + B ( t ) u ( t )  + f ( t , x ( t  ) )  t  ć [ t ^ t j  ( 2 . 3 . 9 )

! e  [ t g . t j  , t o

d e t  F ( t g . s ) B ( s  )BT ( S )FT ( t g , s  ) ds  >  0 . ( 2 . 3 . 1 0 )

Zatem na mocy t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1  uk ład  dynamic zny  ( 2 . 3 . 9 )  j e s t  g l o b a l n i e  

s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e



Ni ech  b ę d z i e  dany uk ła d  dynamic zny  o p i s a n y  n as t ęp u ją cy m równaniem r ó ż 

niczkowym :

* ( t )  = [ A ( t , x ( t ) )  + £ A ( t , x ( t  ) ) ]  x ( t  ) + [ B ( t , x ( t ) )  +

+ 6 B ( t  , x ( t  ) ) ]  u ( t  )  + f ( t , x ( t ) ) ,  t e  [ t o ' 1 ! ]  ( 2 . 3 . 1 1 )

g d z i e  m a c i e r z  A ( t . x ( t ) ) ,  A ( t , x ( t ) ) ,  B ( t , x ( t ) ) ,  B ( t , x ( t ) )  o r a z  f u n k c j a  

f ( t , x ( t ) )  s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  p o c z y n i o n e  w p o d r o z d z i a l e  2 . 2 ,  n a t o m i a s t  ć 

j e s t  d o d a t n i ą  l i c z b ą  r z e c z y w i s t ą .  W y k o r z y s t u j ą c  r e z u l t a t y  z a w a r t e  w p r a 

cach [69] o r a z  [242] , a t a k ż e  t w i e r d z e n i e  2 . 3 . 1  można s f o rm u ło w ać  warun k i  

w y s t a r c z a j ą c e  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  uk ładu ( 2 . 3 . 1 1 ) .

TWIERDZENIE 2 . 3 . 2 .  O e ż e l i  s p e ł n i o n e  są z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1 , wów

c zas  uk ła d  dynamic zny  ( 2 . 3 . 1 1 )  j e s t  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e

£■*0 * * 1]  d la mały ch ^ •
D o w ó d .  N i e c h

A e ( t , x ( t ) )  = A ( t . x ( t ) )  + 6 A ( t , x ( t ) )  ( 2 . 3 . 1 2 )

B ( t , x ( t ) )  = 3 ( t , x ( t ) )  + £ B ( t , x ( t ) )  ( 2 . 3 . 1 3 )

P on a d t o ,  n i e c h  t:. t Q ; y  ) o z n a c z a  m a c i e r z  t r a n z y c j i  n a s t ę p u j ą c e g o  układu

l i n i o w e g o :

x ( t ) = A £ ( t , y ( t ) ) x ( t )  ( 2 . 3 . 1 4 )

z  warunkiem poc zą tkowym = I *

W p r ac ac h  [69] o r a z  [242] d o w i e d z i o n o ,  ż e  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  r e l a c j a :

d e t  = de t  ls,( t 0 « t 1 ; y )  + *  ° ( £ 2 ) ( 2 . 3 . 1 5 )

g d z i e :

f l
vV t o ' t i ; y  ̂ = J Ft  ( t o * s ; y )B£ ( s > y ) QJ ( 8 *y )F£T ( t 0 . s ; y ) ds ( 2 . 3 . 1 6 )  

ro

Q ( t 0 » t 1 ; y )  j e s t  d l a  każ d e go  y 6Cn f 0*t1] s t a ł ą  w i e l k o ś c i ą ,

0 ( £ 2 ) j e s t  n i e s k o ń c z e n i e  małą d r u g i e g o  r z ędu  wzg l ęde m zm ien ne j  6 .

O e ż e l i  s p e ł n i o n a  j e s t  n i e r ó w n o ś ć  ( 2 . 3 . 1 ) ,  wówczas  na mocy r ó w n o ś c i

( 2 . 3 . 1 5 )  d l a  d o s t a t e c z n i e  małych w a r t o ś c i  £ z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  n i e r ó w 

ność  :
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-  4 0  -

i n f  d e t  W, ( t  , t  j y ) >  c, >  0 ,

V‘ <U*0-*J
(2 .3 .1 7 )

k t ó r a  na n o cy  p o c z y n i o n y c h  z a ł o ż e ń  j e s t  warunkiem w y s t a r c z a j ą c y m  g l o b a l 

n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [t o » t J  układu dynamic znego  ( 2 . 3 . 1 1 ) .

Uwaga 2 . 3 . 1 . D la  uk ładu dy namic znego  ( 2 . 3 . 1 1 )  można s f o rm u ł ow ać  odpo

w i e d n i k  wn iosku  2 . 3 . 1 ,  o k r e ś l a j ą c y  warunk i  w y s t a r c z a j ą c e  p o z o s t a ł y c h  r o 

d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i .

Uwaga 2 . 3 . 2 . T w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1  o r a z  2 . 3 . 2  u o g ó l n i a j ą  r e z u l t a t y  u zyska 

ne w p r aca ch  [69] , [242] . U o g ó l n i e n i e  t o  p o l e g a  na u w z g l ę d n i e n i u  w rów

nan iu  r ó żn i c zko wym  o p i s u j ą c y m  układ  dynamic zny  dod a tkowego  s k ł a d n i k a  w 

p o s t a c i  f u n k c j i  w e k t o r o w e j  f ( t , x ( t ) ) .

Uwaga 2 . 3 . 3 . N a l e ż y  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  o g r a n i c z o n o ś ć  f u n k c j i  w e k to r o w e j  

f ( t , x ( t ) )  j e s t  i s t o t n y m  z a ł o ż e n i e m ,  b e z  k t ó r e g o  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1  o r a z  

2 . 3 . 2  n i e  b y ł y b y  p ra w d z iw e .  Z a ł o ż e n i e  o g r a n i c z o n o ś c i  w y k lu c z a  l i n i o w ą  po 

s t a ć  f u n k c j i  w e k t o r o w e j  f ( t , x ( t ) ) .

P r z y k ł a d  2 . 3 . 1 . N i e c h  b ę d z i e  dany uk ł ad  dynamic zny  p o s t a c i  ( 2 . 2 . 1 ) ,  o -  

p i s a n y  n a s t ę p u j ą c y m i  r ównaniami  r ó ż n i c z k o w y m i  z w y c z a j n y m i :

x _ ( t )
*  ( t )  = x ( t )  + s i n  [exp ( -  x ? ( t )  -  x2 ( t )  jj u ( t )  + --------- = -2 - ------- g —
1 Ł L 1 ^ J 1 + x; ( t ) + x,(t

X g ( t )  »  -  x Ł ( t ) + s i n  |e>xp ( -  x * ( t ) -  X2 ( t ) ) ]  u (

o k r e ś l o n y m i  d l a  t 6 [ O . t J , t Ł > 0.

Zatem na p o d s t a w i e równania  ( 2 . 2 . 1 )  o t r z y m u j e  s i ę

A ( t , x )  =

0 l "  

- 1  0

, B ( t , x )  -

s i n  [ exp( -  

s i n  [exp( -

* , ( t )

f ( t , x )

x2 ( t )

1  +  x ^ ( t ) +  x | ( t )

xl (t)____
1 + X2 ( t  ) + X2 ( t  )



P on i e w a ż  r o z p a t r y w a n y  uk ł ad  dynamic zny  j e s t  układem s t a c j o n a r n y m ,  w i ę c  

u w z g l ę d n i a j ą c  p o s t a ć  m a c i e r z y  A ( t , x )  u z y s k u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n o ś c i  

o k r e ś l a j ą c e  m a c i e r z  t r a n z y c j i :

c o s ( t )  s i n ( t )

F ( t , t 0 ; y )  = F ( t ; y )  = F ( t )  =

- s i n ( t )  c o s ( t )

Za tem,  na p o d s t a w i e  wzo ru  ( 2 . 2 . 1 0 ) ,  o t r z y m u j e  s i ę  m a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  

p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

W y k o r z y s t u j ą c  r e z u l t a t y  z a w a r t e  w p r a c y  [69 ] u z y s k u j e  s i ę  s p e ł n i e n i e  

n i e r ó w n o ś c i  ( 2 . 3 . 1 )  d l a  dow o lnych  w a r t o ś c i  t  .  Pona d to  f u n k c j a  w e k t o r o 

wa f ( t , x )  s p e ł n i a  warunek ( 2 . 2 . 4 ) ,  n a t o m i a s t  m a c i e r z e  A ( t , x )  o r a z  B ( t , x )  

s p e ł n i a j ą  o d p o w i e d n i o  wa run k i  ( 2 . 2 . 2 )  o r a z  ( 2 . 2 . 3 ) .  O dpo w i e dn i e  s t a ł e  o -  

g r a n i c z a j ą c e  w y n o s z ą :  N = 1 ,  M = 1 ,  K f  “  ° « 5 *

P on i e w a ż  s p e ł n i e n i e  n i e r ó w n o ś c i  ( 2 . 3 . 1 )  z a c h o d z i  d l a  d ow o l neg o  t ^ ,  a 

pona d to  r o z p a t r y w a n y  uk ła d  d ynamic zn y  j e s t  układem s t a c j o n a r n y m ,  w i ę c  na 

p o d s t a w i e  wn i osku  2 . 3 . 1  punkt  3 ,  uk ł ad  dy nam ic zny  j e s t  c a ł k o w i c i e  g l o b a l 

n i e  s t e r o w a l n y .

P o w y żs zy  p r z y k ł a d  j e s t  r o z s z e r z e n i e m  p r z y k ł a d u  z a w a r t e g o  w p r a c y  [6 9 ]. 

R o z s z e r z e n i e  t o  p o l e g a  na u w z g l ę d n i e n i u  f u n k c j i  w e k t o r o w e j  f ( t , x ) .  M o ż l i 

we są  l i c z n e  m o d y f i k a c j e  t e g o  p r z y k ł a d u ,  p o l e g a j ą c e  na p r z y k ł a d  na opu

s z c z e n i u  j e d n e g o  z e  s k ł a d n ik ó w  w y s t ę p u j ą c y c h  pod znak i em e k s p o n e n t y  w ma

c i e r z y  B ( t , x ) .

2 . 4 .  Warunki  w y s t a r c z a l a c e  s t e r o w a l n o ś c i  l o k a l n e j  [l7 2 ]

Warunki  w y s t a r c z a j ą c e  g l o b a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i ,  s f o rm u ł ow ane  w p o d r o z 

d z i a l e  2 . 3 ,  z e  w z g l ę d u  na d ość  s i l n e  z a ł o ż e n i a  n i e  są s p e ł n i o n e  d l a  w i e l u  

n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych  (n p .  d l a  b i l i n i o w y c h  uk ładów dy nam ic z 

n y c h ) .  Z d r u g i e j  s t r o n y ,  w p r a k t y c e  c z ę s t o  i n t e r e s u j ą c a  J e s t  j e d y n i e  l o 

k a l n a  s t e r o w a l n o ś ć  danego  n i e l i n i o w e g o  uk ładu dy na m ic zn e go .  Warunki  wystar

c z a j ą c e  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w pewnym o b s z a r z e  DC Rn wymaga ją  za ws ze  

s ł a b s z y c h  z a ł o ż e ń  n i ż  w a r unk i  w y s t a r c z a j ą c e  g l o b a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  i  z  

t e g o  w z g l ę d u  mogą być  s p e ł n i o n e  p r z e z  s z e r s z ą  k l a s ę  n i e l i n i o w y c h  układów 

dy nam ic znych .
W n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e ,  k o r z y s t a j ą c  z  r e z u l t a t ó w  p o d r o z d z i a ł u  2 . 3 ,  

z o s t a n ą  s f o r mu łow an e  w a ru n k i  w y s t a r c z a j ą c e  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w o t o -

t f  c o s 2 ( t ) + s i n ( t ) c o s ( t )
s i n 2 [ e x p ( - x 2 ( t ) -  x2 ( t ) ) ]  dt
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c z e n i u  z e r a  n a s t ę p u j ą c e g o  n i e l i n i o w e g o ,  n i e s t a c j o n a r n e g o  układu d yna mi c z 
nego  :

* ( t )  = A ( t , x ( t ) ) x ( t )  + B ( t , x ( t  ) ) u ( t  ) + f  ( t , x ( t ) )  t e [ t Q . t J  ( 2 . 4 . 1 )

p r z y  c zym,  o p r ó c z  z a ł o ż e ń  sp r e c y z o wa n yc h  w p o d r o z d z i a l e  2 . 2 ,  k t ó r e  nada l  

p o z o s t a j ę  w mocy,  dodatkowo z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  m a c i e r z e  A ( t , x ( t ) ) ,  B ( t , x ( t ) )  

o r a z  f u n k c j a  wek to ro wa  f ( t , x ( t ) )  s p e ł n i a j ą  n a s t ę p u j ą c e  o g r a n i c z e n i a :

[a i  j  ( t  , x ) ]  <  N,  d l a  t f i D o . t J .  |x| <  K,  i , j  = 1 , 2 , 3  n ( 2 . 4 . 2 )

|bi . ( t , x ) |  <  M, d l a  t 6 [ t 0 . t j  , fx| < K .  i  = 1 , 2 , 3 ............  j - 1 , 2 , 3 ............
( 2 . 4 . 3 )

| f ( t , x ) | < K f , d l a  t  e [t 0 » t L[ . ]x| <  K ( 2 . 4 . 4 )

g d z i e  M, N,  są  s t a ł y m i  d o d a t n i m i .

N i e c h  DC I? "  o r a z  E C  Cn [ t 0 , t j  będą p o d z b i o r a m i  o k r e ś l o n y m i  w sposób

n a s t ę p u j ą c y :

D .  j x t R n : |x|«: KD1

( 2 . 4 .5 )

E “ { y  6Cn [ t o ' t J i l lvlK K}
p r z y  czym Kp <  K są s t a ł y m i  d o d a t n i m i ,  zw ią z any mi  m i ędz y  sobą n as t ę pu 

j ą c ą  z a l e ż n o ś c i ą :

K >  [ (1 + KV )K0 + K0Kvve x p ( n N ( t 1 -  t Q ) )  +

+ Kf ( t l  “  t 0 ^ ( l  + KJ ( e x p ( n N ( t l  "  t 0 ))J e x p ( n N ( t 1 -  t Q ) )  ( 2 . 4 . 6 )

g d z i e :

Kw = suPEl|w"1 ( t 0 , t 1 ;y)||npM2 ( t 1 -  t 0 ) e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) )  ( 2 . 4 . 7 )

Z a l e ż n o ś ć  pom iędzy  s t a ł y m i  K o r a z  j e s t  konsekwenc j ą  wzorów ( 4 )

o r a z  ( 5 )  z a m ie s z c z o n y c h  w dod a tku ,  a t a k ż e  f a k t u ,  ż e  x ( t Q ) 6  D o r a z  x^ 6 D, 

z g o d n i e  z  d e f i n i c j ą  2 . 2 . 1 .  Z r e l a c j i  ( 2 . 4 . 6 )  w y n i k a ,  ż e  w p rz ypadku  gdy 

s t a ł a  K j  j e s t  d uż a ,  dobó r  o d p o w i e d n i e j  s t a ł e j  na p o d s t a w i e  zna jomo

ś c i  s t a ł e j  K może być  n i e m o ż l i w y .  T r u d n o ś c i  t e  n i e  w y s t ę p u j ą ,  gdy  w rów

nan iu  r ó żn i c zkowym ( 2 . 4 . 1 )  n i e  w y s t ę p u j e  f u n k c j a  f ( t , x ( t ) ) ,  ( K f  = 0 )[6 9 ] ,

[242] . Wówczas d ob ó r  o d p o w i e d n i e j  s t a ł e j  KQ na p o d s t a w i e  zn a j o m o ś c i  s t a 

ł e j  K j e s t  z aws ze  m o ż l iw y .
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TWIERDZENIE 2 . 4 . 1 .  J e ż e l i  p r z y  u s t a l o n y c h  t Q o r a z  t  s p e ł n i o n e  sę  

z a ł o ż e n i a  d o t y c z ą c e  układu dy nam ic zne go  ( 2 . 4 . 1 ) ,  a p on ad to  i s t n i e j e  s t a ł a  

d o d a t n i a  c t a k a ,  ż e  z a c h o d z i

i n f  d e t  w ( t n . t  ; y ) >  c ( 2 . 4 . 8 )
y  6 E 0 1

wówczas  uk ład  dynamic zny  ( 2 . 4 . 1 )  j e s t  s t e r o w a l n y  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D, w 
p r z e d z i a l e  [ t ^ t j  .

D o w ó d .  Dowód t w i e r d z e n i a  2 . 4 . 1  p r z e b i e g a  a n a l o l i c z n i e  j a k o  dowód 

t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1 ,  z  t ę  t y l k o  r ó ż n i c ę ,  ż e  z a m ia s t  p r z e s t r z e n i  C 

r o z p a t r u j e  s i ę  j e j  p o d z b i ó r  E.  W zw i ę z k u  z  tym,  p o w t a r z a j ę c  dowód t w i e r 

d z e n i a  2 . 3 . 1 ,  z  z amianę  *'n [t o , t l ]  na Po d z b i ó r  E,  o t r z y m u j e  s i ę  t e z ę  
t w i e r d z e n i a  2 . 4 . 1 .

Wniosek  2 . 4 . 1 .  D e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  2 . 4 . 1  s ę  s p e ł n i o n e  d l a :

1 )  pewnego t j  > t Q p r z y  us ta l onym t Q ,

2 )  ka ż d e go  t Ł > t Q p r z y  us ta l o ny m t Q,

3 )  d ow o l neg o  t Q o r a z  k aż d e go  ^  > t Q , 

wówczas  uk ład  dynamic zny  ( 2 . 4 . 1 )  j e s t  o d p o w i e d n i o :

1 )  s t e r o w a l n y  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D, w c h w i l i  t Q ,

2 )  c a ł k o w i c i e  s t e r o w a l n y  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D, w c h w i l i  t Q .

3 )  c a ł k o w i c i e  s t e r o w a l n y  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D.

D o w ó d .  Wn iosek  2 . 4 . 1  wyn ik a  z  t w i e r d z e n i a  2 . 4 . 1  o r a z  z  d e f i n i c j i
2 . 2 . 2 ,  2 . 2 . 3 ,  2 . 2 . 4 .

Wniosek  2 . 4 . 2 . O e ż e l i  s p e ł n i o n e  s ę  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  2 . 4 . 1 .wówczas  

uk ład  dynamic zny  ( 2 . 3 . 1 1 )  j e s t  s t e r o w a l n y  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D w p r z e 

d z i a l e  [ * 0 * * 1 ]  d o s t a t e c z n i e  małych w a r t o ś c i  t  .

D o w ó d .  Wn iosek  2 . 4 . 2  wy n i k a  z  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 2  o r a z  z  t w i e r d z e -  

n i a  2 . 4 . 1 .  Dowód wn io sku  p r z e b i e g a  a n a l o g i c z n i e  j a k  dowód t w i e r d z e n i a  2.3.2 

z  t ę  t y l k o  r ó ż n i c ę ,  ż e  z a m ia s t  p r z e s t r z e n i  c n [ t 0 « t 1] r o z p a t r u j e  s i ę  j e j  
p o d z b i ó r  E.

Uwagą 2 . 4 . 1 . Uwagi  p o c z y n i o n e  w p o d r o z d z i a l e  2 . 3 ,  a d o t y c z ę c e  g l o b a l 

n e j  s t e r o w a l n o ś c i ,  s ę  s ł u s z n e  t a k ż e  d l a  p r zypadku  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  
w o b s z a r z e  DC Rn .

Uwaga 2 . 4 . 2 .  Warunki  w y s t a r c z a j ę c e  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w o b s z a r z e  D 

g w a r a n t u j ę ,  ż e  t r a j e k t o r i a  układu dy namic znego  ( 2 . 4 . 1 ) . o d p o w i a d a j ę c a  s t e 

r owaniu  r e a l i z u j ą c e m u  p r z e j ś c i e  z e  s t anu  x ( t „ ) e  D do s t an u  x € D. l e -O 1
ż y  c a ł k o w i c i e  w p o d z b i o r z e  EC  Cn [ t g . t  J  . Ma t o  i s t o t n e  z n a c z e n i e  w p r z y 

padku,  gdy  w y s t ę p u j ę  o g r a n i c z e n i a  n a ł o ż o n e  na w s p ó ł r z ę d n e  s t an u  układu

dy nam ic zne go .
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Uwaga 2 . 4 . 3 .  W p r zypadku gdy f ( t , x )  = O, wówczas z m n i e j s z a j ą c  odpo

w i e d n i o  s t a ł ą  u z y s k u j e  s i ę  s p e ł n i e n i e  n i e r ó w n o ś c i  ( 2 . 4 . 6 ) ,  p r z y  z a 

dan e j  w a r t o ś c i  s t a ł e j  K.

P r z y k ł ad 2 . 4 . 1 . N i e ch  b ę d z i e  dany uk ład  dynamic zny  p o s t a c i  ( 2 . 4 . 1 ) , o p i 

sany  n a s t ę p u ją c y m i  równaniami  r ó żn i c zk o w y m i  z w y c z a j n y m i :

Xg_(t)
X. ( t  ) = u ( t  ) +  -------- =--------=-

1 -  x , ( t ) x , ( t )

x2 ( t )  = u2 ( t )

o k r e ś l o n y m i  d l a  t e  [o . 0 , 0 l ]  , |X;l| <  0 ,1  , |x2 | <  0 , 1 , t Q = 0 ,  t l  = 0 , 0 1 .

Zatem na p o d s t a w i e  r ównan ia  ( 2 . 4 . 1 )  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  z a l e ż n o ś c i :

' 0  0 ‘ "1 0 '

A ( t . x )  = , B ( t , x )  =

.0 0. . 0 1

, f ( t , x )  =

x2 ( t  )

S t ą d ,  u w z g l ę d n i a j ą c  p o s t a ć  m a c i e r z y  A ( t , x ) ,  u z y s k u j e  s i ę  m a c i e r z  t r a n z y -  

c j i  uk ł adu F ( t . t Q ; y )  = F ( t ; y )  = F ( t )  = 1 ,  I  -  m a c i e r z  j e d n o s t k o w a .

Za t em,  na p o d s t a w i e  wzo ru  ( 2 . 2 , 1 0 ) ,  o t r z y m u j e  s i ę  m a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  
p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

0,01
W ( t 0 . t i ; y )  = I V( 0 ,  0 , 0 1 )  = £  I  d t  = 0 , 0 1  X

O

o t a ł e  o g r a n i c z a j ą c e  p r z y j m u ją  w i ę c  o d p o w i e d n i o  n a s t ę p u j ą c e  w a r t o ś c i :

K = 0 , 1 ,  N = O, M = 1 .  Kf  = 0 ,2  

Na p o d s t a w i e  wzo ru ( 2 . 4 . 7 )  s t a ł a  = 4 .

S t a ł ą  KQ d o b i e r a  s i ę  t a k ,  aby  s p e ł n i o n a  b y ł a  n i e r ów n oś ć  ( 2 . 4 . 6 ) .  Zate

0,1  > 9  KQ + 0 , 0 1  

Stąd  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o s z a c o w a n i e  od g ó r y  s t a ł e j  Kn

KD «5 0 , 0 1 .

Zatem,  na p o d s t a w i e  t w i e r d z e n i a  2 . 4 . 1 ,  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynamic zny  j e s t  

l o k a l n i e  wo kó ł  z e r a  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o. O,Ol ]  .
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Po w yż s zy  p r z y k ł a d  j e s t  m o d y f i k a c j ę  p r z y k ł a d u  z a w a r t e g o  w p ra c y  [69] , 

g d z i e  u zyskano  a n a l o g i c z n y  w y n ik ,  j e dn ak  na d r o d z e  odmiennego po s t ę p ow a 

n i a .

Rozpa t r y wan y  uk ład  dynamic zny  n i e  może być  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  z e  
w z g l ę d u  na z e r o w a n i e  s i ę  mianownika  f u n k c j i  f ( t , x )  d l a  x 1 ( t )  = 1 o r a z

Xg { t i = 1 .

M oż l i w e  s ę  l i c z n e  m o d y f i k a c j e  t e g o  p r z y k ł a d u ,  p o l e g a j ę c e  na u w z g l ę d n i e 

n iu  w f u n k c j i  w e k t o r o w e j  f ( t , x )  n i e z e r o w e g o  e l eme n tu  w d rug im w i e r s z u .



R O Z D Z I A Ł  3

STEROWALNOSĆ NIELINIOWYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH 

Z OPÓŹNIENIAMI W STEROWANIU

3 . 1 .  Wprowadzen i e

P r o b l e m a t y k a  s t e r o w a l n o ś c i  n i e s t a c j o n a r n y c h ,  n i e l i n i o w y c h  układów dy 

nam ic zny ch ,  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  l ub  w s t a n i e  uk ładu ,  j e s t  s t o s u n 

kowo ubogo r e p r e z e n t o w a n a  w l i t e r a t u r z e ,  a me tody  bad an ia  n a s t r ę c z a j ą  l ic z 

ne t r u d n o ś c i .  Spowodowane j e s t  t o  z  J e dn e j  s t r o n y  n i e l i n i o w o ś c i ą  układu 

d y n am ic zn e go ,  a z  d r u g i e j  s t r o n y  n i e s k o ń c z o n ą  wy m ia ro w oś c i ą  p r z e s t r z e n i  

s t a n ó w ,  w y n i k a j ą c ą  z  i s t n i e n i a  o p ó ź n i e ń .

Z l i c z n y c h  metod b ad an ia  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów n i e l i n i o w y c h . p r z y t o c z o 

nych w p o d r o z d z i a l e  2 . 1 ,  d l a  p r z ypadku  w y s t ę p o w a n i a  o p ó ź n i e ń  n a j l e p i e j  na

d a j ą  s i ę  me tody  b a z u j ą c e  na z a s t o s o w a n i u  t w i e r d z e ń  o punktach s t a ł y c h  od

wzorowań n i e l i n i o w y c h .  S z c z e g ó l n i e  p r z y d a t n e ,  po d o bn i e  j a k  w p r z ypadku u-  

k ładów  dynamic znych  b e z  o p ó ź n i e ń ,  j e s t  t w i e r d z e n i e  Schaudera  o pun kc i e  

s t a ł y m .  We w s z y s t k i c h  p r z y t o c z o n y c h  p o n i ż e j  p ub l i k a c h a c h  wy ko r z ys t y wa n o  do 

b ad an ia  s t e r o w a l n o ś c i  w ł a ś n i e  t w i e r d z e n i e  Sch au de r a ,  p r z y  czym s t o sowano  

j e  w r ó żn yc h  p r z e s t r z e n i a c h  Banacha,  co  z  k o l e i  i m p l i k o w a ł o  k o n i e c z n o ś ć  u- 

ż y c i a  r ó ż n yc h  k r y t e r i ó w  z w a r t o ś c i  z b i o r ó w  (w p r z ypadku p r z e s t r z e n i  funk 

c j i  c i ą g ł y c h  w y k o r z y s t u j e  s i ę  t w i e r d z e n i e  A r z e l o - A s c o l i  o z w a r t o ś c i  z b i o 

rów ) .

W p r a c y  [67] s f o rmu łow ano  warun k i  w y s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o 

ś c i  n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  uk ładu .  Pu

b l i k a c j e  [5 l] , [52]  , [53]  , [ l l 5 j  d o t y c z ą  z a g a d n i e ń  w z g l ę d n e j  i  a b s o l u t n e j

s t e r o w a l n o ś c i  n i e l i n i o w y c h ,  n e u t r a l n y c h  układów dynamic znych .  Na to mia s t  w 

p ra c ac h  [l7 3 ] , [l7 9 ] , [lB 5 ] , [i87| , [3 6 l] podano s z e r e g  warunków w y s t a r c z a 

j ą c y c h  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  n i e l i n i o w y c h  układów dynamic znych  z e  sku 

p i o n ym i  i  r o z ł o ż o n y m i  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .

N a l e ż y  z a z n a c z y ć ,  ż e  j e d n ą  z  z a s a d n i c z y c h  t r u d n o ś c i  w y s t ę p u ją c y c h  p r z y  

s t o s o w a n iu  t w i e r d z e n i a  Schaudera  o pu n kc i e  s t a ł y m  j e s t  k o n i e c z n o ś ć  o k r e ś 

l e n i a  a p r i o r i  p o d z b i o r u ,  w k tó rym d z i a ł a  o p e r a t o r  n i e l i n i o w y . T r u d n o ś ć  t ę  

można c z ę ś c i o w o  ominąć ,  w y k o r z y s t u j ą c  t z w .  m i a r y  n i e z w a r t o ś c i  z b i o r ó w  w 

p r z e s t r z e n i a c h  Banacha |36o| .

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  z o s t a n ą  s f o rmu łow ane  warun k i  w y s t a r c za j ą c e  wzgLęó- 

n e j  g l o b a l n e j  o r a z  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i ,  n i e s t a c j o n a r n y c h ,  n i e l i n i o w y c h
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układów dy namic znych  z  w i e l o k r o t n y m i ,  zm iennymi  w c z a s i e , s k u p i o n y m i  o p ó ź 

n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .  Omówione będę  t a k ż e  p o k r ó t c e  z a g a d n i e n i a  a b s o l u t 

n e j  s t e r o w a l n o ś c i  t y c h  uk ładów .

3 . 2 .  Op i s  układu dynamic zne go  i  pods tawowe  d e f i n i c j e  [l7 3 ] , [i7 9 ] ,

[185] , [187]

N i e c h  b ę d z i e  dany n i e s t a c j o n a r n y ,  n i e l i n i o w y ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowy u- 

k ł a d  d yn am ic zn y ,  z  w i e l o k r o t n y m i ,  zm iennymi  w c z a s i e  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e 

r ow an iu ,  o p i s a n y  n as t ę pu ją c ym  równani em ró żn i c zk owy m z w yc za jn ym :

i=M

x ( t )  = A ( t , x ( t ) ) x ( t )  + 2  * x ( t  )  ) u ( v i ( t ) )  t  £ P o ' * ! ]  ( 3 . 2 . 1 )

9 i=0

g d z i e :

x ( t ) 6 R n j e s t  wek to r em s t anu  c h w i l o w e g o  uk ładu dynamic zne go  ( 3 . 2 . 1 )  

A ( t , x )  j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą ,  k t ó r e j  e l e m e n t y  a i ; . ( t , x ) , i  = 

= 1 , 2 , 3  n ,  j  -  1 , 2 , 3 , . . . , n są  p r z y  us ta l o ny m t  c i ą g ł y m i  f u n k c j a 

mi  x  o r a z  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  t  p r z y  us ta l o nym  x ,  

B± ( t , x ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , 3 , . . .  , M, są  n x p -  wymiarowymi  m a c i e r z a m i ,  k t ó 

r y ch  e l e m e n t y  b j ^ ( t , x ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . ,M, j  = 1 , 2 , 3 , . . . , n , k = l , 2 , 3 , . • • p 

s ą  p r z y  us ta l o ny m t c i ą g ł y m i  f u n k c j a m i  x o r a z  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y 

mi  f u n k c j a m i  t  p r z y  us ta l o ny m x ,  f u n k c j e  y ^ t ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , 3 , . . .  ,M 

s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  z a m i e s z c z o n e  w p o d r o z d z i a l e  1 . 2 ,  a pona d to  są k l a 

s y  c ( l 1 [ t 0 ' t i l *  „ ,
u 6 PCp [ y ^ t ^ . t j  k l a s a  f u n k c j i  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y c h  w p r z e d z i a l e

L ( « „ ) , t , l  , o w a r t o ś c i a c h  w p r z e s t r z e n i  Rp .
|_ M O 1|
Z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  prawa s t r o n a  r ówn an i a  ( 3 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  warunk i  gwaran 

t u j ą c e  j e d n o z n a c z n o ś ć  r o z w i ą z a n i a .

P on a d t o  z a k ł a d a  s i ę  ż e  m a c i e r z e  A ( t , x ) ,  B ^ ( t , x ) ,  i  -  0 , 1 , 2 , 3 , • . • ,M s p e ł 

n i a j ą  n a s t ę p u j ą c e  doda tkowe  z a ł o ż e n i a :

la ( t , x ) | < N ,  d l a  t 6  [ t f j . t . ]  , x 6 R n , i  = 1 , 2 , 3 , . . . , n ,  j  = 1 , 2 , 3  n
1 1J 1 ( 3 . 2 . 2 )

j b i ^ ( t . x ) | < Q i , d l a  t ć  [ t o * 1] ]  ' x ^ Rn» 1 = 0 , 1 , 2 , . . .  ,M, j  = 1 , 2 , 3 ,  . . . , n ,

k = 1 , 2 , 3 ...........  ( 3 . 2 . 3 }

g d z i e  N o r a z  <2^ i  = 0 , 1 , 2  M, są d o d a t n i m i  s t a ł y m i .
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Po n i e wa ż  uk ład  dynamic zny ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  układem dynamicznym z  o p ó ź n i e 

n i am i  w s t e r o w a n i u ,  w i ę c  o p r ó c z  s t anu  c h w i l o w e go  x ( t ) £ R n wprowadza s i ę  

p o j ę c i a  t z w .  s t anu  zu p e ł n e g o  w c h w i l i  t ,  = / x ( t ) ,  u J - [ l l ]  , [220J , [222] , 

[297J , [ 2 9 8 ] ,  g d z i e  ut ( s )  = u ( s )  d l a  s e [ v M( t ) ,  t ) ,  t 6  [‘ o ' * ! ] -

Z e  w z g l ę d u  na f a k t ,  ż e  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynamiczny ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  u k ła 

dem n i e s t a c j o n a r n y m ,  n i e l i n i o w y m  o r a z  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,  wpro 

wadza s i ę  . na s t ę pu ją ce  r o d z a j e  s t e r o w a l n o ś c i : w z g l ę d n ą  g l o b a l n ą  ( l o k a l n ą )  

s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t g . t . J ,  w z g l ę d n ą  g l o b a l n ą  ( l o k a l n ą )  s t e r o w a l -  

ność  w c h w i l i  t g ,  a b s o l u t n ą  g l o b a l n ą  ( l o k a l n ą )  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  

[ t g i t j  , a b s o l u t n ą  g l o b a l n ą  ( l o k a l n ą )  s t e r o w a l n o ś ć  w c h w i l i  t g  [49 ], [50], 

[60] , [l2 9 ] , [220] , [222] , [2 6 1] , [297] , [298] .

D e f i n i c j a  3 . 2 . 1 . Uk ład  dynamiczny ( 3 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem w z g l ę d n i e  

g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) s t e r o wa ln ym  w p r z e d z i a l e  [ *0**13 ' 

j o ż e l i  d l a  ka ż de go  p oc zą tk o w e go  s t anu  zu p e ł n e g o  z {  = j x ( t Q ) ,u t ^ ( x ( t Q ) 6 O )

o r a z  d l a  ka żd eg o  w e k t o r a  x 1 6 R n ( X j 6  D) i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 PC 

[*0 * * 1 ]  t a k i e ,  ż e  o d p o w ia d a j ą c a  temu s t e r o w a n i u  t r a j e k t o r i a  x ( t , z  , u )  u-
*0

k ładu dy namic znego  ( 3 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  warun ek :  x ( t  , z  , u )  = x .
. . O 1

Qq f i n i c j a  3 . 2 . 2 . Uk ład  dynamic zny ( 3 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem w z g l ę d n i e

g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) s t e r o wa ln ym  w c h w i l i  t Q, j e ż e l i  i s t 

n i e j e  t ^ g  ( t g * 00 ) t a k i e ,  ż e  uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  g l o 

b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D C Rn ) s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  Lt o , t iJ *

U a f i n i c j a  3 . 2 . 3 . Uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem a b s o l u t 

n i e  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  

( t Q <  v M( t  ) ) .  j e ż e l i  d l a  ka żd eg o  p o c zą tk o w e go  s t anu  zu p e ł n e g o

t 0 = { X ( t 0 } '  Ut g }  ( x ( t g ) e  D)  o r a z  d l a  k ażd eg o  końcowego  s t anu  z u p e ł n e 

go z t = ■|x1 , ( x 1 € D )  i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 PCp [ t g . t j ^  t a k i e . ż e

u ( s )  = ut ( s )  d l a  s 6 [v M( t 1 ) , t 1 ) o r a z  o d p o w i a d a j ą c a  temu s t e r o w a n iu

t r a j e k t o r i a  x ( t , t  , u )  uk ładu dynamic znego  ( 3 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y
O

warunek :  x ( t . , z  , u )  = x .
i  t Q l

D e f i n i c j a  3 . 2 . 4 . Uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem a b s o l u t 

n i e  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  DC Rn ) s t e r o w a l n ym  w c h w i l i  t g ,  j e 

ż e l i  i s t n i e j e  t ^ g  ( r M( t g ) , a o )  t a k i e ,  ż e  uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  

a b s o l u t n i e  g l o b a l n i e  ( l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D C R n ) s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a -

l e  Ct O ' t l ]  *
P r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż o  t g  < ^ ( t j ) ,  pom ięd zy  powyżs zymi  r o d z a j a m i  s t e r o 

w a l n o ś c i  z a ch od zą  n a s t ę p u j ą c e  i m p l i k a c j e :

a b s o l u t n a  g l o b a l n a  ^ l o k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t g ^ t j  r ~1 >  abs o 

l u t n a  g l o b a l n a  ( l o k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  w c h w i l i  t Q f c = >  w z g l ę d n a  g l o b a l n a  

( l o k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  | w z g l ę d n a  g l o b a l n a  ( l o 

k a l n a )  s t e r o w a l n o ś ć  iv c h w i l i  t g .

z
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Uwaga 3 . 2 . 1 . W p r a c y  [l8 5 ] r o z p a t r y w a n o  n i e c o  s z e r s z y  k l a s ę  układów d y 

namic zny ch ,  a m i a n o w i c i e  n i e s t a c j o n a r n e ,  n i e l i n i o w e  uk ła d y  dyn amic zne ,  w 

k tS r y c h  w y s t ę p o w a ł o  za równo  s k u p i o n e ,  j a k  i  r o z ł o ż o n e  o p ó ź n i e n i e  w s t e r o 

wan iu .  R o z ł o ż o n e  o p ó ź n i e n i e  s t e r o w a n i a  w y s t ę p o w a ł o  w c a ł c e  t ypu  L e b e s -  

g u e ' a - S t i e l t j e s a .  Uzyskane  w n i n i e j s z y m  r o z d z a l e  w y n i k i  p r z e n o s z ą  s i ę  ( po  

pewnych m o d y f i k a c j a c h  o b l i c z e n i o w y c h ,  d o t y c z ą c y c h  s t e r o w a n i a  u )  na p r z y 

padek r o z ł o ż o n y c h  o p ó ź n i e ń  s t e r o w a n i a .

3 . 3 .  Warunki  w z g l ę d n e j  g l o b a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  [ l73]  , |l79l , [185] . [ l87 )

W n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e  z o s t a n ę  s f r o mu łow ane  warun k i  w y s t a r c z a j ą c e  

w z g l ę d n e j  g l o b a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [t o ’ t l ]  uk ładu d yn am ic z 

nego  p o s t a c i  ( 3 . 2 . 1 ) .  '

P o d s t a w i a j ą c  w r ównaniu ( 3 . 2 . 1 )  z a m ia s t  argumentu x ( t )  ( t £  [ *0 * * 1 ] ^  

w m a c i e r z a c h  A ( t , x ( t ) ) ,  B . ( t , x ( t ) ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M  dowo lną  f u n k c j ę

y £ C  f t_ , t .1 o t r z y m u j e  s i ę  r ówna n i e  
n L O 1J

i=M

x ( t )  = A ( t , y ( t ) ) x ( t )  + 2  Bt ( t  , y ( t ) ) u ( v ± ( t  ) )  t  6 [ tQ . t J

1=0 ( 3 . 3 . 1 )

P l a  k a ż d e j  u s t a l o n e j  f u n k c j i  y  € Cn [ t g . t J  uk ład  dynamic zny ( 3 . 3 . 1 )  

j e s t  l i n i o w y m  układem z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,  k t ó r e g o  t r a j e k t o r i a ,  

p r z y  zadanym poc zą tkowym s t a n i e  zupe łnym z^ o r a z  s t e r o 

wan iu  u e PCp [ tQ ł t 1] , j e s t  dana n as t ę pu ją cy m wzorem całkowym:

t i=M

x ( t , z t , u ; y )  = F ( t , t Q ; y ) x ( t 0 ) + ^ F ( t , s ; y )  2  Bj , ( x , y  ) u ( v ± ( s ) )ds

1 -0  ( 3 . 3 . 2 )

g d z i e  F f t . t ^ j y )  j e s t  m a c i e r z ą  t r a n z y c j i  n i e s t a c j o n a r n e g o  układu l i n i o 

wego  p o s t a c i  ( 2 . 2 . 9 ) .

W y k o r z y s t u j ą c  o z n a c z e n i a  o r a z  p r z e k s z t a ł c e n i a  z a m i e s z c z o n e  w pod roz

d z i a ł a c h  1 .2  o r a z  1 . 3  na p o d s t a w i e  wzo ru  ( 3 . 3 . 2 )  u z y s k u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą 

ce  z a l e ż n o ś c i :

, u j y )  = x ( t  , z  , 0 ; y )  + x ( t  , 0 , u ; y )  
j. J. x

( 3 . 3 . 3 )



-  5 0  -

gdzie

X̂ ti ' 2t ' 0jy> = Fft1«to{y)x<to ) +

i=m *o

Ś  S F ( t i » r i ( s ) i y ) 8 i ( r i ( s ) . y ) f jL( s ) u t ( s  )ds +
i - 0  vAf t 0 ) 

i =M W

*  ^  ^ F ( t 1 . ' ' i ( s ) ; y ) B 1 ( r i ( s ) . y ) r 1 ( s ) u t ( s ) d s  (3 .3.4 )
i = m + l  v t ( t Q ) 0

i=ra V t l )

x ( t 1 , 0 , u i y )  -  |  F ( t 1 . r i ( s  ) ; y  )Bi ( r i ( s  ) . y  ) u ( s  )ds ( 3 . 3 . 5 )
i=0 Vi ( t Q )

%

P on a d t o ,  d l a  s k r ó c e n i a  z a p i s u  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :  

i = i
G1i ^ i - t  i y )  = ^  F ( t i * r i ( t  ) ; y ) B i ( r i ( t  ) , y ) r \ ( t  ) i  -  0 , 1 , 2 , . . . ,M ( 3 . 3 . 6 )  

Rn 3 q ( z t . x i ; y ) = -  x ( t 1 , z t , 0 )  ( 3 . 3 . 7 )

G ^ t ^ t j y ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M  są n x p -  wymiarowymi  m a c i e r z a m i ,  n a t om ia s t  

q ( z t 0 , x l ; y  ̂ Je s t  d l a  u s ta l o r , e j  f u n k c j i  y 6Cn [t0*tJ s t a ł y m  n -  wy mia ro 

wym wektorem za l e żn ym  w y ł ą c z n i e  od p oc z ą tk o w e g o  s t a nu  z u p e ł n e g o  z .̂ o r a z  

końcowego  s t anu  c h w i l o w e go  x^ .

M a c i e r z  s t e r o w a l n o ś c i  W f t g . t ^ y )  d l a  uk ładu dy namic znego  ( 3 . 3 . 1 )  j e s t  
p o s t a c i  [l7 7 ] :

i = m - l  v i ^ t l ^

» ( t o - t i J y )  = C 6 i ( t 1 , t  j y ) G ^ ( t 1 , t ; y ) d t  ( 3 . 3 . 8 )

i - 0  v i+1J( t l )

TWIERDZENIE 3 . 3 . 1 .  CJeże l i  p r z y  u s t a l o n y c h  t Q o r a z  t 1 s p e ł n i o n e  sę  

z a ł o ż e n i a  d o t y c z ą c e  układu dy namic znego  ( 3 . 2 . 1 ) ,  s f o r mu łow ane  w p o d r o z 

d z i a l e  3 . 2 ,  a ponad to  i s t n i e j e  s t a ł a  d o d a t n i a  c t a k a ,  ż e  z a c h o d z i  n a s t ę 

pu ją c a  n i e r ó w n o ś ć :

i n f  d e t  W ( t  , t  ; y )  > c  ( 3 . 3 . 9 )

y ^ n P o * * ! ]
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wówczas  uk ła d  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [ t g . t j  .

O o w ó d .  Dowód t w i e r d z e n i a  3 . 3 . 1 ,  p od o b n i e  j a k  w p r z ypadku układu dy

namic z ne go  be z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u ,  J e s t  o p a r t y  na s fo rmułowanym w pod 

r o z d z i a l e  2 . 2  t w i e r d z e n i u  Schaude ra  o p u n k c i e  s t a ł y m  odwzorowań n i e l i n i o 

wych.

N i e c h  s t e r o w a n i e  u 6 PCp [ t Q ' t J  b ę d z i e  dane n as t ę pu ją cy m wzo r em:

W s t a w i a j ą c  z a l e ż n o ś ć  ( 3 . 3 . 1 0 )  do wz o ru  ( 3 . 3 . 3 )  o r a z  u w z g l ę d n i a j ą c  rów

n o ś c i  ( 3 . 3 . 4 ) ,  ( 3 . 3 . 5 ) ,  ( 3 . 3 . 6 ) ,  ( 3 . 3 . 7 ) ,  ( 3 . 3 . 8 )  o t r z y m u j e  s i ę  p r z e b i e g  

t r a j e k t o r i i  uk ł adu dynamic zne go  ( 3 . 3 . 1 )  p r z y  u ż y c i u  s t e r o w a n i a  p o s t a c i

( 3 . 3 . 1 0 ) :

u ( t )  = G ^ ( t 1 , t ; y ) W - 1 ( t 0 , t 1 ; y ) q ( z t ^ , x 1 j y  )

d l a  t 6 [ v 1 + 1 ( t 1 ) , v i ( t 1 )j , i  = 0 , 1 , 2 , . . .  , ( m - l )  ( 3 . 3 . 1 0 )I * « • I

g d z i e  z  j e s t  dowolnym poc zą tkowym s tanem zupe łnym układu dynamic znego  

0( 3 . 3 . 1 ) ,  n a t o m i a s t  x Ł 6 R j e s t  dowolnym wek to r em .

i = m ( t  ) *0

i - 0  v ± ( t 0 )

i =M  v A ( t )

i = m ( t  ) + l  v i ( t Q ) O

i = m ( t  )  V i ( t  )

g d z i e

fm .  d l a  t 6 ( rni( t 0 ) ,  r m t l ( t 0 j ,  m = 0 , 1 , 2  M- l

m ( t ) = 4  ( 3 . 3 . 1 2 )

[ m , d l a  t >  r M( t Q )
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Zatem d l a  t = t ^  na p o d s t a w i e  ( 3 . 3 . 1 1 )  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  rów
ność  :

X(ti ' zt0' u;y) = Fd 1.t0;y)x(t0) +

i °m- l  Ło

' y  I Ç P ^Xi  • r i ( s  ) ; y  )B± ( r i ( s  ) , y  ) r i ( s  )u ( s  )ds +
i - o  v . { t 0 ) o

i - M  W

*  $ F ( t 1 ' r i ( s ^ ; y ) Bi ( r i ( s ) , y ) r i ( s ) u t ( s ) d s  +
i=m v . , ( t Q ) 0

i=S !_ l  v i ( t 1 )

+ 2 _ .  \  Gi ( t 1 , s ;y )G ^ ( t1 . s ;y)VV- 1 ( t 0 . t  ; y ) ( x  -  x ( t . , z t , 0 ; y ) ) d s
i = 0  v .  “  ( t ,  ) Ol  + l  1

( 3 . 3 . 1 3 )

W ró w n o ś c i  ( 3 . 3 . 1 3 )  w y k o r z y s t a n o  w sposób  i s t o t n y  z a ł o ż e n i e ,  ż e  t Q = 

= v m^t l ^  ( p o d r o z d z i a ł  1 . 3 ) ,  d z i ę k i  któremu na p o d s t a w i e  ( 3 . 3 . 1 2 )  u z ys k u j e  

s i ę  z a l e ż n o ś ć  m ( t ;L) = m. U w z g l ę d n i a j ą c  z a l e ż n o ś c i  G .  3 . 4  ) ,  ( 3 . 3 . 6  ) ,  ( 3 . 3 .  7 ) 

o r a z  ( 3 . 3 . 8 )  na p o d s t a w i e  r e l a c j i  ( 3 . 3 . 1 3 )  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  rów
ność  :

Z r ó w n o ś c i  ( 3 . 3 . 1 4 )  D e z p o ś r e d n i o  wy n ik a ,  ż e  d l a  k a ż d e j  f u n k c j i  

y € C nl-t O ' t J  s t e r o w a n i e  u 6 PCp [t Q, t j  o k r e ś l o n e  wzorem ( 3 . 3 . 1 0 )  p r z e p r o 

wadza uk ład  dynamic zny  ( 3 . 3 . 1 )  z  dow o lne go  p oc zą tk o w e go  s t anu  zu p e ł n e g o

z  do dow o lnego  w e k to ra  x .  € Rn w c h w i l i  t  . 
l 0 1 1

W d a l s z e j  c z ę ś c i  dowodu z o s t a n i e  wykazane ,  ż e  i s t n i e j e  co  n a j m n i e j  j e d 

na t a ka  f u n k c j a  y 6 ^  t o ' 1 ]]  ■ k t ó r a  j e s t  j e d n o c z e ś n i e  r o zw ią z a n i e m  rów

nan ia  r ó ż n i c z k o w e g o  p o s t a c i  ( 3 . 2 . 1 ) .  W tym c e l u  z o s t a n i e  w y k o r z y s t a n e  

wspomniane p o p r z e d n i o  t w i e r d z e n i e  Schaudera  o pun kc i e  s t a ł y m  odwzorowań 

n i e l i n i o w y c h .  P i e rwszym k rok i em w tym k i e r un ku  b ę d z i e  s f o r m u ło w a n i e  n i e l i 

n i owego  o p e r a t o r a  P : c j t ^ t j  —  C ^ . t J .

Prawa s t r o n a  r ó w n o ś c i  ( 3 . 3 . 1 1 )  d e f i n i u j e  n i e l i n i o w y  o p e r a t o r  P ( y ) ( t ) ,  

k t ó r y  odwzo rowu j e  p r z e s t r z e ń  Banacha Cn [ tQ , t  ]  w s i e b i e .  Wynika t o  b e z 

p o ś r e d n i o  z  k s z t a ł t u  t e g o  o p e r a t o r a  o r a z  z  pods tawowych w ł a s n o ś c i  c a ł e k
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[337,  s t r .  I l i ]  . Zatem równość ( 3 . 3 . 1 1 )  może być  p r z e d s t a w i o n a  w n as t ęp u 

j ą c e j  p o s t a c i :

x ( t )  = P ( y ) ( t )  t 6  [ t o - t j  ( 3 . 3 . 1 5 )

Z c i ę g ł e j  z a l e ż n o ś c i  r o z w i ą z a n i a  r ównania  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 3 . 3 . 1 )  od pa

rametrów w y n i k a ,  ż e  o p e r a t o r  P : ~ * "Cn ^ o ’ * J  J e s t  o pe ra t o r em

c i ę g ł y m  wz g l ędem t o p o l o g i i  i ndukowane j  p r z e z  normę p o s t a c i  ( 2 . 2 . 6 ) .

Miech V  Cn [t 0 ’ t l ]  b®d z i e  ku l ?  domkni ę tą  o ś r odku w z e r z e  i  p r o m ie n i u  

K >  0 ,  t z n .

y  ■ { y 6 C n [ t o * t i l  ! I I v I U k}  ( 3 . 3 . 1 6 )

g d z i e :

f  i=m

K = l U ( t n )| + y ~ !  ( t Q -  v i ( t 0 ) ) p Q i Ki Kz e x p ( n N ( r i ( t 0 ) -  t Q ) )  +

l  i = l

+ Kq [ ( t l  "  t 0 )pn ^ • x P ( 2nN( t 1 -  ‘ o ) )  +

jam
+ -  t 0 ) [2pngi Ki e x p ( n N ( t 1 + v i ( t 1 ) - r i ( t Q ) - t 0 ) )

+ png2 K2 e x p ( 2 n N ( t 1 -  r i ( t 0 ) ) ) j ] | e x p ( n N ( t 1 -  t Q ) )  ( 3 . 3 . 1 7 )  

K. = ||r (t)||  i  = 0 . 1 , 2  M ( 3 . 3 . 1 8 )

i  = l

Z ( 3 . 3 . 1 9 )

K = sup ||w_ 1 ( t 0 , t  ;y)|| [|x | e x p ( n N ( t  -  t ) )  + | x ( t  )|

q y£Cn [ * 0 * *  J

i=m ,

+ y  pQi K2 ( t o  “  v i d 0 ) ) B x p ( n N ( r i ( t o ) "  * o ):,J ( 3 * 3 *2 0 )
i  = l

Z b i ó r  V  j e s t  na mocy ( 3 . 3 . 1 6 )  z b i o r e m  domkniętym i  wypukłym.
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Nie ch  f j  b ę d z i e  obrazem z b i o r u  V  p o p r z e z  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e l i n i o w e  P,  
t z n .

&  = P ( V )  ( 3 . 3 . 2 1 )

S t o s u j ą c  t w i e r d z e n i e  A r z e l a - A s c o l i  [337 , s s .  3 4 . 1 3 l] można d o w i e ś ć  w 

a n a l o g i c z n y  3posób  j a k  w d od a t ku ,  ż e  12 j e s t  zwar t ym podz b i o r em  z b i o r u  V .  

P on i ewa ż  o p e r a t o r  P j e s t  c i ą g ł y ,  w i ę c  na p o d s t a w i e  t w i e r d z e n i a  Schaude-  

r a  i s t n i e j e  co n a j m n i e j  j e d e n  punkt s t a ł y  o p e r a t o r a  P .  Zatem i s t n i e j e  

p r z y n a j m n i e j  j e d n a  f u n k c j a  y 6 c n [t 0 * t J  t a k a ,  ż e  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  rów
ność  :

x ( t )  = y ( t )  = P ( y ) ( t )  t £  f c o . t j  ( 3 . 3 . 2 2 )

P o p r z e z  r ó ż n i c z k o w a n i e  wzg l ędem zm ie n n e j  t (w s po sób  a n a l o g i c z n y  j a k  

w d o d a t k u )  można wy ka za ć ,  ż e  f u n k c j a  x ( t )  o k r e i l o n a  r ó w n o ś c i ą  ( 3 . 3 . 2 2 )  

j e s t  r o z w ią z a n i e m  równan ia  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 3 . 2 . 1 ) ,  odpow iada j ącym s t e r o w a 

n iu  u ( t ) 6  p Cp [t Q , t J  ( s t e r o w a n i e  u ( t )  o t r z y m u j ą  s i ę  w s t a w i a j ą c  funk

c j e  y ( t )  do wzo ru ( 3 . 3 . 1 0 )  z a m i a s t  d o w o ln e j  f u n k c j i  y  6 c p [ t j j . t j ] ) .  W po

dobny spos ób  j a k  w dodatku można s p r a w d z i ć ,  ż e  y ( t Q ) = x ( t Q ) .  Po n i e wa ż  

s t e r o w a n i e  u ( t )  p r z e p r ow a d za  uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  z  dowo lneg o  począt

kowego  s t a n u  z u p e ł n e g o  do d ow o l neg o  w e k t o r a  x 1 6 R n , w i ę c  na pod 

s t a w i e  d e f i n i c j i  3 . 2 . 1  r o z p a t r y w a n y  uk ł ad  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d 

n i e  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ * 0 * * 1 ] •

Wniosek  3 . 2 . 1 . J e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  3 . 2 . 1  są  s p e ł n i o n e  d l a  pew-  

nego t j  >  t Q , p r z y  us ta l onym t Q , wówczas  uk ła d  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  

w z g l ę d n i e  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w c h w i l i  t ^ .

O o w ó d .  Wniosek  3 . 2 . 1  wyn ika  b e z p o ś r e d n i o  z  t w i e r d z e n i a  3 . 2 . 1  oraz 

z  d e f i n i c j i  3 . 2 . 2 .

N i e ch  b ę d z i e  dany uk ład  dynamic zny  o p i s a n y  n as t ę pu ją cy m równaniem r ó ż 

ni czkowym :

x ( t )  = [a ( t , x (  t ) )  + £ A ( t  , x ( t ) j] x ( t ) +

i=M

+ 5 Z C Bi ( t ' x ( t ^  + £ ^ ( t ^ f t  ) ) ]  u ( v ± ( t  ) ) ,  t 6 [ t p . t j  ( 3 . 3 . 2 3 )  
i=0

g d z i e  m a c i e r z e  A ( t , x ( t ) )  o r a z  B . . ( t . x ( t ) ) .  i  -  0 . 1 , 2  M s p e ł n i a j ą

z a ł o ż e n i a  p o c z y n i o n e  w p o d r o z d z i a l e  3 , 2 ,  n a t o m ia s t  £ j e s t  d o d a t n i ą  l i c z 

bą r z e c z y w i s t ą .

Wniosek  3 . 2 . 2 . J e ż e l i  s p e ł n i o n e  są z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  3 . 2 . 1  t o  u-  

k ł a d  dynamic zny  ( 3 . 3 . 2 3 )  j e s t  w z g l ę d n i e  g l o b a l n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

[ t 0 » t J  d l a  małych £, .
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O o w ó d .  Wniosek  3 . 2 . 2  j e s t  kon s ek we n c j ą  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 2 , a t a k ż e  

r e z u l t a t ó w  z a w a r t y c h  w p ra c ac h  [69] o r a z  [242] .

3 . 4 .  Warunki  w z g l ę d n e j  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  [l7 2 ] , [179]

P r z e s ł a n k ą  u z a s a d n i a j ą c ą  p o t r z e b ę  r o z p a t r y w a n i a  w z g l ę d n e j  l o k a l n e j  s t e -  

r o w a l n o ś c i  j e s t  f a k t ,  ż e  z  p r a k t y c z n e g o  punktu w i d z e n i a  c z ę s t o  i n t e r e s u 

j ą c e  są  w ł a ś c i w o ś c i  układu j e d y n i e  w pewnym o b s z a r z e  p r z e s t r z e n i  s t an ów .  

Po n a d t o ,  w p r z ypadku  n i e l i n i o w y c h  uk ładów dyn am ic zny ch ,  i c h  s t e r o w a l n o ś ć  

w i s t o t n y  s po sób  z a l e ż y  od l o k a l n y c h  w ł a s n o ś c i  t y c h  uk ładów .

W n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e ,  k o r z y s t a j ą c  z  r e z u l t a t ó w  p o d r o z d z i a ł ó w  2 . 4  

o r a z  3 . 3 ,  z o s t a n ą  s f o rm u ło w an e  warun k i  w y s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  l o k a l n e j  

s t e r o w a l n o ś c i  n i e l i n i o w y c h  uk ładów  dynamic znych  z  w i e l o k r o t n y m i , z m i e n n y m i  

w c z a s i e  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .

N i e c h  b ę d z i e  dany uk ła d  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 ) ,  p r z y  czym o p r ó c z  p od s t aw o 

wych z a ł o ż e ń  s p r e c y z o w a n yc h  w p o d r o z d z i a l e  3 . 2  doda tkowo  z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  

m a c i e r z e  A ( t , x )  o r a z  Bi ( t , x ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M  s p e ł n i a j ą  n a s t ę p u j ą c e  

o g r a n i c z e n i a :

|ai ; j ( t , x ) |  <  N, d l a  t 6 [ t 0 . t j  , |x| <  K,  i  -  1 , 2 , 3 ............  j  = 1 , 2 , 3 , .  .  .  ,n

( 3 . 4 . 1 )

l b j k ( t . x ) ]  <  Qi , d l a  t 6 [ t 0 , t j  , |x| <  K,  i - 0 , 1 , 2  M, j  = l , 2 , 3  n

k = 1 , 2 , 3 , . . . , p  ( 3 . 4 . 2 )

g d z i e  N o r a z  Qi t  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M ,  s ą  s t a ł y m i  d o d a t n i m i .

N i e c h  DC Rn o r a z  EC Cn [ t Q , t  J  będą  p o d z b i o r a m i  o k r e ś l o n y m i  w sposób  

n a s t ę p u j ą c y :

D = | x 6 R n |x| <  KQ|  ( 3 . 4 . 3 )

E "  { v 6 Cn [*0* * 1]  : liy l l < 4  ( 3 . 4 . 4 )

p r z y  czym KD <  K są s t a ł y m i  d o d a t n i m i  z w ią z an ym i  m i ę d z y  sobą n a s t ę p u j ą 

cą z a l e ż n o ś c i ą :

i=m

KD + ^  ( t Q -  v i ( t 0 ) ) p Q i Ki K2e x p ( n N ( r i ( t 0 ) -  t Q ) )  + 

i = l

+ Kq [ ( t l  ”  t 0 )pn<^ e x p ( 2 n N ( t i  "  * 0 ^  +
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+ ^ > 2  -  t Q ) [2pnQi Ki e x p ( n N ( t 1 + v i ( t 1 ) -  r i ( t Q ) -  t Q ) )  +

i = l

+ pnQ2K2 e x p ( 2 n N ( t 1 -  r i ( t 0 ) ) ) | | e x p ( n N ( t 1 - t Q ) )  ( 3 . 4 . 5 )

g d z i e  Ki ?  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M  o r a z  K s ę  dane o d p o w i e d n i o  wzorami  ( 3 . 3 . 1 8 )  

o r a z  ( 3 . 3 . 1 9 ) ,  n a t o m ia s t  s t a ł a  w y ra ż a  s i ę  n a s t ę p u j ę c ę  z a l e ż n o ś c i ą :

K-  = sup ILw” 1 ( t 0 , t 1 ! y  i\ [ k  e x p ( n N ( t  -  t ) ) + K  +

i=m

+ X ] p( i i Kz ( t o  "  v i ( t 0 ) 5 e X p ( n N ( r i ( t 0 ) "  ' O 55]  ( 3 . 4 . 6 )
i = l

Z a l e ż n o ś c i  ( 3 . 4 . 5 )  o r a z  ( 3 . 4 . 6 )  s ę  k ons ekw en c j ę  wzorów ( 3 . 3 . 1 7 )  o r a z

( 3 . 3 . 2 0 ) ,  a t a k ż e  f a k t u ,  ż e  z g o d n i e  z  d e f i n i c j ę  3 . 2 . 1  x ( t Q ) 6 D  o r a z  x x e O, 

c z y l i  | x ( t 0 ) | < K D,

TWIERDZENIE 3 . 4 . 1 .  J e ż e l i  d l a  u s t a l o n y c h  t Q o r a z  t s p e ł n i o n e  sę za

ł o ż e n i a  d o t y c z ę c e  uk ładu dynamic zne go  ( 3 . 2 . 1 )  o r a z  z a ch o d zę  n i e r ó w n o ś c i

( 3 . 4 . 1 ) ,  ( 3 . 4 . 2 )  o r a z  ( 3 . 4 . 5 ) ,  a pona d to  i s t n i e j e  s t a ł a  d o d a t n i a  c taka,  

ż e  z a c h o d z i  n i e r ów n oś ć

i n f  d e t  W ( t n , t  ; y )  >  c ( 3 . 4 . 7 )
y  6 E u 1

wówczas  uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e ,  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D, 

s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  J j t ^ J  .

D o w ó d .  Dowód t w i e r d z e n i a  3 . 4 . 1  p r z e b i e g a  a n a l o g i c z n i e  j a k  dowód 

t w i e r d z e n i a  3 . 3 . 1 ,  z  t ę  t y l k o  r ó ż n i c ę ,  ż e  z a m ia s t  p r z e s t r z e n i  CnLt 0 ' t l ]  

r o z p a t r u j e  s i ę  j e j  p o d z b i ó r  E.  W z w i ę z ku  z  tym,  p o w t a r z a j ę c  dowód t w i e r 

d z e n i a  3 . 3 . 1  z  z amianę  p r z e s t r z e n i  na •i0-' P ° d z b i ó r  E,  o t r z ymu 

j e  s i ę  t e z ę  t w i e r d z e n i a  3 . 4 . 1 .

Wniosek  3 . 4 . 1 .  J e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  3 . 4 . 1  s ę  s p e ł n i o n e  d l a ' p e w 

nego t ^  > t Q p r z y  us ta l onym t Q , wówczas  uk ład  dynamic zny  ( 3 . 2 . 1 )  j e s t  

w z g l ę d n i e ,  l o k a l n i e  w o b s z a r z e  D, s t e r o w a l n y  w c h w i l i  t Q.

D o w ó d .  Wniosek  3 . 4 . 1  wyn ika  b e z p o ś r e d n i o  z  t w i e r d z e n i a  3 . 4 . 1  o r a z  

z  d e f i n i c j i  3 . 2 . 2 ,

Wniosek  3 . 4 . 2 . J e ż e l i  s p e ł n i o n e  s ę  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  3 . 4 . 1 , wówczas 

uk ład  dynamic zny  ( 3 . 3 . 2 3 )  J e s t  w z g l ę d n i e ,  l o k a l n i e  s t e r o w a l n y  w o b s z a r z e  

D w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  , d l a  d o s t a t e c z n i e  małych w a r t o ś c i  £ .

i=m
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O o w ó d .  Wniosek  3 . 4 . 2  wyn ik a  z  t w i e r d z e n i a  3 . 4 . 1  o r a z  z  wn i osku

3 . 3 . 2 .

Uwaga 3 . 4 . 1 . Obsza r  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  OC Rn w p r zypadku  układów 

dynamicznych b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u  z a l e ż a ł  j e d y n i e  od d ł u g o ś c i  p r z e 

d z i a ł u  o r a z  od s t a ł y c h  K , , N,  M. W p r zypadku  w z g l ę d n e j  l o k a l n e j  s t e r o w a ł -
n

n o ś c i  uk ładów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  j e j  o b s z a r  OC R 

j e s t  z a l e ż n y  doda tkowo  j e s z c z e  od p r z e b i e g u  f u n k c j i  r ^ t )  ( s t a ł a  Ki # i  =

= 0 , 1 , 2 , . . . , M ) ,  a t a k ż e  od p r z e b i e g u  s t e r o w a n i a  ut ( t ) ,  t 6 [ v M( t Q ) , t 0]

( s t a ł a  Tym n i e m n i e j ,  po n i e wa ż  w r ównaniu ( 3 . 2 . 1 )  n i e  w y s t ę p u j e  funk 

c j a  f ( t , x )  ( K f  = 0 ) ,  z a ws ze  można,  na d r o d z e  o d p o w i e d n i e g o  z m n i e j s z e n i a  

s t a ł y c h  KD o r a z  K^,  z a p e w n i ć  s p e ł n i e n i e  n i e r ó w n o ś c i  ( 3 . 4 . 5 ) .  Wynika t o  

b e z p o ś r e d n i o  z  p o s t a c i  n i e r ó w n o ś c i  ( 3 . 4 . 5 )  o r a z  z e  wzo ru ( 3 . 4 . 6 ) .

Uwagą 3 . 4 . 2 . F a k t .  ż e  o b s z a r  D C R n w z g l ę d n e j ,  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  

j e s t  z a l e ż n y  od s t a ł e j  Kz , p o z w a la  na j e g o  p o w i ę k s z e n i e  p o p r z e z  z m n i e j 

s z e n i e  z b i o r u  s t e r o w a ń  wch odzących  w s k ł a d  poc zą tk o wy c h  s t anów zu p e ł n y c h  

układu d yn am ic zne go .

Uwagą 3 . 4 . 3 . R e z u l t a t y  n i n i e j s z e g o  p o d r o z d z i a ł u  nożna r o z s z e r z y ć  na 

p r z y pa de k  w y s t ęp o w an ia  w r ównaniu ( 3 . 2 . 1 )  f u n k c j i  f ( t , x ) ,  co  j edn ak  p r o 

w a dz i  do zn ac zny ch  k o m p l i k a c j i  n a t u r y  o b l i c z e n i o w e j .

3 . 5 . Uwagi  o a b s o l u t n e i f g l o b a l n e j  o r a z  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  [358]

IV l i t e r a t u r z e  d o t y c z ą c e j  s t e r o w a l n o ś c i  n i e l i n i o w y c h  układów dynam ic z 

nych z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  brak d o t y c h c z a s  opracowań t r a k t u j ą c y c h  o 

a b s o l u t n e j  g l o b a l n e j  o r a z  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  t y c h  układów d yna mi c z 

nych.  Wydaj e s i ę ,  ż e  n a j o d p o w i e d n i e j s z ą  d ro g?  p rowadzącą  do r o z w i ą z a n i a  

t y ch  z a g a d n i e ń  j e s t  w y k o r z y s t a n i e  r e z u l t a t ó w  p r z e d s t a w i o n y c h  w p o d r o z d z i a 

ł a ch  1 . 4 ,  3 . 3  o r a z  3 . 4 ,  a w i ę c  o p a r c i e  s i ę  na t w i e r d z e n i u  Schaudera  o 

p unk c i e  s t a ł y m  odwzo rowań n i e l i n i o w y c h .  Z a s t o s o w a n i e  t w i e r d z e n i a  1 . 4 . 1 .  

w p o ł ą c z e n i u  z  t w i e r d z e n i a m i  3 . 3 . 1  o r a z  3 . 4 . 1  u m o ż l i w i  o t r z y m a n i e  warun

ków w y s t a r c z a j ą c y c h  a b s o l u t n e j  g l o b a l n e j  l ub  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  oma

w ia nych  układów dy namic znych .
M o ż l iw e  j e s t  r ó w n i e ż  b e z p o ś r e d n i e  z a s t o s o w a n i e  t w i e r d z e n i a  Schaudera  o 

p unk c i e  s t a ł y m  w podobny spos ób  j ak  w p r a c y  [5 l] . P o c i ą g a  t o  j ednak  za  s o 

bą k o n i e c z n o ś ć  s t o s o w a n i a  p r z e s t r z e n i  Banacha t ypu  Lq [ t o ' t l ]  ' c0 

s i ę  z  n i e c i ą g ł o ś c i ą  s t e r o w a n i a  u ( t ) ,  . t e f t p . t j . K r y t e r i a  z w a r t o ś c i  

z b i o r ó w  w t a k i c h  p r z e s t r z e n i a c h  są z n a c z n i e  b a r d z i e j  skomp l i kowane  n i ż  w 

p r zypadku  p r z e s t r z e n i  f u n k c j i  c i ą g ł y c h  ( g d z i e  można s t o s o w a ć  t w i e r d z e n i e  

A r z e l a - A s c o l i ) i  wymaga j ą u ż y c i a  r o zbudowanego  ap a r a t u  a n a l i z y  f u n k c j o n a l 

n e j .
Pewne n a d z i e j e  na u p r o s z c z e n i e  k r y t e r i ó w  b ad an ia  a b s o l u t n e j  g l o b a l n e j  

o r a z  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  można w i ą z a ć  z  p o j ę c i e m  r e l a t y w n e j  m ia r y  n i e -

ftp://ftp.tj
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z w a r t o ś c i  z b i o r ó w  w p r z e s t r z e n i a c h  Banacha.  Z a s t o s o w a n i e  r e l a t y w n e j  m ia r y  

n i e z a w a r t o ś c i  n i e  wymaga bad an ia  z w a r t o ś c i  z b i o r u  p r z e c i w d z i e d z i n y  o p e r a 

t o r a  n i e l i n i o w e g o ,  a tym samym u p r a s z c z a  n i e c o  p r o c e d u r ę  badan ia  s t e r o w a l -  

n o ś c i .  Tym n i e m n i e j  m ia ra  n i e z w a r t o ś c i  ma t a k ż e  s w o j e  mankamenty.z k t ó r y c h  

n a j w a ż n i e j s z y m  j e s t  brak  o g ó l n y c h  metod j e j  s t o s o w a n i a  w k on kr e t nyc h  p r z e 
s t r z e n i a c h .

D e f i n i c j a  3 . 2 . 3  o r a z  3 . 2 . 4  w c z ę ś c i  o d n o s z ą c e j  s i ę  do l o k a l n e j  s t a r o — 

w a l n o ś c i  w o b s z a r z e  O C R 0 mogę być  r ó w n i e ż  s f o rm u ło wa ne  w t a k i  s p o s ób ,  

aby  u w z g l ę d n i a ł y  l o k a l n y  c h a r a k t e r  s t anu  z u p e ł n e g o ,  t z n .  z  C D x D  g d z i e

DuC P C p [ V t J -  tQ
N a l e ż y  z a z n a c z y ć ,  ż e  p r z y  s t o s o w a n i u  t w i e r d z e ń  o punktach s t a ł y c h  od

wzorowań  n i e l i n i o w y c h  n i e  o t r z y m u j e  s i ę  r o z w i ą z a n i a  z a g a d n i e n i a  s t e r o w a 

n i a  z  m in ima lny  e n e r g i ę .  Co w i ę c e j ,  n i e  u z y s k u j e  s i ę  r ó w n i e ż  j e d n o z n a c z n o 

ś c i  s t e r o w a n i a ,  co  j e s t  wy n ik i e m  n i e j e d n o z n a c z n o ś c i  punktu s t a ł e g o  w tw i e r 

d z e n iu  Sch au de r a .  W c e l u  u z y s k a n i a  j e d n o z n a c z n o ś c i  n a l e ż a ł o b y  s t o so w ać  

t w i e r d z e n i e  Banacha o odwzo ro wa n iac h  z w ę ż a j ą c y c h ,  co  z  k o l e i  p r o w a d z i ł o b y  

do z n a c z n i e  s i l n i e j s z y c h  z a ł o ż e ń  o d n o ś n i e  do samego układu dy namic znego .

P o d o b n i e  j a k  d l a  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i , t a k ż e  d l a  a b s o l u t n e j  3 t e r o -  

w a l n o ś c i  i s t n i e j e  m o ż l i w o ś ć  u w z g l ę d n i e n i a  r o z ł o ż o n y c h  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a 

n i u ,  j a k  r ó w n i e ż  f u n k c j i  f ( t , x ) .



R O Z D Z I A Ł  4

STEROWALNOŚĆ LINIOWYCH, CIĄGŁYCH, NIESKOŃCZENIE WYMIAROWYCH 

UKŁADÓW DYNAMICZNYCH Z OPÓŹNIENIAMI W STEROWANIU

4 . 1 .  Wprowadzen i e  o r a z  o z n a c z e n i a

W c i ą g u  o s t a t n i c h  k i l k u  l a t  w l i t e r a t u r z e  ś w i a t o w e j  u k a z a ł o  s i ę  w i e l e  

p o z y c j i  d o t y c z ą c y c h  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  l i n i o w y c h ,  c i ą g ł y c h  u-  

k ł adów dy nam ic zny ch ,  o k r e ś l o n y c h  w p r z e s t r z e n i a c h  n i e s k o ń c z e n i e  wy m ia ro 

wych,  g ł ó w n i e  w p r z e s t r z e n i a c h  Banacha o r a z  H i l b e r t a  [lo ] , [l6 ] , [ l7 ] , [3 l ] ,  

[ 8 1 ] .  [8 2 ].  [9 l] , [ 9 3 ] ,  [ 9 9 ] .  [1 0 4 ]. [ l 0 7 ] ,  [1 3 5 ], [136] . [137] , [193 ]. [196], 

[233] , [2 5 7 ] , [326] , [328] , [330] , [33l| . Brak n a t o m i a s t  opracowań d o t y 

c zą c yc h  k r y t e r i ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  w y ż e j  w y m ie n i o n e j  k l a s y  układów dyn a 

m ic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .  P ra gn ą c  w y p e ł n i ć  t ę  l u k ę ,  w n i n i e j 

szym r o z d z i a l e  s f o rmu łow ano  s z e r e g  k r y t e r i ó w  d l a  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o 

w a l n o ś c i  t y c h  uk ładów .

Z f a k t u ,  ż e  w u k ł a d z i e  dynamicznym w y s t ę p u j ą  o p ó ź n i e n i a  w s t e r o w a n i u ,  

wyn ika  p o t r z e b a  r o z p a t r y w a n i a  s t e r o w a l n o ś c i  w z g l ę d n e j  i  a b s o l u t n e j ,  n a t o 

m ia s t  n i e s k o ń c z o n y  wymia r  p r z e s t r z e n i ,  w k t ó r e j  dany uk ład  dynamic zny  j e s t  

o k r e ś l o n y ,  i m p l i k u j e  k o n i e c z n o ś ć  r o z r ó ż n i e n i a  pom ięd zy  dok ła dną  a a p r o k s y 

macy jną  s t e r o w a l n o ś c i ą .  S tąd  d l a  układów dynamic znych  n i e s k o ń c z e n i e  wymia

rowych z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  r o d z a j e  s t e 

r o w a l n o ś c i :  w z g l ę d n ą  ap rok sy m ac y j n ą  s t e r o w a l n o ś ć , w z g l ę d n ą  dok ład ną  s t e r o -  

w a l n o ś ć ,  a b s o l u t n ą  ap ro k sy m ac y j n ą  s t e r o w a l n o ś ć ,  a b s o l u t n ą  dok ł ad ną  s t e r o 

w a l n o ś ć .  R o z p a t r u j e  s i ę  uk ła d y  dynamic zne  z  w i e l o k r o t n y m i . z m i e n n y m i  w c z a 

s i e  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,  o k r e ś l o n e  w p r z e s t r z e n i a c h  Banacha l ub  H i l 

b e r t a ,  p r z y  czym p r z y k ł a d a m i  t y c h  o s t a t n i c h  są uk ła d y  dynamic zne  o p i s a n e  

r ównaniami  r ó ż n i c z k o w y m i  c zą s tk o w ym i  ( t y p u  p a r a b o l i c z n e g o  z  m i e s zanymi  wa

runkami  b r z e g o w y m i ) .
R e z u l t a t y  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u  są u o g ó l n i e n i a m i ^ n a  p r z y p ad ek  w y s t ę p o 

wan ia  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u , w y n i k ó w  uzyskanych w p r aca ch  [9 l] , [95]  , [3 2 б ],

[330]  d l a  układów dynamic znych  b e z  o p ó ź n i e ń .  Uzyskane  w n i n i e j s z y m  r o z 

d z i a l e  k r y t e r i a  s t e r o w a l n o ś c i  będą z a s t o s o w a n e  do b ad an ia  s t e r o w a l n o ś c i  u- 

k ł adów  dynamic znych  o p i s a n y c h  równaniami  r ó ż n i c z k o w y m i  c z ąs t ko wy m i  typu pa

r a b o l i c z n e g o  z  m i e s za nym i  warunkami  b r z eg owy m i  o r a z  s t e r o w a n i a m i  r o z ł o ż o 

nymi i  b r z e go wym i  ( r o z d z i a ł  5 ) .
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T e r m i n o l o g i a  u ż y t a  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  j e s t  z godna z  t e r m i n o l o g i ę  

s t o sowaną  w p rac ach  [9 l] , [95]  , [326] , [330] .

N i e ch  X o r a z  U będą p r z e s t r z e n i a m i  Banacha.  P r z e s t r z e ń  Banacha 

w s z y s t k i c h  o g r a n i c z o n y c h  o p e r a t o r ó w  z  p r z e s t r z e n i  U do p r z e s t r z e n i  X o -  

zn ac za  s i ę  symbolem X ( U , X ) ,  w s z c z e g ó l n o ś c i ,  d l a  s k r ó c e n i a  z a p i s u ,  s t o s u 

j e  s i ę  o z n a c z e n i e  £ ( X , X )  = £ ( X ) .  J e ż e l i  P j e s t  o p e r a t o r e m , t o  D ( P ) , R ( P ) ,  

N ( P )  o z n a c z a j ą  o d p o w i e d n i o :  d z i e d z i n ę ,  p r z e c i w d z i e d z i n ę  ( z b i ó r  w a r t o ś c i ) ,  

o r a z  j ą d r o  ( p o d p r z e s t r z e ń  z e r o w ą )  o p e r a t o r a  P .  Symbol  X* o zn ac za  p r z e 

s t r z e ń  dua lną  do p r z e s t r z e n i  X,  n a t o m i a s t  x *  6 X *  -  c i ą g ł y  funkc jona ł  l i 

n i owy  o k r e ś l o n y  na p r z e s t r z e n i  X,  p r z y  czym d l a  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  z a 

c h o d z i  r ówność X *  = X.  O p e r a t o r  s p r z ę ż o n y  do o p e r a t o r a  P 6 2? (U,X )  j e s t  

o zn a c zo n y  symbolem P * 6  3 f ( X * ,  U * ) .  O p e r a t o r  i d e n t y c z n o ś c i o w y  w p r z e s t r z e 

n i  X ( X )  j e s t  o zn ac zo n y  symbolem I ,  n a t o m i a s t  | • |x  o zn ac za  normę,  a 

Ox -  e l em en t  z e r o w y  w p r z e s t r z e n i  X. P o n a d t o ,  j e ż e l i  X j e s t  p r z e s t r z e 

n i ą  H i l b e r t a ,  t o  wówczas  o zn a c za  i l o c z y n  s k a l a r n y  w t e j  p r z e 

s t r z e n i .

Do mkn i ę c i e  d ow o l neg o  z b i o r u  EC X j e s t  o zn a c zo n e  E,  wy j ą tk o wo  p r z e z  

c l ( E ) .  J e ż e l i  En , n = 0 , 1 , 2 , . . .  są  p o d p r z e s t r ż e n i a m i  p r z e s t r z e n i  X,  t o  

s ymb o l e  sp-|En , n >  oj -  l u b  sp "^En , n = 0 , 1 , 2 , . . A  o z n a c z a j ą  l i n i o w ą  

o t o c z k ę  t y c h  p o d p r z e s t r z e n i  [326] , [337 , s t r .  37] . P r z y  dowodzen iu  w i ę k 

s z o ś c i  t w i e r d z e ń  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u  w y k o r z y s t u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c y , znany  

[326] , [33(5] , wn i o s ek  z  t w i e r d z e n i a  Banacha -Hahna: “ J e ż e l i  E j e s t  dowo lną

p o d p r z e s t r z e n i ą  l i n i o w ą  p r z e s t r z e n i  unormowanej  X,  t o  E »  X w t ed y  i  t y l 

ko w t e d y ,  gdy  j edynym l i n i o w y m  c i ą g ł y m  fu n k c j o n a ł em  z e ru j ą c y m  s i ę  na pod 

p r z e s t r z e n i  E j e s t  f u n k c j o n a ł  z e r o w y " .

Obec n i e  p r z y t o c z y m y  s z e r e g  z a ł o ż e ń  i  w ł a s n o ś c i  d o t y c z ą c y c h  o p e r a t o r a  A, 

k t ó r e  będą wy ko r z ys t y wa n e  w n as t ęp n yc h  p o d r o z d z i a ł a c h .

N i e ch  A : X D D ( A ) - » R ( A ) C X  b ę d z i e  l i n i o w y m ,  domkni ę tym,  n i e o g r a n i 

czonym o pe ra t o r e m  o g ę s t e j  d z i e d z i n i e ,  t z n .  D ( A )  = X* s p e ł n i a j ą c y m  j e d n o  

z  n a s t ę p u j ą c y c h  z a ł o ż e ń :

H 1 . A J e s t  i n f i n i t e z y m a l n y m  ge n e r a t o r e m  s i l n i e  c i ą g ł e j  p ó ł g r u p y  lu b  

g ru py  ( k l a s y  CQ ) l i n i o w y c h ,  o g r a n i c z o n y c h  o p e r a t o r ó w  S ( t ) j

H 2 . S p e ł n i o n e  j e s t  z a ł o ż e n i e  H 1  o r a z  R ( S ( t ) ) C D ( A ) C X  d l a  ka żdego  

t  > O;

H 3 . O p e r a t o r  A g e n e r u j e  a n a l i t y c z n ą  p ó ł g r u p ę  S ( t ) ,  t  >  O,  t z n .  

? a ( A )  = X,  g d z i e  £ a ( A )  o zn a c za  z b i ó r  wek to ró w  a n a l i t y c z n y c h  

d l a  p ó ł g r u p y  ( g r u p y )  S ( t )  [330]  .

Pom iędzy  powyżs zymi  z a ł o ż e n i a m i  za ch o d zą  n a s t ę p u j ą c e  i m p l i k a c j e :  naao

H 3 fc=> H 2 u— >  H 1.  Z a l e ż n o ś c i  p omiędzy  p o d p r z e s t r ż e n i a m i  D^  ( A )  =
n --------- n= l

D (AM) ,  ( D J [ A )  = X )  o r a z  £ a ( A ) ,  a t a k ż e  z w i ą z k i  t y ch  p o d p r z e s t c z e n i  z

r ó ż n i c z k o w a l n o ś c i ą  p ó ł g r u p y  S ( t )  są d o k ł a d n i e  w y j a ś n i o n e  w p r a c y  [330]  .
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W pr zypadku gdy  X j e s t  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a ,  p r z y t o c z y m y  j e s z c z e  dwa 

dodatkowe  z a ł o ż e n i a ,  do k t ó r y c h  będ z i e my  s i ł  odwoł ywać  w nas t ępnych  pod 

r o z d z i a ł a c h .

H 4 .  O p e r a t o r  A  j e s t  o p e r a t o r e m  nornalnym o z w a r t e j  r e z o l w e n c i e  

R U . A ) ,  g d z i e  X  fc f ( A ) ,  f  ( A )  z b i ó r  r e z o l w e n t y ;

H 5 . O p e r a t o r  A j e s t  s am o e p r z ę ż o n y .

Wiadomo [33Ó] , ż e  d l a  o p e r a t o r a  A ,  s p e ł n i a j ą c e g o  z a ł o ż e n i e  H 4 ,  j e g o  

widmo <?(A)  j e s t  widaem punktowym i  s k ł a d a  s i ę  c a ł k o w i c i e  z  i z o l o w a n y c h  

w a r t o ś c i  w ł as n yc h  o p e r a t o r a  A ,  , k = 1 , 2 , 3 , . . . ,  z  k t ó r y c h  każda ma

s koń czoną  k r o t n o ś ć  l k . k = 1 , 2 , 3 .......... równą w y m ia ro w oś c i  o dpo w i e dn i e j  pod -

p r z e s t r z e n i  w ł a s n e j .  P o n a d t o ,  i s t n i e j e  w tym p r zypadku  z u p e ł n y . o r t o n o r m a l -  

ny z b i ó r  we k t o ró w  w ł as n yc h  x |<q* k = 1 . 2 , 3 , i . . ,  q = 1 , 2 , . . . , 1 ^ ,  odpow iada 

j ą c y c h  w a r t o ś c i o m  własnym k »  1 , 2 , 3 , . . .  [33cj •

4 . 2 .  Op is  układu dynamic zne go  i  podstawowe  d e f i n i c j e  i?86] , [l 93]

N i e ch  b ę d z i e  dany l i n i o w y ,  a b s t r a k c y j n y  uk ład  dynam ic z ny ,  z  w i e l o k r o t 

nymi ,  zmi ennymi  w c z a s i e  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,  o p i s a n y  nas t ępu jącym 

równaniem ró ż n i c zkowym :

i=M

S ( t )  = A x ( t )  + 'y  Bi u ( v i ( t  ) )  t 6  [ t  0 . t  J  ( 4 . 2 . 1 )

i = 0

g d z i e :

x ( t  ) 6 X -  p r z e s t r z e ń  Banacha;

x ( t )  j e s t  s i l n ą  pochodną (w s e n s i e  normy w p r z e s t r z e n i  X ) ;

f u n k c j e  v  ( t ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . , M  s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  p o c z y n i o n e  w r o z 

d z i a l e  2 ;

u G L 1 ( [ v M( t 0 ) , t 1] ,  U ) ,  U -  p r z e s t r z e ń  Banacha;

B. 6 «C(U,X )  d l a  i  = 0 , 1 . 2 , . . .  ,M

o p e r a t o r  A s p e ł n i a  h i p o t e z ę  H 1.

Wiadomo [lO ] , [ l6 ]  , [ l7 ]  . [3 l ]  , [ ? l ]  , [93] . [l3 5 ] . [l36 ] . [l37 ] , [l93 ] .

[257] , ]330] , ż e  p r z y  zadanym poc zą tkowym s t a n i e  zupe łnym z ( ^= -^x( t0 ) > ut 0J>

g d z i e  x ( t 0 ) & X .  ut = u ( s )  6 ^  ( [ v M( t Q ) ,  t j  , U ) ,  i s t n i e j e  j e d n o z n a c z n e  

t z w .  s ł a b e  r o z w i ą z a n i e  r ówna n ia  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 4 . 2 . 1 ) ,  dane nas t ę pu ją cy m 

wzorem całkowym:
t i=M

x ( t  ) = S ( t  -  t 0 ) x ( t Q ) + j  S ( t  -  s )  ^ B . u ( v i ( s ) ) d s  ( 4 . 2 . 2 )
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Ca łka  we w z o r z e  ( 4 . 2 . 2 )  j e s t  ro zumiana w s e n s i e  Bochne ra  [lO ] i  j e s t  d e 

b r z e  o k r e ś l o n a  d l a  u 6 ( [ y M( t Q ) ,  t J  , U ) .

O próc z  uk ładu dynamic zne go  p o s t a c i  ( 4 . 2 . 1 )  b ędę r o z p a t r y w a n e  t a k ż e  

s z c z e g ó l n e  p r z y p a d k i  t e g o  uk ł adu ,  a m i a n o w i c i e :  s t e r o w a ń  s k o ń c z e n i e  wymia

r owych o r a z  s t a ł y c h  o p ó ź n i e ń .

rt p r z ypadku  s k o ń c z e n i e  wym ia r ow e j  p r z e s t r z e n i  s t e r o w a ń  U = Rp , o p e r a 

t o r y  B . 6  Ą u , x ) ,  i  -  0 , 1 , 2 , . . . . M  można p r z e d s t a w i ć  w n a s t ę p u j ą c e j  f o r 

mie

-  t * i l '  ̂ *i2 * * * * ' ^ i j  '  ̂ i p j  * ~ 0 , 1 , 2 , . . .  ,M, j  = 1 , 2 , . . .  , p ,  6 X

( 4 . 2 . 3 )

i  wówczas  uk ład  dynamic zny  ( 4 . 2 . 1 )  p r z y j m i e  p o s t a ć  n a s t ę p u j ą c ą :

i=M j = p

x ( t  ) = A x ( t  ) + 2 ^  y V j U > i ( t  ) )  t  6 [ t p . t j j  ( 4 . 2 . 4 )  

i = 0  j = l

W p r zypadku  s t a ł y c h  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u ,  t z n .  v i ( t )  = t -  h± , i  =

= 0 , 1 , 2 , . . . , M  o r a z  O = hQ <  h1 < . . . < h i  . . . < h M, uk ła d y  dynamic zne  (4.2.1)

o r a z  ( 4 . 2 , 4 )  będą uk ładami  dynamic znymi  s t a c j o n a r n y m i  ( t Q = O )  p o s t a c i  na

s t ę p u j ą c e j  :

t 6 [ O . t j  ( 4 . 2 . 5 )

o r a z

i =M j = p

X ( t  ) = A X ( t ) + t>i j  u j  ( t -  h i  ) t  6 [ o . t j  ( 4 . 2 . 6 )

i = 0  j = l

D l a  s k r ó c e n i a  z a p i s u  uk ła d y  dynamic zne  ( 4 . 2 . 1 ) ,  ( 4 . 2 . 4 ) ,  ( 4 . 2 . 5 )  o r a z

( 4 . 2 . 6 )  będą w d a l s z e j  c z ę ś c i  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u  o zn acz an e  o d p o w i e dn i o
M M M M

symbolami  ( g ó r n y  in d e k s  o z n a c z a  i l o ś ć  o p ó ź n i e ń  w s t e 

r o w a n iu ,  n a t o m ia s t  d o ln y  i n d e k s  o zn a c za  wymiarowość  p r z e s t r z e n i  s t e r o w a ń ,

l i t e r a  V o z n a c z a  uk ład  n i e s t a c j o n a r n y ,  l i t e r a  H uk ład  s t a c j o n a r n y ) .

P r z y k ł a d o w o ,  uk ł ad  dynamic zny  b e z  o p ó ź n i e ń  o z n a c z a  s i ę  symbolem SV^, lub

svS-
P on i e w a ż  p o d p r z e s t r ż e n i e  l i n i o w e  n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowych p r z e s t r z e n i  

t o p o l o g i c z n y c h  n i e  z a ws ze  są d o m k n i ę t e ,  w i ę c  i s t n i e j e  p o t r z e b a  wprowadze 

n i a  p o j ę c i a  a p r o k s y m a c y jn e j  o r a z  d o k ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  [lO ] , [ l6 ]  , [ l7 ]  , 

[31] . [są ] , [9 l ]  . [135] , [193]  , [233]  , [257]  , [326] , [330]  .

x ( t ) = A x ( t  ) + B . u ( t  - h i )
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D e f i n i c j a  4 . 2 . 1 . Uk ład  dynamic zny  ( 4 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem w z g l ę d n i e  

a p r o k s y m a c y j n i e  ( d o k ł a d n i e )  s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  • j e ż e l i  d l a

ka żd e go  p o c z ą tk o w e g o  s t an u  z u p e ł n e g o  z^ = - ^ x ( t g , ) ,  ut ka żd eg o  w e k to 

ra  X o r a z  k a ż d e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  £ > 0 , (  £ = 0 ) ,  i s t n i e j e  s t e r o 

w a n i e  u 6 [ t g . t j  , U )  t a k i e ,  ż e  o d p o w i a d a j ą c a  temu s t e r o w a n i u  t r a j e k 

t o r i a  x ( t , z t , u )  uk ładu dynamic zne go  ( 4 . 2 . 1 )  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y  warunek:

||x( t1 , z t , u )  -  x 1|] <  £ ( 4 . 2 . 7 )
0 X

D e f i n i c j a  4 . 2 . 2 .  Uk ład  dynamic zny  ( 4 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem a b s o l u t 

n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  ( d o k ł a d n i e )  s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  [ t g . t J / t g < vm (\)/*

j e ż e l i  d l a  ka żd e go  p o c z ą tk o w e g o  s t a n u  z u p e ł n e g o  z t 3 = { x ( t 0 ) .  ut J .  k a ż 

dego  końcowego  s t a n u  z u p e ł n e g o  z t  °  | x l ' ut |  o r a z  k a ż d e j  l i c z b y  r z e c z y 

w i s t e j  t  >  0 ( 6 = 0 )  i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 1 ^ ( [ t Q , t j  . U)  t a k i e ,  ż e  

u ( s )  = ut ( s )  d l a  s 6  oraz Odpowiadająca temu s t e r o w a n i u

t r a j e k t o r i a  uk ładu dy nam ic zne go  ( 4 . 2 . 1 ) ,  x ( t , z t , u )  s p e ł n i a  n a s t ę p u j ą c y  

warunek :

||x(t , z  , u )  -  x || <  £ ( 4 . 2 . 8 )
A Ł0 X

M o d y f i k a c j e  p ow yżs zy ch  d e f i n i c j i  d l a  p r z ypadku  uk ładów dynamicznych (4 .2 .4 ),

( 4 . 2 . 5 ) ,  ( 4 . 2 . 6 )  są  o c z y w i s t e  i  n i e  będą p r z y t a c z a n e .

4 . 3 .  Warunki  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  [186] , [l93 ]

P r z y  zadanym s t a n i e  poc zą tkowym zupe łnym z t “  - ^x( t Q ) po p r o 

s t y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a c h ,  na p o d s t a w i e  ( 4 , 2 . 2 )  u z y s k u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  

f o rm ę  r o z w i ą z a n i a  x ( t , z  , u ) :

X ( t . , z  , u )  «• x ( t , z  , 0 )  + x ( t , 0 , u )  ( 4 . 3 . 1 )
o o

g d z i e

i = m ( t  ) t 0

x ( t , z  . 0 )  = S ( t  -  t 0 ) x ( t 0 ) f  s ( t  r ^ s j B . r ^ s J u  ( s ) d s  +

0 i = 0  v ^ ( t 0 )
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i - M  v i ( t )

^ 8 ( t  -  r i ( s ) ) B i r i ( s ) u t ( s  ) d s  ( 4 . 3 . 2 )

i = n ( t  ) + l  v i ( t Q )

i = m ( t )  v i ( t >

x ( t . O . u  ) °  | f  S ( t  -  r t  ( s  ^ r ^ s  ) u ( s  )ds ( 4 . 3 . 3 )

i = 0  t „

m (t )
m, d l a  » 6  ( r B ( t 0 ) ,  r m+1( t 0 )J , m = 0 , 1 , 2  M - l

( 4 . 3 . 4 )
M, d l a  t  >  r M( t Q )

D la  uk ładu dy namic znego  ( 4 . 2 . 1 )  z b i ó r  o s i ą g a l n y  w c h w i l i  z  z e r o w e go  

p oc zą tk o w e go  s t a n u  z u p e ł n e g o  w c h w i l i  t Q j e s t  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

KCto ' t J  = { x(tl '0'u>6X ! u6Ll ( t̂0'tl]* U)]  "

J s  ^  ( t  )] ^ i ( t ) S ( t 1- r i ( t ) )B i u ( t ) d t  6 X  :u  « L ł ( [ t 0 . t j  . u ) l  =

t0 i - o  L0 1 J

^ G ( t ) u ( t ) d t  € X  : u 6 L 1 ( ( t 0 , t 1] , U )1

.*0  J ( 4 . 3 . 5 )

g d z i e  f u n k c j a  G s [ y M( t Q ) ,  t ^ —> d f ( U , X )  j e s t  o k r e ś l o n a  w spo sób  n as t ę pu 

j ą c y :

i=M

G ( t  ) = S I [v i ( t 0 ) , v 1 ( t 1 )] -  r ^ t j j e .
i = 0  1 u 1 1

TWIERDZENIE 4 . 3 . 1 .  N a s t ę p u j ą c e  warunk i  s ę  równoważne :

( i )  Uk ład  dynamic zny  j e s t  a p r o k s y m a c y jn i e  w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  w

p r z e d z i a l e  [ t Q . t J  .

( i i )  K r ,  = X  ( 4 . 3 . 6 )
L o i J

( i i i )  x * ( G ( t ) )  = O, d l a  t e  [ t g . t j  o r a z  w s z y s t k i c h  x * 6  X* | = >  x *  = 0X*

(4 .3 .7 )
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D o w ó d .  Równoważność ( i )  < = > ( i i )  w yn i ka  b e z p o ś r e d n i o  z  z a l e ż n o 

ś c i  ( 4 . 3 . 5 )  o r a z  z  d e f i n i c j i  4 . 2 . 1 .  Równoważność ( i i )  < = > ( i i i )  wynika 

z  wn i osku  z  t w i e r d z e n i a  Banacha-Hahna ( p o d r o z d z i a ł  4 . 1 ) ,  z a s t o s o w a n e g o  do

z b i o r u  o s i ą g a l n e g o  Kr , a t a k ż e  z  f o r m u ł y  ( 4 . 3 . 5 ) .  Równoważność
l l O* li

( i )  <  >  ( i i i  ) j e s t  o c z y w i s t a .

TWIERDZENIE 4 . 3 . 2 .  J e ż e l i  8 ^  Z ( U , ^ g ( A ) )  d l a  i  = 0 , 1 , 2 .......... « ( t ^  o r a z

f u n k c j e  v . ( t )  s ą  a n a l i t y c z n e  w p r z e d z i a l e  ( r i ( t Q ) , t 1 ) d l a  i = 0 , 1 , 2 , . . . ,  

m ^ ) ,  wówczas  uk ła d  dynamic zny  S V ^  j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e 

r o w a ln y  w p r z e d z i a l e  [ t j j . t J  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gd y  uk ł ad  dynamic zny  bez 

o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u  o p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j  :

X ( t )  = A  x ( t )  + B w ( t )  ( 4 . 3 . 8 )

» ( t ,  ) + l

g d z i e  B = * • • • *Bi *  • • • ' Bm( t x )] '  L l ^  [*0 **1 3  '  w “  u Jest

a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ r n ^t ) ( t Q ) . t j  .

D o w ó d .  P on i e w a ż  f u n k c j e  v i ( t )  są s i l n i e  r o s n ą c e  o r a z  a n a l i t y c z 

ne w p r z e d z i a ł a c h  [ r ^ t ^ . t j ,  w i ę c  r ± ( t )  > 0  o r a z  są a n a l i t y c z n e  w prze

d z i a ł a c h  ( t 0 , v i ( t ) ) ,  i  = 0 , l , . . . , m ( t 1 ) .  Za tem,  po n i e wa ż  Bj  ̂6 <af(U,?a ( A ) ) ,  

f u n k c j a  G ( t ) j e s t  kawa łkami  a n a l i t y c z n a  w p r z e d z i a l e  [ t Q . t J  o r a z  na mo

cy  z a l e ż n o ś c i  ( 4 . 3 . 5 )  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  i m p l i k a c j ę :

/ i = m ( t 1 ) \

x* (G(t  ) )  = x*( ~  r i ( t ) ) B i j  "  ° *
\ i= 0  /

d l a  t 6  [ t Q , t J  , x * 6 X *  l = >  x *  = 0X* .  k t ó r a  j e s t  równoważna nas t ę pu ją cy m 

i m p l i k a c j o m :

x * ( S ( t 1 -  r ^ t ) ^  > 0 ,  d l a  t e  [ t 0 . v i ( t 1 ) ]  , x *6  X * .

i  = 0 , 1 , 2 .......... m ^ )  l = >  x *  = 0X* .

Na p o d s t a w i e  a n a l i t y c z n o ś c i  f u n k c j i  “  r i ( * ^ Bi  = 0 , 1 , . . • , m ( t ^ )

powyżs za  i m p l i k a c j a  j e s t  równoważna n a s t ę p u j ą c e j  i m p l i k a c j i :

x * ( S ( t 1 -  t ) B ± ) -  O,  d l a  t 6 [ r i ( t 0 ) , t 1]  , x * 6 X * ,

i  = 0 , 1 . . . .  , m ( t 1 ) t = > x *  = Ox *  ( 4 . 3 . 9 )

P on i e w a ż  i m p l i k a c j a  ( 4 . 3 . 9 )  j e s t  warunkiem kon i e cznym i  w y s t a r c z a j ą c y m  

a p r o k s y m a c y jn a j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ r ^ t j ( t ^ ) . t j ]  uk ł adu d yn am ic z 

nego  ( 4 . 3 . 8 )  [9 l ]  . [95] . (33ÓJ , w i ę c  t e z a  t w i e r d z e n i a  4 . 3 . 2  z o s t a ł a  do

w i e d z i o n a .
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Uwaga 4 . 3 . 1 . D l a  s k r ó c e n i a  z a p i s u  w p o n i ż s z y c h  wn i oskach  i n d e k s y  n , i , j  

p r z y j m u j ?  n a s t ę p u j ą c e  w a r t o ś c i  n = 0 , 1 , 2 , . . . ,  i  = O , 1 , 2 , . . . , m ( t 1 ) ,  j  =

= 1 , 2 , 3 , . . . , p  i  w p r z ypadku  gdy  n i e  p r o w a d z i  t o  do n i e p o ro z u m i e ń  będę  o -  

p u s zc za n e .

Wniosek  4 . 3 . 1 . O e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  4 . 3 . 2  są  s p e ł n i o n e ,  t o  wa

runkiem w y s t a r c z a j ą c y m  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a 

l e  [ t j j . t J  uk ładu dy namic znego  S V ^  j e s t ,  ab y :

3P'^AnBW00 , n = 0 , 1 , 2 , . . . j -  = X ( 4 . 3 . 1 0 )

lu b  o g ó l n i e j

sp^AnS ( t  )BWw  , n , =  0 , 1 , 2 , . . . |  = X 

d l a  d ow o l neg o  t  z  p r z e d z i a ł u  [ r m( t  j f t g J . t J  ( 4 . 3 . 1 1 )

g d z i e  W^ = Bw 6 O ^ A ) J

W p r zypadku gdy  o p e r a t o r  A s p e ł n i a  r ó w n i e ż  z a ł o ż e n i e  H 2 ,  warunek

( 4 . 3 . 1 1 )  może być  o s ł a b i o n y  p r z e z  z a s t ą p i e n i e  p o d p r z e s t r z e n i  BW,*, p o d p r z e -  

s t r z e n i ę  BW. O e ż e l i  p o d p r z e s t r z e ń  B W ^ j e s t  g ę s t a  w p o d p r z e s t r z e n i  BW 

(0Woo= BW) ,  t o  warunki em kon i e cznym wzcfLędnej  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o 

ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t g « * ! ]  uk ł adu dynamic zne go  SV^, j e s t ,  aby

sp^AnS (  t )BW<X , n = 0 , l , 2 , . . . j -  = X d l a  dow o lne go  t  >  O. ( 4 . 3 . 1 2 )

O e ż e l i  doda tkowo  s p e ł n i o n e  j e s t  r ó w n i e ż  z a ł o ż e n i e  H3, wówczas  w r e l a c j i

( 4 . 3 . 1 2 )  p o d p r z e s t r z e ń  BWoo może być  z a s t ą p i o n a  p r z e z  p o d p r z e s t r z e ń  BW.

W p r zypadku  gdy S ( t )  j e s t  g r u p ę ,  wówczas  warunek ( 4 . 3 . 1 2 )  u p r a s z c z a

s i ę  do p o s t a c i

S ^ j A nBW, n = 0 , 1 , 2 , . . . |  = X.  ( 4 . 3 . 1 3 )

Wniosek  4 . 3 . 2 . O e ż e l i  p r z e s t r z e ń  X j e s t  p r z e s t r z e n i ą  o środkową o r a z

z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  4 . 3 . 2  są  s p e ł n i o n e ,  t o  warunki em w y s t a r c z a j ą c y m

w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  r t ^ . t . l  uk ł adów dyna-  
M M L l j

mi c znych  SV lub  SH j e s t ,  aby z a c h o d z i ł a  r e l a c j a

5p| a  i n = 0 , 1 , 2 , . . . ,  i  = 0 , 1 , 2 , .  . . , m( t ^  ) ,  j  = 1 ,2  ,3 , • . . = X

d l a  b . . €  D J A )  ( 4 . 3 . 1 4 )

lu b  o g ó l n i e j :

sp|AnS ( t  ) b i J t  n = 0 , 1 , 2 , . . . ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . .  j  = 1 , 2 , 3  , . . .  ,p j- = X

d l a  bi j  6 d<*£a )  o r a z  d ow o l neg o  t z  p r z e d z i a ł u  [ r B j t  ) ( t Q ) t t J  .  ( 4 . 3 . 1 5 )
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W pr zypadku  gdy  o p e r a t o r  A s p e ł n i a  z a ł o ż e n i e  H 2 ,  wówczas  w warunku

( 4 . 3 . 1 5 )  b.  . 6 X.  Warunek k o n i e c z n y  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o -
M M

ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t ę j . t J  uk ładów  dynamic znych  SVp lu b  SH^ j e s t  p o s t a c i  

nas t  ę p u j ę c e j :

s p*^A S f t j b ^ ^ .  n *  0 , 1 , 2 , . . . «  i  = 0 , 1 , 2 , . . .  , m ( t  ̂  ) ,  j  — 1 , 2 , 3 , . . . ,  Pj- — X

d l a  b . .6 D Y A )  o r a z  do w o ln e go  t  z  p r z e d z i a ł u  ( 0 , o o ) .  ( 4 . 3 . 1 6 )  
i j  00

O e ż e l i  dodatkowo  s p e ł n i o n a  j e s t  r ó w n i e ż  z a ł o ż e n i e  h 3 ,  wówczas  w r e l a 

c j i  ( 4 . 3 . 1 6 )  bi . 6 X .  W p r zypadku  gdy S ( t )  j e s t  g r u p ę ,  warunek ( 4 . 3 . 1 6 )  

p r z y j m u j e  p o s t a ć  n a s t ę p u j ę c ę :

s p*|a  b ^ j ,  n = 0 , 1 , 2 , . . . ,  i  a 0 , 1 , 2 , . . .  ,m( t ^  ) ,  j  = 1 , 2 , 3 , . . . ,  p ^  -  X

( 4 . 3 . 1 7 )

Uwagą 4 . 3 . 2 . Dowody wniosków  4 . 3 . 1  o r a z  4 . 3 . 2  w y n i k a j ę  b e z p o ś r e d n i o  z 

dowodu t w i e r d z e n i a  4 . 3 . 2  o r a z  w ł a s n o ś c i  p ó ł g r u p y  S ( t )  [33t5] , w z w i ę z k u  z 

czym n i e  będę  p r z y t a c z a n e .

Uwagą 4 . 3 . 3 . P o n i e w a ż  l i c z b a  m ( t Ł ) z a l e ż y  od c za su  t 1# w i ę c  d ł u g o ś ć  

p r z e d z i a ł u  [ t 0 , t  J  ma i s t o t n y  wp ływ na w z g l ę d n ę  ap r o k sy m ac y j n ę  s t e r o w a l -  

ność  uk ładu  dy na m ic zn e go .

Wniosek  4 . 3 . 3 .  O e ż e l i  X = Rn o r a z  U = Rp , a pona d to  z a ł o ż e n i a  o ana

l i t y c z n o ś c i  f u n k c j i  y ^ t ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . . ,M s ę  s p e ł n i o n e ,  t o  uk ła d y  dyna

m ic zne  SVp o r a z  SHp s ę  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n e  w p r z e d z i a l e  

[ t 0 . t i ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  z a c h o d z i  r ó wno ść :

r z ę d

LB0 *B1  B. ( t 1 ) - AB0 *AB1 .........^ ( t , ) ......... A " - 1B0 ,An- 1B1  A ^ B ^ J - n

( 4 . 3 . 1 8 )

M
Uwagą 4 . 3 . 4 . W p r zypadku  uk ładu d yn am ic zn eg o  SHp z a ch o d zę  » n a s t ę p u j ę -  

c e  z a l e ż n o ś c i :

r Ł ( t )  = t + h i  d l a  i  = 0 , 1 , 2 , . . . . M

Uwaga 4 . 3 . 5 .  Wniosek  4 . 3 . 3  k o r e s p o n d u j e  z  r e z u l t a t a m i  za wa r t ym i  w p r a 

cy  [2 6 1 , Tw. 1 o r a z  Tw.  2 ] .  Podobny p rob l em d l a  n i e s t a c j o n a r n y c h  s k o ń c z e 

n i e  wymiarowych uk ładów dynamic znych  b y ł  r o zw aż an y  w p rac ach  [l7 Ś ] , [177] ,

[180] .



4 . 4 .  Warunki  a b s o l u t n e j  aproksyroacy  i na 1 s t e r o w a l n o ś c i  [l86| . [ l® 3]

P r z y  f o rmu ł owa n iu  warunków a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w 

p r z e d z i a l e  [ t g . t j ,  na mocy d e f i n i c j i  4 . 2 . 2 ,  z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  t Q <  ^ ( t j ) .  

Z a ł o ż e n i e  t o  o b o w i ą z u j e  w cał ym p o d r o z d z i a l e  4 . 4 .  P r z y  tym z a ł o ż e n i u ,  d l a
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r o z w i ą z a n i e  r ównan ia  4 . 2 . 1  w c h w i l i  t  = t 1 może być  p r z e d s t a w i o n e  w po 

s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

P o d o b n i e ,  j a k  w p o d r o z d z i a l e  4 . 3 ,  z b i ó r  o s i ą g a l n y  w c h w i l i  y ^ t ^ )  z  z e -

danego p o c zą tk o w e go  s t anu  z u p e ł n e g o danego  p r z e b i e g u

s t e r o w a n i a  u ( t )  = ut ( t ) ,  t 6 [ v M( 11 ) .  t  , J  o r a z  d l a  u 6 [ t Q . v M( t 1 ) ]  , U)

g d z i e

i=M t,0

' t0 ( t ) d t

( 4 . 4 . 2 )

r ( t  J j B ^ C t  ) u ( t  ) dt ( 4 . 4 . 4 )

t O i=0

x ( t x , 0 , u  ) 6 X : u 6 L1  ̂ [t O 'VH^t l  2 * u||‘

S ( v M( t i )  -  t )  S ( t x -  y M( t x ) *

i=M

i=0

+ t -  r ± ( t  ) u ( t  ) d t  6 X  = u € LŁ ( [ t j j . y j ^ f t j ^ ) ]  , U)L ( 4 . 4 . 5 )
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TWIERDZENIE 4 . 4 . 1 .  Uk ład  dynamic zny  Sv£|, j e s t  a b s o l u t n i e  a p ro k sy m ac y j 

n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy uk ład  dyna

m ic zny  b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u

i=M

x ( t  ) = A  x ( t )  + ^ T ]  S ( t 1 -  v M( t 1 ) +  t -  r Ł ( t  ) u ( t  ) .  t 6 [ t 0 . v M( t 1 )]

1 -0  V  ( 4 . 4 . 6 )

j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [^q *v  mM *

D o w ó d .  Z d e f i n i c j i  4 . 2 . 2  o r a z  z' r e l a c j i  ( 4 . 4 . 1 ) ,  ( 4 . 4 . 5 )  w y n i k a ,  

ż e  uk ład  dynamic zny  S V^  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [ t g . t j  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  R T t g ^ ^  ) ]  = X " 2 d ru9 i e j

s t r o n y  wiadomo ,  [9 l ]  , [95] , [326] , [33Ć] , ż e  z b i ó r  o s i ę g a l n y  o k r e ś l o n y  r e 

l a c j ę  ( 4 . 4 . 5 )  j e s t  r ó w n o c z e ś n i e  z b i o r e m  o s i ę g a l n y m  w p r z e d z i a l e  [ t Q , v M( t ^ )] 

d l a  układu dynamic zne go  p o s t a c i  ( 4 . 4 . 6 ) .  Zatem ap r ok sym acy jn a  s t e r o w a l -  

ność  w p r z e d z i a l e  [t 0 ' v |«/t l ^  układu dynamic zne go  ( 4 . 4 . 6 )  j e s t  równoważna

a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t g , t J  uk ładu dy -  
M

namic znego  SM*,.

Wniosek  4 . 4 . 1 .  Uk ład  dynamic zny  SH^, j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  

s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ O . t J  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  uk ła d  dynamic zny  

b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u

i=M

x ( t  )  = A  x ( t )  + y ~ l  S ( h M -  h i )Bl U ( t ) t e [ o . t 1 - h M]  ( 4 . 4 . 7 )  

i = 0

j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ o . t ^ - h ^ ] .

O o w ó d .  P o n i e w a ż  d l a  uk ładu dy namic znego  SH^, v ± ( t )  = t -  h± . d l a

i  = 0 , 1 , 2 , . . .  ,M, w i ę c  r ^ t )  ■ t  + hj_ o r a z  r ^ t )  = 1 d l a  i  = 0 , 1 , 2 , . . .  ,M.

Zatem

S ( t l  "  v M^t l ^  + t  ~  r i ( t ^  = S ( h M “  hi ^  d l a  1 = *M*

co  k oń c zy  dowód wn ios ku  4 . 4 . 1 .

Wniosek  4 . 4 . 2 .  J e ż e l i  S ( t )  j e s t  g rup?  l i n i o w y c h  o g r a n i c z o n y c h  o p e r a 

t o r ó w ,  wówczas  uk ład  dynamic zny  SV^, j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  s t e 

r o w a ln y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  uk ła d  dynamic zny  bez 

o p ó ź n i a ń  w s t e r o w a n i u  

i =M
x ( t  ) = A x ( t  ) + ^ ]  S ( t  -  r ± ( t  ) ) B i r ± ( t  ) u ( t  ) t e [ t Q , v M( t 1 ) ]  ( 4 . 4 . 8 )

i=0

j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ * o , v M^t l ^ *



D o w ó d .  J e ż e l i  S ( t  ) j e s t  g rupę  l in io w y ch  ogran iczonych  o p e ra to 

r ów,  wówczas  S- 1 ( t ) 6 ^ ( X )  d l a  t G R. Zatem na mocy ( 4 . 4 . 5 )  o trzym uje  się 
n a s t ę p u j ą c ?  r ó wn o ś ć :

P on i ewa ż  r ówność ( 4 . 4 , 9 )  o k r e ś l a  j e d n o c z e ś n i e  z b i ó r  o s i ą g a l n y  d l a  u- 

k ł a du  dy namic znego  p o s t a c i  ( 4 . 4 . 8 ) ,  w i ę c  t e z a  wn i o sku  4 .4 .2  j e s t  p r a w d z i -  
wa .

un i osak .  4 .4 .3 .  J e ż e l i  S ( t )  j e s t  g rup?  l i n i o w y c h  o g r a n i c z o n y c h  o p e r a 

t o r ó w ,  t o  uk ład  dynamic zny  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  s t e r o w a l 

ny w p r z e d z i a l e  [ p » t j  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  uk ład  dynamic zny be z  o p ó ź 

n i e ń  w s t e r o w a n i u  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ 0 . t 1- h MJ.

D o w ó d .  P on i e w a ż  d l a  układu dy namic znego  SHM, S ( t  -  r . ( t ) )  =

= S ( t  -  t -  h ^ )  = S ( - h K ) ,  i  = 0 , 1 , 2 , .  . . . M ,  w i ę c  na mocy wniosku 4 . 4 . 2  z a 

c h o d z i  t e z a  wn i osku  4 . 4 . 3 .

Uwagą 4 . 4 . 1 . Z p r z y t o c z o n y c h  t w i e r d z e ń  i  wn iosków w yn ik a ,  ż e  a b s o l u tn a  

ap ro ksy m ac y jn a  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ t p . t j  i m p l i k u j e  w z g l ę dn ą  a p r o 

ksymacy jną  s t e r o w a l n o ś c  w p r z e d z i a l e  [ t ^ t j  .

Uwaga 4 . 4 . 2 .  . ( n i o s ek  4 . 4 . 3  j e s t  u o g ó l n i e n i e m ,  na pr zypade k  n ieskoń cze-  

n i e  wymia rowe j  p r z e s t r z e n i  X, r e z u l t a t ó w  za w a r t y c h  w p ra c y  [ 261,  Wn, 3j 
o r a z  w p ra c y  [ l 8 2 ,  . t f n . l ] .

t  6 [O . t j - h j J  (4 . 4 . 1 0 )
i=0
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Uwaga 4 . 4 . 3 . Wniosek  4 . 4 . 2  j e s t  u o g ó l n i e n i e m ,  na p r z yp ade k  n i e s k o ń c z e 

n i e  wym ia r ow e j  p r z e s t r z e n i  X,  r e z u l t a t ó w  z a w a r t y c h  w p ra c y  [ l 8 2 , T w . l ]  .

Uwaga 4 . 4 . 4 . W n i e k t ó r y c h  p o z y c j a c h  l i t e r a t u r o w y c h  (n p .  [ l i ]  , [26l]) r o z 

p a t r u j e  s i ?  t z w .  a b s o l u t n ą  z e r o s t e r o w a l n o ś ć  ( p r z y j m u j ą c ,  ż e  u = 0 ) ,
1

k t ó r a  z e  w z g l ę d u  na l i n i o w o ś ć  uk ładu dynamic zne go  o r a z  brak  d e g e n e r a c j i  

[222] j e s t  w naszym p r zypadku  równoważna a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  ( z a r ó w 

no d l a  a p r o k s y m a c y j n e j ,  j a k  i  d o k ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i ) .

4 . 5 .  S t e r o w a l n o ś c  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a  [lS 6 ] , [l9 3 ]

W y k o r z y s t u j ą c  r e z u l t a t y  podane  w p o p r z e d n i c h  p o d r o z d z i a ł a c h , o b e c n i e  z o 

s t a n ą  s f o r mu łow an e  w ar unk i  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  oraz ab

s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  s z c z e g ó l n e g o  p r z yp adk u ,  a mia

n o w i c i e  d l a  p r z y p ad k u ,  gdy  p r z e s t r z e ń  X j e s t  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a  o r a z  

p r z e s t r z e ń  U j e s t  t a k ż e  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a .  P r z y p ad ek  t e n  j e s t  s zc z e 

g ó l n i e  i s t o t n y  z  p r a k t y c z n e g o  punktu w i d z e n i a ,  gd y ż  o b e jm u j e  uk ł ad y  dyna

m ic zne  o p i s a n e  r ównan iami  r ó ż n i c z k o w y m i  c zą s t k o wy m i  t ypu  p a r a b o l i c z n e g o .

TWIERDZENIE 4 . 5 . 1 .  O e ż e l i  X o r a z  U są p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a ,  t o  

uk ła d  dynamic zny  SV^, j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e 

d z i a l e  [ t g . t j  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy s am os pr z ę ż on y  o p e r a t o r  W ( t g , t j )  : 

X - » - X ,  o k r e ś l o n y  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś c i ą :

i = m ( t ^ ) - l  v i ( t 1.) k=i ^

* ( t o * t i ) = 5 ; ?  J 2  J1k( t ) S ( t r rk( t ) )B kBkS* { t i - rk(t ) ) ,Łk(t)dt +
1=0 V i + l ( t 1 ) k=0

v m( t  ) ( t l } k=m( t l >

\ S  ) S ( t l _  r k ( t  )B |<B * S * ( t 1 -  r k ( t  ) ) r k ( t  ) d t ,

t ”  k=0
0 ( 4 . 5 . 1 )

j e s t  d o d a t n i o  o k r e ś l o n y .  P on ad to  uk ła d  dynamic zny  SV^  j e s t  a b s o l u t n i e  

a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t Q , t J  ( t Q <  v M( t 1 ) )  w t ed y  i  t y l 

ko w t e d y ,  gdy  s a m o s pr z ę ż o ny  o p e r a t o r  : o k r e ś l o n y  n a s t ę 

p u j ąc ą  z a l e ż n o ś c i ą :

W  /i=M \  /i=M \

VV" S (2 ;i(t)s(tr ri(t)̂ iEB̂ (trri(t)fi(t)jdt>
t \i=0 / \i=0

0 ( 4 . 5 . 2 )

j e s t  d o d a t n i o  o k r e ś l o n y .
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D o w ó d .  Ła two  można za obs e r wo wa ć ,  ż e  z b i ó r  o s i ą g a l n y  ( j  , o -

k r e ś l o n y  r e l a c j ą  ( 4 . 3 . 5 ) ,  j e s t  f a k t y c z n i e  p r z e c i w d z i e d z i n ą  ( z b i o r e m  wa r 

t o ś c i )  l i n i o w e g o  o g r a n i c z o n e g o  o p e r a t o r a ,  o k r e ś l o n e g o  w p r z e s t r z e n i  dopu

s z c z a l n y c h  s t e r o w ań  i  z d e f i n i o w a n e g o  r e l a c j ą  ( 4 . 3 . 5 ) .  Pon i eważ  z  z a ł o ż e 

n i a  p r z e s t r z e n i e  X o r a z  U są p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a ,  w i ę c  z b i ó r  w a r 

t o ś c i  o p e r a t o r a  j e s t  g ę s t y  w p r z e s t r z e n i  X w t edy  i  t y l k o  w t e d y , g d y  o pe 

r a t o r  do n i e g o  s p r z ę ż o n y  „ e s t  i n i e k t y w n y ,  co z  k o l e i  j e s t  równoważne wa

runkow i ,  ż e  samos pr z ę ż ony  o p e r a t o r  « ( t g , ^ )  j e s t  d o d a t n i o  o k r e ś l o n y .  Za

tem uk ład  dynamic zny  SV<̂ , j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [ t g . t j  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy « » ( t g , ^ )  j e s t  d o d a t n i o  o k r e 

ś l o n y .  Z u p e ł n i e  a n a l o g i c z n i e  p r z e b i e g a  dowód d l a  p rz ypadku  a b s o l u t n e j  

a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i , w zw ią z ku  z  czym z o s t a ł  p o m i n i ę t y .

Uwaga 4 . 5 . 1 . N a l e ż y  p o d k r e ś l i ć ,  ż e  t w i e r d z e n i e  4 . 5 . 1  j e s t  prawdz iwe be z  

żadnych doda tkowych  z a ł o ż e ń  o a n a l i t y c z n o ś c i  f u n k c j i  y ^ t ) ,  i = 0 , 1 , 2 , . . . , M 

lub  p ó ł g r u p y  S ( t ) .

Uwaga 4 . 5 . 2 . T w i e r d z e n i e  4 . 5 . 1  r o z s z e r z a ,  na p r z ypade k  zmi ennych w c z a 

s i e  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u ,  r e z u l t a t y  podane w p r a c y  [ l 8 6 ,  Tw. Ż ]  . Podobne 

w y n i k i  d l a  układów dynamicznych b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u  z o s t a ł y  u z ys ka 

ne w p ra c y  [73] .

Uwaga 4 . 5 . 3 . J e ż e l i  o p e r a t o r y  W ( t Q , t  ) l ub  kva ( t 0 » t 1 ) d o d a t n i o  o -

k r e ś l o n e ,  wówczas  i s t n i e j ą  o d p o w i e d n i e  o p e r a t o r y  o d w ro tn e ,  l e c z  n i e  muszą 

być  one o p e r a t o r a m i  o g r a n i c z o n y m i .

TWIERDZENIE 4 . 5 . 2 .  N i e ch  X b ę d z i e  o środkową p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a .  

J e ż e l i  o p e r a t o r  A s p e ł n i a  z a ł o ż e n i a  H 1 ,  H 3 ,  H 4 ? t o  układ dynamiczny  

SVM j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [t o ' t J  w t edy

i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  zach od zą  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n o ś c i :

ro( t )
r z ąd  Bk 1 = 1^ d l a  k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 4 . 5 . 3 )

g d z i e

m( t  )

Bk

<̂ b l l  *x k * * * ' ^ b l p  , x kl^>x '^ b21 , x k l ^  <$ 2 p ' x k3>x ' , * , ' ^ bin ( t 1 ) p , x k l ^

<.b l l ' Xk2>x  < b l p ' x k2>x . < b2 1 ' x k2>x  < b2 p ' Xk2>x  <£m( t l ) p , X k2>x

< b l l ' Xk l k> ^ * * ' <Cb l p ' Xk l ^ < b2 p ,Xk l |̂ > ^ * - ' < b2 p ' Xk l k> ” * " ,( bm ( t 1 ) p ' Xkl^>x

( 4 . 5 . 4 )
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D o w ó d .  Dowód t w i e r d z e n i a  4 . 5 . 2  wy n i k a  b e z p o ś r e d n i o  z  wn i osku  4.3.2 

o r a z  z  r e z u l t a t ó w  za w a r t y c h  w n a s t ę p u j ą c y c h  p r a c a c h :  [95]  , [291] , [330 , Tw.

3 .4 ]  .

Wniosek  4 . 5 . 1 . J e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  4 . 5 . 2  są s p e ł n i o n e , t o  układ 

dynamic zny  Sy^ j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

[ t g . t j  ( t 0 <  v M( t 1 ) ) w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  za ch o d zą  n a s t ę p u j ą c e  równo

ś c i  :

r z ąd  = 1^ d l a  k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 4 . 5 . 5 )

D o w ó d .  Po n i e wa ż  w p r z yp adk u ,  gdy  t Q <  z a c h o d z i  równość

m ( t ^ )  = M, w i ę c  w n i o s ek  4 . 5 . 1  j e s t  kons ekw en c j ą  t w i e r d z e ń  4 . 5 . 1  o r a z

4 . 5 . 2 .

Wniosek  4 . 5 . 2 .  T w i e r d z e n i e  4 . 5 . 2  o r a z  wn i o s ek  4 . 5 . 1  są s ł u s z n e  t a k ż e  w 

p r zypadku  gdy o p e r a t o r  A za m i a s t  z a ł o ż e n i a  H 3 s p e ł n i a  z a ł o ż e n i e  H 5.

D o w ó d .  W p r zypadku  gdy p r z e s t r z e ń  X j e s t  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a ,  

o p e r a t o r  A s p e ł n i a j ą c y  z a ł o ż e n i e  H 5 g e n e r u j e  a n a l i t y c z n ą  p ó ł g r u p ę  

S ( t ) ,  t > 0 ,  l i n i o w y c h ,  o g r a n i c z o n y c h  o p e r a t o r ó w  [330,  p.  3] .  Zatem w 

p r zypadku  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  X z a ł o ż e n i e  H 3 j e s t  równoważne z a ł o ż e 

n iu H 5 ,  co  z  k o l e i  i m p l i k u j e  t e z ę  wn i osku  4 . 5 . 2 .

W p r zypadku gdy  X o r a z  U sę  p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a ,  można s t o s u n 

kowo ł a tw o  u zy sk ać  k r y t e r i a  w z g l ę d n e j  d o k ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  o r a z  ab s o 

l u t n e j  d o k ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  ukł adu dynamic znego  

p o s t a c i  ( 4 . 2 . 1 ) .

TWIERDZENIE 4 . 5 . 3 .  J e ż e l i  X o r a z  U są p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a .  t o  

uk ład  dynamic zny  SV^, j e s t  w z g l ę d n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

f o ' 1 1]  w t e d y i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  o p e r a t o r  W f t p , ^ )  o k r e ś l o n y  r ó w n o ś c i ą

( 4 . 5 . 1 )  p o s i a d a  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  o dw ro tn y .

D o w ó d .  N i e ch  C f t g . t j )  b ę d z i e  l i n i o w y m  og r a n i c zo n ym  o p e r a t o r e m ,  

C f t p , ^ )  : l-2 ( [ t g . t j  ,U )  - »  X,  z d e f i n i o w a n y m  n a s t ę p u j ą c ą  r ó w n o ś c i ą :

i = m ( t 1 ) v i ( t 1 )

C ( t 0 , t 1 )u = | ^ r ^ t J S f t j  -  r ± ( t ) )B± u ( t  ) d t  ( 4 . 5 . 6 )

i - 0  t Q

Za t em,  u w z g l ę d n i a j ą c  f a k t ,  ż e  X *  = X o r a z  U* = U, o p e r a t o r  s p r z ę ż o n y  

c * ( t 0 . t i )  : X - »  L2 ( [ t 0 , t j  , U ) ,  ma p o s t a ć  n a s t ę p u j ą c ą :

C * ( t 0 , t 1 ) x ( t ) =
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r ( t  J B ^ S * ^ -  T j ( t  ) ) x ,  d l a  t 6 ( v i + 1 ( t 1) . v i ( t 1 )] , i = 0 , l , 2 , . . .  . m ć t ^ l

3=o
= 1

j = m ( )

r  ( O a / J s * ^  -  r . ( t ) ) x ,  d l a  t 6  [ t 0 . v m( t  j]

j= °
( 4 . 5 . 7 )

M
Z d e f i n i c j i  4 . 2 . 1  w y n i k a ,  ż e  uk ład  dynamic zny  SN/,  ̂ j e s t  w z g l ę d n i e  dok

ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  o p e r a t o r  

C ( t Q , 1 1 ) j e s t  s u r i e k t y w n y ,  t z n .  j e g o  p r z e c i w d z i e d z i n a , b ędąca  j e d n o c z e ś 

n i e  z b i o r e m  o s i ą g a l n y m  K r , j e s t  c a ł ą  p r z e s t r z e n i ą  X. Pon i e wa ż
L O 11

o p e r a t o r  C f t g . t ^ )  j e s t  s u r i e k t y w n y  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  s a m o s p r z ę z o -  

ny o p e r a t o r  W ( t Q , t  )  = C^t 0 ' t l ^  C* ( t 0 ' t l ^  : x  x p o s i a d a  o g r a n i c z o n y  
o p e r a t o r  o d w ro tn y ,  w i ę c  t e z a  t w i e r d z e n i a  4 . 5 . 3  z o s t a ł a  d o w i e d z i o n a .

Wniosek 4 . 5 . 3 . O e ż e l i  X o r a z  U są p r z e s t r z e n i a m i  H i l b e r t a . t o  uk ład  

dynamic zny S\/^ j e s t  a b s o l u t n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  o p e r a t o r  W ^ t g , ^ ) ,  o k r e ś l o n y  r ó w n o ś c i ą  ( 4 . 5 . 2 ) ,  

p o s i a d a  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  od w ro tn y .

D o w ó d .  W y k o r z y s t u j ą c  d e f i n i c j ę  4 . 2 . 2  o r a z  t w i e r d z e n i e  4 . 5 . 3  u- 

z y s k u j e  s i ę  b e z p o ś r e d n i o  t e z ę  wn i osku  4 . 5 . 3 .  N a l e ż y  j e d y n i e  w m i e j s c e  ope 

r a t o r a  C f t g . t . ^ )  p o d s t a w i ć  o p e r a t o r

i =M V  *1 ^

Са ( * 0 ' Ч ) и = ] С  \  ^ i ( t ) B i S ( t l
i = 0  t JQ

Stąd  wa ( t 0 , , : l ^  = Ca^ t O * t l ^ Ca^ t O ’ t l ^ '  c0 k ońo zy dowód wn iosku  4 . 5 . 3 .

4 . 6 .  S t e r o w a n i e  z  min ima lną  e n e r g i a  [l8 6 ] <

Z a g a d n i e n i e  s t e r o w a n i a  z  min imalną e n e r g i ą ,  n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowymi ,  

c i ą g ł y m i  uk ładami  dynamicznymi  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  może być  e f e k 

t y w n i e  r o z w i ą z a n e  p r z y  pewnych dodatkowych  z a ł o ż e n i a c h .  P ro b l em a t yk a  t a ,  

po d o bn i e  j a k  w p r z ypadku  s k o ń c z e n i e  wymiarowych układów d y n a m i c z n y c h .w i ą 

ż e  s i ę  ś c i ś l e  z  w z g l ę d n ą  dok ładną  s t e r o w a l n o ś c i ą  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j  •

N i e ch  b ę d z i e  dany uk ład  dynamic zny  p o s t a c i  ( 4 . 2 . 1 ) ,  p r z y  czym d o d a t k o 

wo z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  X o r a z  U są p r z e s t r ż e n i a m i  H i l b e r t a ,  A 6 / ( X )  o r a z  

u 6 L2 ( [ v M( t Q ) ,  t j  , U ) .  Z a ł o ż e n i e  o g r a n i c z o n o ś c i  o p e r a t o r a  A ( A  6 X ( X ) )  

i m p l i k u j e  s p e ł n i e n i e  w s z y s t k i c h  z a ł o ż e ń  w y s z c z e g ó l n i o n y c h  w p o d r o z d z i a l e

4 .1  }326~: , [ЗЗО] . Kwadratowy wskaź n ik  j a k o ś c i  j e s t  p o s t a c i :

j « i

-  r ^ ( t  ) ) 8 ^ u ( t  ) d t  ( 4 . 5 . 8 )
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0 ( u )  = ^ < ^ u ( t ) ,  R ( t ) u ( t ) ^ >  dt  ( 4 . 6 . 1 )

g d z i e  R ( t ) e i f ( U ) # d l a  t  6 [ t o ' 1 ! ]  j e s t  samospr z ężonym o g r a n i c z o n y m , d od a t 

n i o  o k r eś l on ym  o p e r a t o r e m ,  p o s i a d a j ą c y m  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  od w ro tn y  

R- 1 ( t ) 6 ^ f ( U )  d l a  w s z y s t k i c h  t e  [ t Q , t J  .

Dla  s k r ó c e n i a  zapa su  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

Gi ( t i ' t )

j = i
e x p ( A ( t 1 -  r . j ( t ) )B . . ,  d l a  t 6  ( v i + 1 ( t Ł ) . v ± ( t Ł ) ]  , i = 0 , 1 , 2 , . . . ,  (m( t Ł ) - l )

j=0

j - m f t j )

2 :
3=o

X

e x p ( A ( t 1 -  T j ( t  ) ) B j ,  d l a  t [ t 0 ' v m( t i  jCt j^ ) ]  , i  = m ( t x )

( 4 . 6 . 2 )

k = ° ° . k Łk
g d z i e  e x p ( A t )  = ĵ—, [326] , G ^ t j . t J e S C f U . K )  d l a  us ta l onego  t 6 [ t 0 , t j .

k=0

i = m ( t 1 ) t Q

X 3  q ( z t . x Ł ) = x Ł -  r  s e x p ( A ( t 1- r ± ( t  ( t  ) d t - e x p ( A ( t 1- t Q ) ) x ( t 0 )

i = 0  v 1 ( t Q )

i=M V i ^ l ^

^ e x p ( A ( t 1 -  ^ ( t  ) ) B i ut ( t  ) d t  ( 4 . 6 . 3 ]

i = m ( t 1 ) + l  v t ( t Q )  0

i = m ( t 1 ) - l  v i ( t 1 )

2 ( X ) 3 W R( t 0 . t i )  = S Gi ( t 1 ' t ) R - 1 ( t ) G * ( t 1 . t ) d t

1=0 v i - l ( t l )

Vm ( t 1 ) ( t l )

S G. ( t 1 ) ( t i * t )R " l ( t ) ( < i ( t l ) ( t i * , , d t  ( 4 -6 -4 )
‘ o 1
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L2 ( [ t 0 ' t l ] -  U ) 3 u o p t ( t )  *  R" 1 ( t ) G* ( t i - t ) WR1 ( V £l ){» ( 2 t 0 ' x l ) ( 4 . 6 . 5 )

d l a  t 6  ( v 1+ 1 ( t 1 J-Vi ( r i  8  • 1 “  0 . 1 , 2 . . . .  . « ( t j  )  -  1

d l «  t  € [ V v „ ( t l  ) ( t l }J '  1 - ■ ( * ! >

WR ( t 0 , t 1 ) j e s t  samospr z ę ż ony m, p ó ł d o d a t n i o  o k r e ś l on ym  o ps ra t o r s m .

P o s t ę p u j ą c  a n a l o g i c z n i e  j a k  w p r z ypadku  s k o ń c z e n i e  wymiarowych układów 

dynamic znych  ( p o d r o z d z i a ł  1 . 5 ) ,  można a f e k t y w n i e  r o z w i ą z a ć  p robl em s t e r o 

wania  z  m in ima lną  e n e r g i ą .

TWIERDZENIE 4 . 6 . 1 .  O e ż a l i  s p e ł n i o n a  są p owy żs z e  z a ł o ż e n i a  o r a z  uk ład  

dynamic zny ( 4 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ t g . t j ,  

t o  s t e r o w a n i e  u0p t ( t ^'  z d e f i n i o w a n e  wzoreia ( 4 . 6 . 5 ) ,  p r z e p r ow ad za  układ dy

namiczny ( 4 . 2 . 1 )  z  p oc zą tk o w e go  s t anu  z u p e ł n e g o  z  do za da neg o  końc o -
t 0

wego s t anu  c hw i l o w e g o  x Ł w c h w i l i  t Ł . P on a d t o ,  j e ż e l i  ,U )

j s s t  dowolnym s t e r o wa n i e m  p r z e p r ow ad za j ą c ym  uk ład  d y n a a i c z n y  ( 4 . 2 . 1 )  z  po

c zą t k o w eg o  s t an u  zu p e ł n e g o  z  do za da neg o  końcowego  s t anu  c h w i l o w e go  x_
0

w c h w i l i  tj^. wówczas  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  n i e r ó w n o ś ć :

*1 !U
^ < ^ u ( t ) ,  R(  t  ) u (  t  )^> dt  ^  \ <^uo p t ( t ) ,  R ( t  ) “ o p t ( t  )/> dt  ( 4 . 6 . 6 )  

*0 °  *0 U

o r a z  m in ima lna  w a r t o ś ć  ws k aź n ik a  j a k o ś c i  ( 4 . 6 . 1 )  j e s t  dana n a s t ę p u j ą c ą  z a 

l e ż n o ś c i ą  :

0 ( u o p t ) "  < ‘ ł ( z t * x l ) * WR1 ( t 0 - t l )<’ ( 2 t o ' Xl ^  y ( 4 . 6 . 7 )

D o w ó d .  P o d s t a w i a j ą c  ( 4 . 6 . 5 )  do wzo ru ( 4 . 2 . 2 )  po p r o s t y c h  p r z e 

k s z t a ł c e n i a c h  i  u w z g l ę d n i e n i u  z a l e ż n o ś c i  ( 4 . 3 . 1 ) ,  ( 4 . 3 . 2 ) ,  ( 4 . 3 . 3 ) , (4 .6 .4 )  

o t r z y m u j e  s i ę

x ( t l ‘ * t 0 ' uo p t ) *  X1 ( 4 . 6 . 8 )

Zatem s t e r o w a n i e  u0p t ( t  ̂ p r z e p r ow a d za  uk ład  dynamic zny  ( 4 . 2 . 1 )  z  po 

c zą t ko w eg o  s t an u  zu p e ł n e g o  z  do zada nego  końcowego s t anu  c hw i l o we go
0

x1 w c h w i l i  t i , a pon i e wa ż  z  z a ł o ż e n i a  u ( t )  s p e ł n i a  r ó w n i e ż  pow yżs zy  

warunek,  w i ę c  na p o d s t a w i e  ( 4 . 3 . 3 )  o t r z y m u j e  s i ę  równość
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1=0 v i * i ' t i>  *o

i s n ^ J - l  v ± ( t x )

■ 5 I i   ̂ 6i<Vt)uoPt(t)dt +
i ” °  v i +l ( t l 5

+

t

Po o d j ę c i u  » t r o n a m i  i  z a s t o s o w a n i u  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  o t r z y m u j e  s i ę  

z a l e ż n o ś ć  n a s t ę p u j ą c ? :

X > I J Gi (t1.t)(M(t) - uopt(t))dt ♦
1=0 Vi+Jtl )

+
t
§ G.(t1)<tl-tts<t>-“opt<*))dt-
o

W; 1 <t 0 ' t l ) q ( 2 t 0 lXi )̂  = 0 ( 4 . 6 . 1 0 )

W y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś c i  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o ,  na p o d s t a w i e  ( 4 . 6 . 1 0 )  u- 

z y s k u j e  s i ę  r ówność

i = m ( t 1 ) - l  v 1 ( t i )

> !  \ < 3 ( t j -  u0p t ( t , -R ( t ) , , 0p * ( t ')) >u d t  *
i - 0  v i + J ( t x )
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l  < n ( c )  ‘  uo p t f t ) - R ( tJ uo p t ( t ^ u dt

*0

l < S ( t )  -  uopt ( t ) - dt = 0  ( 4 . 6 . 1 1 )
t- ^

P o s t ę p u j ą c  a n a l o g i c z n i e  j a k  w d ow o d z i e  t w i e r d z e n i a  1 .5 . 1 ,  po p r o s t y c h  

p r z e k s z t a ł c e n i a c h  d o c h o d z i  s i ę  do następującej n i e r ó w n o ś c i :

{ 1 *1
^ < G ( t ) .  R ( t ) u ( t ) > u dt > j  * ( O u opt<t ) ) ^

*o

d t  ( 4 . 6 . 1 2 )

Zatem n i e r ó w n o ś ć  ( 4 . 6 . 6 )  z o s t a ł a  d o w i e d z i o n a , co  k ońc zy  p i e r w s z ą  c z ę ś ć  do 

wodu t w i e r d z e n i a .

W d r u g i e j  c z ę ś c i  dowodu z o s t a n i e  wykazana p raw dz iw ość  wzo ru ( 4 . 6 . 7 ) ,  

o k r e ś l a j ą c e g o  m in ima lną  w a r t o ś ć  w sk aźn ik a  j a k o ś c i  J ( uo p t )-  od p o w i a da j ą c ą  

s t e r o w a n i u  optymalnemu u0p t *

*1

3 ( u 0 P t >  = 5 < ( Uo p t { t ) ' K ^ K p t ^  d t  -

*0

i “ « ( t 1 ) - l  v ± ( t Ł )

1=0 v i + l ( t i )

S < R " 1( t ) G * ( t 1 . t )w ;1( t 0 .t1 )q (z X , ) .

Gi ( t l . t )WR1 ( t 0 . t j ) q ( z t ■x1 ) >  dt

i ( t 1 ) ( t l )

\  ( t  ) G * ( t i  ) ( t i  . t  )WR ( ‘ o ^ l  W z t Q , x l

G« ( t 1 ) ^ t l ’ t ^*R ^ 0 ' * !  ^ ^ t j j ' * !  / 'u dt  • ( 4 . 6 . 1 3 ;
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P on i ewa ż  o p e r a t o r  )  j e s t  sa i r . osp rzę żony  , w i ę c  o p e r a t o r  W” 1 ^ , ^ ^ ^ )

j e s t  t a k ż e  o p e r a t o r e m  sa mos pr z ę żony ra .S t ęd  w y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś c i  i l o c z y 

nu sk , a l a rne go  o r a z  o p e r a t o r ó w  saa 

r a z i ć  no żna  n aa t ęp u j ę cy e :  w z o r e m :

i - m f t i ) - !  v i ( t 1 )

nu s k a l a r n e g o  o r a z  o p e r a t o r ó w  saa i o sp r z ę ż on ych  wsk aźn ik  j a k o ś c i  ^ ( u0p t ) WY-

3 ( u o P t ) *  2 Lop t

1=0 v i + l
j

W ^ ( t 0 . t 1 )Gi ( t 1 , t ) R “ 1 ( t ) G * ( t : l , t ) W " :L( t 0 , t 1 ) . q ( z t ^ , x 1 j ^  dt  + 

V t 1 ) ( t l )

5 <’ (V«i>'
*0

WR

•ę1 <t O ' t l , 0« ( t 1 ) t t l * t ) R " 1 f t ^ ( t 1 ) { t l - t , * R1 ( t O ' t l ^ ( z t 0 ' x l )> x  d t "

"  \ q ( 2 t 0 ' Xl } '

l - n f t j ) - !  v jL( t 1 )

\ e 1 ( t 1 . t ) R - 1 ( t ) e 1 ( t 1 . t ) d t  « ę 1 ( t 0 . t l ) q ( z  l X l ) +
i-o v j ( t l )

v - ( t 1 )< t i )

♦ « ę 1f » 0 * t l ) \ G- ( t 1 ) ( t l ' t )R “ 1 ( t )G « . ( t 1 ) ( t l * t )d t
ro

<\q ( z t  , x l ^ '  WR1 ( t O ,t: l ) q ( 2 t ,X l )/ > ( 4 . 6 . 1 4 )
O ■* x  X

Z a ta a  w z ó r  ( 4 . 6 . 7 )  z o s t a ł  d o w i e d z i o n y .  Z a ł o ż e n i a  o w z g l ę d n e j  d o k ł a d n e j  

s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ t Q , t  J  uk ładu dynamic zne go  ( 4 . 2 . 1 )  g w a r a n t u j e  

i s t n i e n i e  W“ 1 ( t Q , ^  ) £ , £ (X ) .

Uwaga 4 . 6 . 1 . T w ie rd zen ie  4 . 6 . 1  sioże być d o w i e d z i o n e  t a k ż e  p r z y  n i e c o  

słabszych za łożen iach  odnośn ie  do o p e ra to ra  A,  j e d n a k  na t y l e  s i l n y c h , b y  

mogły zagwarantować względną d ok ła dn ?  e t a r o w e l n o ó ć  w p r z e d z i a l e  u~

kładu dynamicznego postac i  ( 4 . 2 . 1 ) ,  [326] , [330] .
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4 . 7 .  U w agi o s t a b i l i z o w a ln o ś c i  o ra z  o w p ły w ie  z a k łó c e ń  [358]

Z a g a d n ie n ie  s t a b i l i z o w a ln o ś c i  c ią g ły c h ,  n ie s k o ń c z e n ie  w ym ia ro w ych  u k ła 
dów d y n a m ic z n y c h  j e s t  z n a c z n ie  b a r d z ie j  s k o m p lik o w a n e  n iż  w p rz y p a d k u  

s k o ń c z e n ie  w ym ia ro w ych  u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h . W yn ika  t o  m ię d z y  in n y m i z  is t 

n ie n ia  w ie lu  n ie e k w iw a le n tn y c h  ro d z a jó w  s t a b i l n o ś c i ,  z a le ż n y c h  od t o p o lo 

g i i  s to s o w a n e j w p r z e s t r z e n ia c h  n ie s k o ń c z e n ie  w ym ia ro w ych  [20] , [21]  .

P ro b le m a ty c e  t e j ,  ś c i ś l e  z w ią z a n e j z  a p ro k s y m a c y jn y  o ra z  d e k ła d n ę  a t e -  

r o w a ln o ś c ię ,  p o ś w ię c o n o  w o s ta tn im  o k r a s ie  w ie le  p u b l i k a c j i  [20]  , [ 21] , [ 299] ,  

[2 7 l]  , [272| , [305) , [327] , [329] .  U zyskane  w n ic h  r e z u l t a t y  z a le ż ę  w i -

e t o t n y  spo só b  ed w ła s n o ś c i o p e ra to ra  A , a ta k ż e  od r o d z a ju  p r z e s t r z e n i  X 
o ra z  p r z y j ę t e j  d e f i n i c j i  s t a b i l n o ś c i .

P ra c e  [20]  . [21]  , [259] , [305] d o ty c z ę  ta k  zw a n e j s ła b e j  s t a b i l i z o w a l 
n o ś c i  u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h  o ra z  J e j  zw ię zkó w  z  a p ro k s y m a c y jn ę  s te ro w a ln o -  

ś c ię  d la  p rz y p a d k u , g d y  X j e s t  p r z e s t r z e n ię  H i l b e r t a .  n a to m ia s t  o p e ra 

t o r  A g e n e ru je  z w ę ż a ję c ę  p ó łg ru p ę  S ( t )  ( ||S( t  )|| ^  1 d la  t  > 0 ) .  Po

n a d to ,  w p ra c a c h  ty c h  podana j e s t  o g ó ln a  p o s ta ć  s t a b i l i z u ją c e g o  s p rz ę ż e 

n ia  z w ro tn e g o  z a le ż n a  w g łó w n e j m ie rz e  od p o s ta c i  o p e ra to ró w  s te ro w a n ie .

Je d yn ą  p ra c ę  d o ty c z ę c ę  s t a b i l i z o w a ln o ś c i  n ie s k o ń c z e n ie  w ym ia ro w ych  11-  

k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h  z  o p ó ź n ie n ia m i w s te ro w a n iu  j e s t  p u b l ik a c ja  [272] . w 

k t ó r e j  podano w a ru n k i k o n ie c z n e  i  w y s ta rc z a ją c e  s t a b i l i z o w a ln o ś c i  w o p a r 
c iu  o ró w n a n ie  R ic c a t ie g o .

S ta b i l iz o w a ln o ś ć  n ie s ta c jo n a r n y c h  u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h  bez o p ó ź n ie ń ,  

o k re ś lo n y c h  w p r z e s t r z e n ia c h  H i l b e r t a ,  ro z p a try w a n a  j e s t  m ię d z y  in n y m i w 
p u b l ik a c ja c h  [2 3 3 -2 3 7 ] . [2 7 l] . [2 7 2 ] . [2 8 2 -2 8 5 ] . [333] . g d z ie  w o p a rc iu  o

ro z w ię z a n ia  ró w n a n ia  R ic c a t ie g o  s fo rm u ło w a n o  w a ru n k i k o n ie c z n e  i  w y s ta r 
c z a ją c e  ró ż n y c h  ro d z a jó w  s t a b i l i z o w a ln o ś c i .

I s t o t n e  z  p ra k ty c z n e g o  p u n k tu  w id z e n ia  J e e t o k r e ś le n ie  w p ływ u  p e r t u r 
b a c j i  o p e ra to ró w  A o ra z  B ^ , i  » 0 , 1 , 2  M na d o k ła d n ę  o ra z  a p ro k s y 

m acy jnę  s te ro w a ln o ś ć .  O la  p r z e s t r z e n i  X n ie s k o ń c z e n ie  w y m ia ro w e j s y tu a 

c ja  j e s t  n ie c o  odm ienna  n iż  d la  s k o ń c z e n ie  w ym ia ro w ych  u k ła d ó w  d y n a m ic z 

n y c h . Co p raw da  w l i t e r a t u r z e  b ra k  d o ty c h c z a s  op racow ań  te g o  z a g a d n ie n ia  

w o d n ie s ie n iu  do u k ła d ó w  z  o p ó ź n ie n ia m i w s te ro w a n iu ,  je d n a k  r e z u l t a t y  u -  

z yska n e  d la  u k ła d ó w  bez o p ó ź n ie ń  w s te ro w a n iu  p rz e n o s z ę  s ię  w c a ło ś c i  t a k 
że na p rz y p a d e k  w y s tę p o w a n ia  o p ó ź n ie ń .  D la  o g ra n ic z o n e g o  o p e ra to ra  A ,p r z y  

z a ło ż e n iu ,  że  X o ra z  U sę p r z e s t r z e n ia m i H i l b e r t a ,  w p ra c a c h  [238],[239] 

u d o w o d n io n o , że  z b ió r  u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h  d o k ła d n ie  s te ro w a ln y c h  je s t  

z b io re m  o tw a rty m  w p r z e s t r z e n i  w s z y s tk ic h  u k ła d ó w , n a to m ia s t  z b ió r  u k ła 

dów d y n a m ic z n y c h  a p ro k s y m a c y jn ie  s te ro w a ln y c h  n ie  j e s t  a n i  z b io re m  o tw a r 
ty m , a n i  d o m k n ię ty m , a n i gęs tym  w t e j  p r z e s t r z e n i .  W p u b l ik a c ja c h  ty c h  o -  

m ów iono ta k ż e  s z e re g  p rz y p a d k ó w  s z c z e g ó ln y c h .  P rz y p a d e k  n ie o g ra n ic z o n e g o  

o p e ra to ra  A j e s t  d o k ła d n ie  r o z p a t r z o n y  w p ra c y  [2 6 0 ] .



R O Z D Z I A Ł  5

STEROWALNOŚĆ UKŁADÓW DYNAMICZNYCH O PARAMETRACH ROZŁOŻONYCH, 

Z OPÓŹNIENIAMI W  STEROWANIU

5 . 1 .  W prow adzen ia

N a jc z ę ś c ie j  s p o ty k a n ą  w p ra k ty c e  k la s ?  u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h  o k re ś lo n ych  

w p r z e s t r z e n ia c h  n ie s k o ń c z e n ie  w y n ia ro w y c h  a? u k ła d y  d yn a m iczn e  o p is a n e  

ró w n a n ia m i ró ż n ic z k o w y m i c z ą s tk o w y m i.  3 e s t t o  o c z y w iś c ie  p rz y p a d e k  n ie 

o g ra n ic z o n e g o  o p e ra to ra  A , za tem  do b a d a n ia  e te r o w a ln o ś c i  t e j  k la s y  u k ła 

dów d y n a m ic z n y c h  można s to s o w a ć  o g ó ln e  tw ie r d z e n ia  d o ty c z ą c e  s te r o w a ln o -  

ś c i  w p r z e s t r z e n ia c h  n ie s k o ń c z e n ie  w y n ia ro w y c h  [73]  , [9 ]] , [9 2 ] , [9 3 ] , [3 2 6 l,

[330]  . Тун  n ie m n ie j ,  ze  w z g lę d u  na s z e re g  s p e c y f ic z n y c h  p ro b le m ó w  z w ią z a 
n ych  z  z a g a d n ie n ia m i e te r o w a ln o ś c i  t y c h  u k ła d ó w , w o s t a t n ic h  la ta c h  u ka za 

ł o  s i *  w ie le  p u b l i k a c j i  d o ty c z ą c y c h  w y łą c z n ie  t e j  p r o b le m a ty k i .
O g ó ln ie  p u b l i k a c je  t e  można p o d z ie l i ć  z  g ru b s z a  na d w ie  z a s a d n ic z e  g ru 

p y :  je d n a  d e ty c z y  e te r o w a ln o ś c i  o k ła d ó w  c z ą s tk o w y c h  ty p u  p a ra b o l ic z n e g o  i  

n a le ż ą  de n i e j  p rz e d e  w s z y s tk im  p ra c e :  [2 8 ] . [3 6 ] . [3 7 ] . [7 3 ] 4  [9 4 ] . [9 5 ],

[9 7 ] . [9 8 ] , [1 9 0 ] . [2 1 8 ] . [2 1 9 ] . [22<§ . [2 3 0 ] . [2 3 l] . [2 3 2 ] . [2 5 4 ] . [2 5 5 ]. 
[2 5 6 ] , [2 7 8 ] , [2 8 8 ] . [2 9 l] . [299 ] . [ЗОО] . [ЗЗ б] , [3 5 в ] .  D ruga  g ru p a  p u b l i 
k a c j i  d o ty c z y  e te r o w a ln o ś c i  s k ła d ó w  c z ą s tk o w y c h  ty p u  h ip e r b o l ic z n e g o ,a  na 

le ż ą  do n i e j  n a e tę p u ją c e  p ra c e :  [44] , [4 5 ] , [?б] , [ ll? | , [203]  .[2041 ,[2 0 5 ],

[2 8 9 ] .  N a to m ia s t  w za jem ne  z a le ż n o ś c i  p o m ię d zy  e te ro w a ln o ś c i?  u k ła d ó w  

c z ą s tk o w y c h  ty p u  p e ra b e l ic z n e g o  o ra z  h ip e r b o l ic z n e g o  w y ja ś n io n e  e? w p ra 

cy  (332) w o p a r c iu  o t e o r i ę  p ó łg ru p  o p e ra to ró w  o ra z  w p ra c y  [29o] , w o p a r 

c iu  o tw ie r d z e n ia  a n a l i z y  h a rm o n ic z n e j.  N a le ż y  p o d k r e ś l i ć ,  że  p rz y  a n a l i -  
z o w e n iu  z e g a d n ie ń  e te r o w a ln o ś c i  u k ła d ó w  d y n a m ic z n y c h , o p is a n y c h  ró w n a n ia 

m i c z ą s tk o w y m i,  i s t o t n e  z n a c z e n ie  p o s ia d a ją  n a s tę p u ją c e  c z y n n ik i :  r o d z a j
s te ro w a n ia  ( r o z ło ż o n e  lu b  b rz e g o w e ) ,  k s z t a ł t  o b s z a ru  o k r e ś lo n o ś c i  rów na

n ia  e ra z  t y p  w arunków  b rz e g o w y c h  ( D i r i c h l e t a ,  Neumanna lu b  ty p u  m ie s z a n e 

g o ) .
P r o b l e m a t y c e  s t a b i l i z o w a l n o ś c i  uk ładów dynamic znych  o p i s a n y c h  r ówn an ia 

mi r ó ż n i c z k o w y m i  c z ą s t k o w y m i ,  ś c i ś l e  z w i ą z a n e j  z  z a g a d n i e n i a m i  s t e r o w a l n j -  

ś c i  t y c h  s k ł ad ó w ,  p o ś w i ę c o n e  s ?  m i ę dz y  i nnymi  p r o c e  [255] i  [333] .

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e ,  w y k o r z y s t u j ą c  w z n a c z n e j  m i e r z e  r e z u l t a t y  z a 

w a r t e  w r o z d z i a l e  4 ,  s f o r mu łow an e  z o s t a n ę  k r y t e r i a  w z g l ę d n e j  a p ro k s y m a c y j -  

a a j  e t e r o w a l n o ś c i  o r a z  a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  e t e r o w a l n o ś c i  uk ładów dy
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n a m ic z n y c h  o p is a n y c h  ró w n a n ia m i ró ż n ic z k o w y m i c z ą s tk o w y m i ty p u  p a r a b o l ic z 
nego z w ie lo k r o tn y m i s t a ły m i  o p ó ź n ie n ia m i w s te ro w a n iu .

5 . 2 .  O p is  u k ła d u  d yn a m iczn e g o  [ l9 o ]  , ] l9 4 j

N ie c h  b ę d z ie  dany u k ła d  d y n a m ic z n y  o p is a n y  l in io w y m  n-w ym iarow ym  rów na

n iem  ró ż n ic z k o w y m  cząs tkow ym  ty p u  p a ra b o l ic z n e g o ,  z  w ie lo k r o tn y m i s t a ły m i  
o p ó ź n ie n ia m i w s te ro w a n iu

- 2  - v  ( = -2 - »
j = l  d X j  i= 0

o k re ś lo n y m  w p r o s to p a d ło ś c ia n ie  O = { x 6 R n : 0 «  x j  <  d ^ , J = 1 ,2  , 3  n j ,

d la  t  6 [o»T] • g d z ie :  w ( t , x )  t  [o , t ] Rn —»- R,

d j , J ■ 1 , 2 , 3  n są  d o d a tn im i l ic z b a m i r z e c z y w is ty m i,

0 «• hQ<  h Ł < . . .  <  h Ł <  . . .  < h M są  s t a ły m i  o p ó ź n ie n ia m i,

® ^ (s )  B (x  ) ,  ^ i2 ^ x  * ^ ^ p ( x  ) | # i  M 0 , 1 , 2 , . . . , M  są  p—

w ym ia ro w ym i w e k to ra m i o e le m e n ta c h  b i ^ ( x ) € L2 (D ,R ) ,  d la  i  ■ 0 , 1 , 2 , . . . ,M 

o r a z  X a « p«

Z a k ła d a  s i ę ,  że s te ro w a n ia  d o p u s z c z a ln e  u e'l_2 ( [ o , t | .  Rp ) .

W a ru n k i p o c z ą tk o w e  d la  u k ła d u  d yn a m iczn e g o  ( 5 . 2 . 1 )  są dane n a s tę p u ją c y 
m i z a le ż n o ś c ia m i:

l im  w ( t , x )  = W g (x ) 6 L 2 (D ,R )  ( 5 . 2 . 2 )

t — 0 +

u ( t )  = uQ( t  ) 6 L2 ( [ - h M, 0 ] ,  Rp ) ( 5 . 2 . 3 )

g d z ie  wQ( x )  o ra z  uQ( t )  są d a n ym i f u n k c ja m i,  a g ra n ic a  we w z o rz e  ( 5 .2 .2 )  

J e s t  ro z u m ia n a  w s e n s ie  norm y w p r z e s t r z e n i  H i lb e r t a  L (D ,R ) .

Z a k ła d a  s i ę ,  że  r o z w ią z a n ie  w ( t , x )  ró w n a n ia  ( 5 . 2 . 1 )  s p e łn ia  w arunek b rze 

gowy O i r i c h le t a

w ( t , 8 ) = O d la  t e  3 0 , ( 5 . 2 . 4 )

g d z ie  3 O J e s t  b rz e g ie m  p r o s to p a d ło ś c ia n u  O.

P rz y  pow yższych  z a ło ż e n ia c h  i s t n i e j e  Je d n ozn a czn e  r o z w ią z a n ie  ró w n a n ia

( 5 . 2 . 1 )  [95] , [2 9 l] . P on ie w a ż  u k ła d  d y n a m ic z n y  ( 5 . 2 . 1 )  z a w ie ra  o p ó ź n ie n ia



-  83  -

я s te r o w a n iu ,  w ię c  p o c z ą tk o w y  s ta n  z u p e łn y  zQ j e s t  p a rę  f u n k c j i , .  t z n .

Z0 " { " o ( s ) * U0 ( t ) } 6 L2 ( 0 ' R) *  L2( [ - h M.0] ,  Rp ).

W c e lu  w y z n a c z e n ia  r o z w ią z a n ia  w ( t , x )  ró w n a n ia  ( 5 . 2 . 1 ) ,  p r z y  zadanym 
p o czę tko w y is  s t a n ie  z u p e łn ym  zQ, n a le ż y  ró w n a n ie  ( 5 . 2 . 1 )  p r z e d s ta w ić  w po
s t a c i  a b s t r a k c y jn e g o  ró w n a n ia  ró ż n ic z k o w e g o  w p r z e s t r z e n i  H i lb e r t a  L (D ,R i 
[9 l] . [9 5 ] , [326 ] , [3 3 0 ] .  2

1-M

y ( t )  ■ A y ( t )  ł ^ B j U f t  -  t e [ o .T ]  ( 5 . 2 . 5 )
i=0

g d z ie  y ( t ) = w ( t , x )  e L2 (D ,R )

® X )
Y ( t )  « —  '■ j e s t  pochodną  w zg lędem  n o rn y  w p r z e s t r z e n i  H i lb e r t a

l 2 ( d , r )

A i D ( A ) L 2 ( 0 , R ) j e s t  l i n io w y « ,  n ie o g ra n ic z o n y n  o p e ra to re m , o k re ś lo n y m  
ró w n o ś c ią

j= n  _

A ( y ) - ^2 " ( У ? ( 5 . 2 . 6 )
j - i  0 xj

D (A ) " | w ( t , x ) f  L j t D . R )  : A w ( t , x )  6 L2 ( D ,R ) ,  w ( t , s )  = 0 d la  s 6 3D^j-

( 5 . 2 . 7 )

P o n a d t o

8^ = ^ i l 1 b i 2  * • * * , b i l  * • • • , b ipJ l “ 0 , l , 2 , . e * , M  ( 5 . 2 . 8 )

g d z ie

b i l 6 L 2 (D ,R )  i  “  0 , 1 , 2  M, 1 - 1 , 2 , 3 , . . . ,p

Wiadomo (29C^ , [2 9 l] , [2 9 9 ] , [30Ó] , [3 3 0 ] , że  o p e r a to r  A j e s t  s a m o s p rz ę - 
żo n y  o ra z  p o s ia d a  w y łą c z n ie  p u n k to w e  w id a e ,  k t ó r e  s k ła d a  s ię  w c a ło ś c i  z 
r z e c z y w is ty c h  w a r to ś c i  w ła s n y c h

j= n

Ч - S  AA
J=i

( 5 . 2 . 9 )
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g d z i e :

ot, » [ o ^  .oę2 , . . .  ,ofj . . . .  ,ofn]  j e s t  wek to r em d o d a t n i c h ,  c a ł k o w i t y c h  indeksów,

<jr
c  = ~  j  = 1 , 2 , 3 , . « . , n  s ą  l i c z b a m i  r z e c z y w i s t y m i

i  dj
p

p r z y  z a ł o ż e n i u ,  ż e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  c  , j  >= l , 2 , 3 , . . . , n  są  l i n i o w o  n i e 

z a l e ż n e  nad p i e r ś c i e n i e «  l i c z b  c a ł k o w i t y c h ,  w s z y s t k i e  w a r t o ś c i  w ł asn e  

mają k r o t n o ś ć  równą j e d n o ś c i ,  a ponad to  z n o r n a l i z o w a n e  f u n k c j e  w ła sn e  

g cł( x ) ,  o d p o w ia d a j ą c e  w a r t o ś c i o m  własnym są n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i  [95] ,

[97] , [98] . [29 l] , [299] i

n 1
2 -  o

g^ęf x ) -  2 ( d 1d2 . . . d j . . . d n ) s i n ^ o f j ^ j )

s i n ( c 1eęŁ*2  • * , i n ^Cj ^ j * j  ^ • • • • i ,3( c n0<'nXn^ ( 5 . 2 . 1 0 )

S t ą d ,  no żna w a r t o ś c i  w ł as n e  upor ządkować  w s po s ób  n a s t ę p u j ą c y

e < \ l < ^ 2 <  ( 5 . 2 . 1 1 )

przy  czyn l i n  X »00
k -»oo

Zatem k a ż d e j  w a r t o ś c i  w ł a s n e j  ^ k odpow iada  f u n k c j a  w ła s n a  g k ( x ) . Funkc j e  

w ł as n e  g ^ ( x ) ,  k = 1 , 2 , 3 , . . .  t w o r z ą  o r t o n o r n a l n y  uk ład  z u p e ł n y  w p r z e 

s t r z e n i  H i l b e r t a  L2 ( D , R ) ,  [95 ] , [98] , [290] .

Wiadono [9 l] , [97] , [2 9 l] , [300] , [33Ó] , ż e  o p o r a t o r  A  j e s t  i n f i n i -

t e z yaa lny r c  g e n e r a t o r e m  s a r a o s p r z ę ż o n s j , z w a r t e j  o r a z  a n a l i t y c z n e j  d l a  t > 0  

p ó ł g r u p y  l i n i e w y c h ,  o g r a n i c z o n y c h  o p e r a t o r ó w  S ( t )  : l-2 ( D , R )  —» L 2 ( D , R ) , o -  

k r e ś l e n e j  w spos ób  n a s t ę p u j ą c y  1

k -o e

L2 ( D , R ) 3 y  -  2 J \ " ( X ) ' 9k ( x ) >  , , D 9k ( x )  ^
k-1 2 '  , '

Q k “  00
—> ( S ( t ) y ) ( x )  -  J  ^ 2  « x p ( - X k t ) g k ( x ) g k ( v ) w ( v ) d v  =>

D k-1

k -0 0  k = =o

* y  n, axp ( -X.kt ) < ^ w ( v ) . g k ( v ) ) >  L (D R j 9k ( x )  = ]> _ J  exp ( -A-kt  ) » kg k ( x  ) ( 5 . 2 . 1 2 )

k-1 2 ’ k-1

g d z i e  wk -  <(w(v ) ,  gk ( v j >  (D#
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Z a te m , s to s u ją c  t e o r i ę  l in io w y c h  rów nań ró ż n ic z k o w y c h  w p r z e s t r z e n ia c h  
H i lb e r t a  [9 l ]  , [2 9 l]  , [330 ] , je d n o z n a c z n a  r o z w ią z a n ia  ró w n a n ia  ( 5 .2 .5 )  p rz y

zadanyn  począ tkow ym  s t a n ie  zu p e łn y m  zQ »-f»*Q( x )  bYć p rz e d 
s ta w io n e  w n a s tę p u ją c e j  p o s t a c i :

i i-n
y ( t . z 0 , u )  -  S ( t ) w Q ( x )  + J S ( t  - ł )  Bi ( x ) u ( ł  - h ^ d ł

i - 0

i - M
S ( t ) w Q( x )  ♦ ^  S ( t -  ł  - h i ) « i ( x ) u ( ł ) d ł  ( 5 . 2 . 1 3 )

i - 0  - h

Po prostych przekształceniach równość (5.2.13) noże być przedstawiona w na- 

stępującej fornie:

i-n(t) O

y(,.v .> ♦ z: s S(t - ł  - h i )*i (x)u0 (ł)dł ♦
i-0 - n .

i-M t-fhi
+ | ^ S(t - ł - hi )Bi (x)uQ (ł)dł +

i-m(t)+l -h.

l-«(t) t"hi 
+ ‘ ^ S(t - ł - hi )Bi (x)u(ł)dł -

i - 0  O

» y( t .z _ .O ) + y ( t ,0 ,u ) ( 5 . 2 . 1 4 )

gdzie

*>(t )
r n, dla ttCh„* hm+i3 • ■ “ 8,1.2,...,M-1

(5 .2 .1 5 )

M, d la  t  >  h.

i = m ( t )  O

y ( t , z 0 , 0 )  -  S ( t  )wQ ( x )  + | ^  S ( t -  ł -  h i )B± ( x ) u 0 ( ł ) d ł  +

i - 0  - h i
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+ s  i S (t  -  ł  -  h. )Bi (x )u 0 ( ł ) d ł  (5 .2 .1 6 )
i= m ( t )+ l  -h^

i “ i#( t ) t r hi

y ( t .O ,u )  = ^ S ( t  -  ł  - h i )Bi ( x ) u ( ł ) d ł  (5 .2 .1 7 )
i « 0  O

Składowa rozwiązania y ( t , z 0 , 0 ) za le ży  jodyn ie  od początkowego stanu zu
pełnego z Q, natomiast składowa rozwiązania y ( t , 0 . u )  j e s t  za leżna tylko- 
od sterowania uS L^( [o ,t ]  , Rp ) ,  a zatem ma ona decydujące znaczenie dl 
s terow a lnośc i układu dynaaicznego ( 5 .2 .1 ) .

Ponieważ półgrupa S ( t )  j e s t  zwarta, podobnie jak operatory i  »
= 0 , l , 2 , . . . , M ,  w ięc na podstawie uwagi 4 .4 .5  układ dynamiczny postsc i
(5 .2 .1 )  n ie  może być ani względnie dokładnie s terowalny, ani absolutn ie  
dokładnie sterowalny. Zatem, je d yn y « !  rodzajami s te ro w a ln o śc i , ja k ie  na le

ży  rozpatrywać w odn ies ien iu  do układu dynamicznego (5 .2 .1 )  są i względna 
aproksymacyjna sterowalność oraz absolutna aproksymacyjna sterowalność.

P o n iż e j ,  d la  wygody C zy te ln ika ,  zostaną przytoczone je s zc ze  raz d e f i 
n i c j e  względnej oraz absolutnej aproksymacyjnej s terow a lnośc i,  przy uży
ciu  symbolik i stosowanej d la  układu dynaaicznego (5 .2 ,1 ) .

D e f in ic ja  5 .2 .1 . Układ dynamiczny (5 .2 .1 )  nazywa s i ę  układem względnie 
aproksymacyjnie sterowalnym w p r zed z ia le  [ e, f ]  , J e ż e l i  d la  każdego począt
kowego stanu zupełnego zQ każdej funkc j i  •»T ( x ) £ l_2 (0 ,R )  oraz każdej 
l i c z b y  r z e c zyw is te j  t  > O i s t n i e j e  sterowanie u 6 L-2 ( [o,fj , Rp ) ta k ie ,  
że edpowiadejąca temu sterowania t r a j e k to r ia  w ( t , x )  układu dynamicznego
(5 .2 .1 )  spe łn ia  następujący warunek:

||w(T,x) -  wt (x)|!l  ( D>R) <  6 (5 .2 .1 8 )

D e f in ic ja  5 .2 .2 . Układ dynamiczny (5 .2 .1 )  nazywa s i ę  układem absolut
n ie  aproksymacyjnie sterowalnym w p rzed z ia le  [o , t ]  ( hM < T ) ,  j e ż e l i  dla 
każdego początkowego etanu zupełnego zQ, każdego końcowego stanu zupeł
nego zT oraz dla każdej l i c z b y  r z e c zyw is te j  i  > O i s t n i e j e  sterowanie 
u 6 t-2 ( [0,T] , Rp ) t a k i e , że u ( s ) «  uf  ( s )  d la  s £  [ t  -  hM, T ) oraz odpowia

dająca temu sterowaniu t r a je k t o r ia  w ( t , x )  układu dynamicznego (5.2.1) sp e ł
nia następujący warunek:

[ 1 W ( T , X ) — W-̂ - (x]f|^ £ Q R ) ^ ^ ( 5 . 2 . 1 9 )
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Korzysta jąc z  ogólnych kryteriów sterowalności podanych w rozdziała 4, 
w następny® podrozdz ia le  zostaną sformułowana warunki konieczne i  wystar
czająca względnej aproksymacyjnej sterowalności w przedziale [O.lj układu 
dynamicznego (5 .2 .1 ) .

5.3. Warunki względnej aproksymacyjnej sterowalności [190] , [194]

TWIERDZENIE 5.3.1. Układ dynamiczny (5 .2 .1 )  jes t  względnie aproksyma
cyjnie sterowalny w przedziale [o,T] wtedy i  tylko wtedy, gdy zachodzą na
stępujące nierówności:

i= s (T )  l=p

S  S 4 .  $ O, dla k «  1 ,2 ,3 , . . .  (5 .3 .1 )
i=Q 1-1

gdzie

bi l k  = x)X 2 ( d . r ) '  dla 1 “ 1 ,2 ,3  p ( 5*3*2 )

D o w ó d .  Operator A, określony formułę (5 .2 .6 )  o dz iedzin ie danej
re lac ją  (5 .2 .7 ) ,  spełnia założenia H 1, H 4 oraz H 5 [95 ] , [29l| , [SOO] po
dane w podrozdziale 4.1. Ponadto przestrzeń l_2 ( D, R), w której określone 
jes t  równanie (5 .2 .1 ) ,  je s t  ośrodkową przestrzenią Hilberta [326] , [33(5] .
Spełnione są więc wszystkie założenia twierdzenia 4.5.2 (na mocy wniosku
4.5 .2, założenie H 3 jes t  równoważne założeniu H 5). Na podstawie rezul
tatów podrozdziału 5.2 krotność wartości własnych je s t  równa jeden,
tzn. 1  ̂ «  1 dla k = 1 ,2 ,3 , . . .  Z twierdzenia 4.5.2 wynika,że warunkiem 
konieczny» i  wystarczającym względnej aproksymacyjnej sterowalności w prze
dz ia le  [o ,t] układu dynamicznego (5 .2 .1 )  Jest, aby:

rząd B“ ( !   ̂ „ 1  dla k - 1 ,2 ,3 , . . .  (5 .3 .3 )

gdzie

Bk(T ; "  L\bl l ' 9k(x)X 2(D ,R ) ^ blp*

9k(x )X 2(D,R)* <0*21' 9k(x)X 2(D ,R ) ' * ”

' * * \ 02p' 9k(x)X 2(D ,R ) '* * *  ' ^ « ( T j p *  9k( x ^X2 (D,R)J k * 1 .2 ,3 . . . .
(5 .3 .4 )



-  88  -

Wykorzystując zależności ( 5 . 3 . 2 )  o r a z  ( 5 . 3 . 4 )  r e l a c j e  ( 5 . 3 . 3 )  można p r z e d 

s t a w i ć  w n a s t ę p u j ą c e j  f o r m i e :

r zą d  B * ( T )  -  r z e d [ b l l k  b lp k .b 21|< b2p|< bm(T)pk] =  1 .  k - 1 . 2 . 3 . . . .

( 5 . 3 . 5 )

Po n i e wa ż  r e l a c j e  ( 5 . 3 . 5 )  są równoważne r e l a c j o m  ( 5 . 3 . 1 ) ,  za tem t e z a  t w i e r 

d z e n i a  5 . 3 . 1  z o s t a ł a  d o w i e d z i o n a .

Wniosek  5 . 3 . 1 . J e ż e l i  T > hM, t o  uk ład  dynamic zny  ( 5 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d 

n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o . t]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y , g d y  

za ch o d zą  n a s t ę p u j ą c e  n i e r ó w n o ś c i :

i =M l = p

b* l k  *  O.  d l *  k -  1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 3 . 6 )

i=0 1=1

D o w ó d .  J e ż e l i  T >  hM, t o  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 5 . 2 . 1 5 )  m ( T )  =

-  M. Zatem t e z a  wn ios ku  5 . 3 . 1  wyn ik a  b e z p o ś r e d n i o  z  t w i e r d z e n i a  5 . 3 . 1 .

Wniosek  5 . 3 . 2 .  J e ż e l i  T <  , t o  uk ła d  dynamic zny  ( 5 . 2 . 1 )  j e e t  w z g l ę d 

n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o ,T ] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y , g d y  

za ch o d zą  n i e r ó w n o ś c i

1=P

2  b01k *  ° *  d l a  k “  i * 2 ' 3 ' * * *  ( 5 . 3 . 7 )
1-1

D o w ó d .  J e ż e l i  T <  hŁ , t o  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 5 . 2 . 1 5 )  m (T )  ■

= 0.  Zatem t e z a  wn iosku  5 . 3 . 2  wynika b e z p o ś r e d n i o  z  t w i e r d z e n i a  5 . 3 . 1 .

Wniosek  5 . 3 . 3 . J e ż e l i  M = 1 o r a z  T >  hx , t o  uk ład  dynamic zny  ( 5 . 2 . 1 )

J e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ o , l ]  w t e d y  i  t y l 

ko w t e d y ,  gdy  za ch o d zą  n i e r ó w n o ś c i

l a p  l = p

Ż  b01k + Ś  bU k  *  ° *  d l "  ( 5 - 3 - 8 >
1=1 1-1

D o w ó d .  J e ż e l i  M = 1 o r a z  T >  t o  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i

( 5 . 2 . 1 5 )  m (T )  = M = 1 .  Zatem t e z a  wn iosku  5 . 3 . 3  wyn ik a  b e z p o ś r e d n i o  z  

t w i e r d z e n i a  5 . 3 . 1 .

Uwaga 5 . 3 . 1 . W p r zypadku  gdy  T <  h j ,  z  punktu w i d z e n i a  s t e r o w a l n o ś c i

mamy do c z y n i e n i a  z  układem dynamicznym b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u .  Zatem

wn ios ek  5 . 3 . 2  j e s t  j e d n o c z e ś n i e  znanym [231] , [291] , [33Ó] warunkiem ko -



-  39 -

ni ec znym i  w y s t a r c z a j ą c y m  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów dy nam ic z 

nych o p i s a n y c h  r ównan iami  r ó ż n i c z k o w y m i  c zą s tk o wy m i  typu p a r a b o l i c z n e g o ,  

b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u .

Uwaga 5 . 3 . 2 ,, K r y t e r i a  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i  uzyskane  

w n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e  są  s ł u s z n e  d l a  i n n ych  t ypów warunków b r z e gow yc h  

i  i nnych  obs za rów  o k r e ś l o n o ś c i  r ównan ia  ( 5 . 2 . 1 ) ,  j e d n a k ż e  pod warunki em,  

ż e  k r o t n o ś c i  w a r t o ś c i  w ł as n yc h  o p e r a t o r a  A będę równe j e d n o ś c i . Z a s t r z e 

ż e n i e  t o  j e s t  b a rd z o  i s t o t n e ,  g d y ż  zm iana  warunków b r z e go wy c h  lu b  k s z t a ł 

tu o b s za ru  o k r e ś l c n o ś c i  r ó wnan ia  ( 5 . 2 . 1 )  wp ływa  w z a s a d n i c z y  spos ób  na 

k r o t n o ś c i  w a r t o ś c i  w ł as n yc h  o p e r a t o r a  A.

5 . 4 .  Warunki  a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i  [l9 o ] , [l94]

W y k o r z y s t u j ą c  r e z u l t a t y  p o d r o z d z i a ł u  4 . 4  (w s z c z e g ó l n o ś c i  wn i osek  4 .4 .1 ), 

w n i n i e j s z y m  p o d r o z d z i a l e  z o s t a n ę  s f o r mu łow an e  w a ru n k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r 

c z a j ą c e  a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [o , t]  ( h M< T )  

układu d yn am ic zn eg o  ( 5 . 2 . 1 ) .  Z a ł o ż e n i e  < T o b o w i ą z u j e  w cał ym p o d r o z 

d z i a l e  5 . 4 .

TWIERDZENIE 5 . 4 . 1 .  Uk ład  dynamic zny  ( 5 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  aproksyma

c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i e l a  [0 ,T ] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  z a ch o d zę  na

s t ę p u j ą c e  n i e r ó w n o ś c i :

1 -p  / i = M  . 2

Z ]  e x p i V i ) b i l k  + ° *  d l a  *« = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 4 . 1 )
1=1 ' i= 0  /

D o w ó d .  Na p o d s t a w i e  wn i osku  4 . 4 . 1  uk ład  dynamic zny  ( 5 . 2 . 1 )  j e s t

a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t a r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ o . l j  w t e d y  i  t y l k o

w t e d y ,  gdy  uk ła d  dynamic zny  bez o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u ,  p o s t a c i

i=M

S ( h M -  h± )Bi ( x ) u ( t  ) ,  ( 5 . 4 . 2 )

i = 0

j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ 0 , T  -  hM] .

U w z g l ę d n i a j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 5 . 2 . 1 2 )  o r a z  ( 5 . 2 . 8 )  u z y s k u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą 

ce  r ó w n o ś c i :

i « M  i=M k=o©

2  S(hN " = 2  2  e* P ( - V hM - hi ^ Bik 9k(x )  =
i = 0  i = 0  k= l
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i =M k=oo

e  i :  e x p ( - l khM)exp(/L|<hi )Bik gk( x )
i = 0  k = l

9*P ( - v M) exp(V i )Bxk9k( x )
k » l  i = o

(5 .4 .3 )

bi l k  bi p k ]  '  1 = 0 , 1 , 2 ...........M, k = 1 , 2 , 3 , . . .

( 5 . 4 . 4 )

o z n a c z a  p -wymia rowy  w e k t o r  w i e r s z o w y .

S t o s u j ę c  do układu dy namic znego  ( 5 . 4 . 2 )  z n a n e - [ 2 9 l j  , [300] , [330]  -  k r y 

t e r i a  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [o .T  -  h ]  u z y s k u j e  s i ę ,  

ż e  uk ład  dynamic zny  ( 5 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  s t e r o w a l n y  w’ 
p r z e d z i a l e  [o,T] w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

Po n i e wa ż  n i e r ó w n o ś c i  ( 5 . 4 . 5 )  s ę  równoważne  n i e r ów n oś c i o m  ( 5 . 4 . 1 ) , w i ę c  t e 
za  t w i e r d z e n i a  5 . 4 . 1  z o s t a ł a  d o w i e d z i o n a .

5 *5 .  a p r o k s ymacy jna  s t e r o w a l n o ś ć  j ednowymiarowych

układów dynamic znych  t ypu  p a r a b o l i c z n e n n  [194]

W yn ik i  u zyskane  w p o d r o z d z i a ł a c h  4 . 5  o r a z  5 .3  mogę być  z a s t o so w a n e  do 

bad an i a  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów dynamic znych  typu 

p a r a b o l i c z n e g o  z e  w s p ó ł c z y n n ik a m i  z a l e ż n y m i  od zmi ennych p r z e s t r z e n n y c h .  

N i e ch  b ę d z i e  dany uk ład  dynamic zny  S o p i s a n y  l i n i o w y m  równaniem r ó ż n i c z 

kowym c zęs tkowym typu p a r a b o l i c z n e g o  z  warunkami  b r z egowymi  t ypu  m i e s z a 

nego  o r a z  z  o p ó ź n i e n i e m  w s t e r o w a n i u ,  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

i=0

d l a  k = 1 , 2 . 3 ( 5 . 4 . 5 )

+ bQ ( x  )u (  t  ) + bh ( x ) u ( t  -  h ) ( 5 . 5 . 1 )
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okreś l o nym  d l a  ( t  , x ) 6 [o , t ]  * [o, d] . g d z i e  0 < d  o r a z  0 < h < T ,  s p e ł n i a 

jącym warun k i  b r z e go w e

( F w ) ( t , x )  = O ( 5 .5 .2 )

o r a z  warun k i  p oc z ą tk ow e

l ira l|w(t , x )  -  w0 (x)|| L |p>d]  = 0 ,  g d z i e  wQ ( x )  6 L2 [o ,d ] ( 5 . 5 . 3 )

t ->0

u ( t )  = uQ ( t ) 6  L2 [-h ,0 ] ( 5 . 5 . 4 )

gdzie p(x ) 6 C2 [o,d] . p (x )  > 0 ,  q ( x )6 C [o ,d ] ,  bQ(x ) ,  bh(x )  6 l-2 [o,d]
( 5 .5 .5 ;

i

O p e r a t o r  b r z e g o w y  F : H2 [ o , d ] - » R 2 (H2 [ o .d ]  j e s t  p r z e s t r z e n i ?  S o bo l e wa )  jest 

p o s t a c i :

( F w ) ( t , x )

00w ( t , 0 )  + a 1Q

a0dŴ t ,d )  + 3ld 9x^t , d ^

( 5 . 5 . 6 )

2  . « 2  j. n  n r a 7  a 2  + a2' , ^ O .g d z i e  a0 0 , a 1Q. aQd . a ^ S R ,  aQ0 + a1Q + O o r a z  aQd + a l d

a--' = ° *  a00W pr zypadku  warunków b r z e go wy ch  t ypu  D i r i c h l e t  8 ^a 10 = 3 i d  

aQd = l )  o p e r a t o r  b r z e g o w y  F = FD j e s t  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

T w ( t ,0 ) I
(Ff-wyt , x )  =

0 [ w ( t , d ) J

( 5 . 5 . 7 )

a o d p o w i e d n i  uk ład  dynamic zny  o z n a c z a  s i ę  symbolem SQ.

W p r zypadku  warunków b r z e gow yc h  t ypu  Neumanna ( a 0Q = aQd = O, a 1Q

= a = l ) .  o p e r a t o r  b r z e g o w y  F = F j e s t  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :  
l d  N

( F Nw ) ( t , x ) ( 5 . 5 . 8 )

a o dp o w i e d n i  uk ład  dynamic zny  o z n a c z a  s i ę  symbolem S^.
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W s z c z e g ó l n y m  p r z yp ad ku ,  gdy p ( x )  = 1 o r a z  q ( x )  = 0  d l a  x 6  [o.d] , od

p o w i e d n i e  uk ł ady  dynamic zne  o zn ac za  s i ę  s ymbolami  3 ,  3 , 3 .
0 N

D l a  uk ł adu dynamic znego  S s t a n  z u p e ł n y  w c h w i l i  t  = O, z Q = /wQ( x ) ,  

u0 ( t 7   ̂ *"2 " ^ e f i ni c j a  5 . 2 . 1  w z g l ę d n e j  ap ro k sy m ac y j n e j  s t e -
r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [o , t]  p o z o s t a j e  w mocy d l a  układu dynamic znego  S.  

Pod o bn i e  j a k  w p o d r o z d z i a l e  5 . 2 ,  d e f i n i u j e  s i ę  l i n i o w y  n i e o g r a n i c z o n y  ope 

r a t o r  A : D (A )  * *L [ P , d ]  ™ sposób  n a s t ę p u j ą c y :

( Aw ) ( t , x ) = ( p ( x )  ) + q ( x ) w ( t , x )  ( 5 . 5 . 9 )

o r a z

D ( A )  = | w ( t . x )  6 L 2 [ o ,d ]  : (Aw ) ( t , x  ) e Lg  [o ,d]  , ( F w ) ( t , x ) = o j  ( 5 . 5 . 1 0 )

Wiadomo.  [97] , [2 3 l] , [290] . [29 l] , [299] . ż e  o p e r a t o r  A j e s t  sa mo s pr z ę -

ż o n y ,  a j e g o  w a r t o ś c i  w ł as n e  ^ , k = 1 , 2 , 3 , . . .  są r z e c z y w i s t e  i  p o j e -  

d yn cze  o r a z  o k r o t n o ś c i  r ówne j  j e d e n ,  a o d p o w i a d a j ą c e  im f u n k c j o  w ł as n e  

gk ( x ) ,  x 6 [O .d] . k = 1 , 2 , 3 , . . .  t w o r z ę  o r t o n o r m a l n y  uk ład  z u p e ł n y  w p r z e -  

s t r z e n i  H i l b e r t a  L2 [ o , d l .  P o n a d t o ,  pon i e wa ż  o p e r a t o r  A j e s t  i n f i n i t e z y -  

malnym ge n e r a t o r e m  s i l n i e  c i ą g ł e j , a n a l i t y c z n e j  p ó ł g r u p y  l i n i o w y c h  o g r a 

n i c z o n y c h  o p e r a t o r ó w ,  w i ę c  w s z y s t k i e  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  4 . 5 . 2  są  s p e ł 
n i o n e .  Wprowadza s i ę  o z n a c z e n i a

d d

b0k = j  b0 ( x ) g k ( x ) d x ,  bhk = f  bh ( x ) g k ( x ) d x ,  k =  1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 5 . 1 1 )

0 0

TWIERDZENIE 5 . 5 . 1 .  Uk ład  dynamic zny  S j e s t  w z g l ę d n i e  a p ro k sy m ac y j 

n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o , t]  w t edy  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  za ch od zą  n a s t ę 
pu ją c a  n i e r ó w n o ś c i :

2 2
bok + bhk *  ° *  d l a  k = ( 5 . 5 . 1 2 )

D o w ó d .  Pon i e wa ż  s p e ł n i o n e  są z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  4 . 5 . 2  o r a z  

t w i e r d z e n i a  5 . 3 . 1 ,  w i ę c  można w y k o r z y s t a ć  b e z p o ś r e d n i o  t e z y  t y ch  t w i e r 

d z e ń .  Zatem,  u w z g l ę d n i a j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 5 . 3 . 1 ) ,  ( 5 . 3 . 2 )  o r a z  ( 5 . 5 . 1 1 )  ,a tak

ż e  f a k t ,  ż e  w p r z ypadku r o z p a t r y w a n e g o  układu dynamic znego  S « t e r o w a n i e  

j e s t  s k a l a r n e  ( p  = 1 ) ,  u z y s k u j e  s i ę  t e z ę  t w i e r d z e n i a  5 . 5 . 1 .

Uwagą 5 . 5 . 1 .  Funk c j e  w ła s n e  g k ( x ) ,  k = 1 . 2 , 3 , . . .  o p e r a t o r a  A z a l e ż ę  

w i s t o t n y  sposób  od typu warunków b r z egowych  o r a z  p o s t a c i  f u n k c j i  p ( x )  i  

q ( x ) .  Tym n i e m n i e j ,  d l a  r ównania  p o s t a c i  ( 5 . 5 . 1 )  o r a z  warunków b rz egowych
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p o s t a c i  ( 5 . 5 . 6 ) ,  ( 5 . 5 . 7 )  l ub  ( 5 . 5 . 8 )  k r o t n o ś c i  w a r t o ś c i  w ł as n yc h  o p e r a t o 

ra A JL , k = 1 , 2 , 3 , . . .  są  z a ws ze  równe j e d n o ś c i  [97] , [231] . [29l] , a

zatem t w i e r d z e n i e  5 . 5 . 1  j e s t  p r awdz iwe  t a k ż e  d l a  uk ładów dynamicznych SQ 

o r a z  SN> Dla  układów dynamic znych  3 ,  3^ ,  SN f u n k c j e  w ł as n e  g k ( x ) .  k = 

= 1 , 2 , 3 , . . .  można j a w n i e  w y z n a c z y ć  s t o s u j ą c  r e z u l t a t y  p r a c  [95] , [ 97 j , [2 3 l ] , 

[291] . [330] .

Uwaga 5 . 5 . 2 .  Uk ład  dynamic zny  SQ j e s t  s z c z e g ó l n y m  p r zy pa dk i em  układu 

dynamic znego  ( 5 . 2 . 1 )  d l a  j  = 1 ,  M = 1 ,  p = 1 ,  B g ( x )  = b ^ ( x ) ,  B ^ ( x )  =

= t>h ( x ) .  O c z y w i ś c i e  w tym p r zypadku  t w i e r d z e n i e  5 . 5 . 1  pok rywa s i ę  c a ł k o 

w i c i e  z  t w i e r d z e n i e m  5 . 3 . 1 .

5 . 6 .  W zg l ę d na ,  a p ro k sy m ac y j n a ,  b r z eg ow a  s t e r o w a l n o ś ć  -jednowymia ro w yc h  

układów dynamic znych  t ypu  p a r a b o l i c z n e g o  [l9 4 ]

W układach  dynamic znych  o p i s a n y c h  r ównan iami  r ó ż n i c z k o w y m i  c ząs t ko wym i  

mamy do c z y n i e n i a  z  dwoma z a s a d n i c z y m i  r o d z a j a m i  s t e r o w a n i a  -  s t e r o wa n i e m  

r o z ł o żo n ym  o r a z  s t e r o w an io m  b rzegowym.  Do t yc hcz as owe  r e z u l t a t y ,  podane w 

p o p r z e d n i c h  p o d r o z d z i a ł a c h ,  d o t y c z y ł y  w y ł ą c z n i e  s t e r o w a n i a  r o z ł o ż o n e g o  

( s t e r o w a n i e  w y s t ę p u j e  b e z p o ś r e d n i o  w r ównaniu u k ł a d u ) .  Obec n i e  z o s t a n ą  

s f o rmu łowane  warun k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  

b r z e g o w e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ o , t]  d l a  j ednowy mia ro weg o  układu dy

namic znego  S°

= J - ( p ( x )  + q ( x ) w ( t , x )  ( 5 . 6 . 1 )
' d t  o X  Ć  X

o k r e ś l o n e g o  d l a  ( t . x ) 6  [ 0 , T ] x [ 0 , d ]  , 0 < d ,  0 < h < T ,  s p e ł n i a j ą c e g o  warun

k i  p oc z ą tk ow e

l i m  | | w ( t , x )  -  w (x)|| = O, g d z i e  wQ( x ) 6 L,, [o ,d ]  ( 5 . 6 . 2 )

t - » o + L2 L ° 'd-i

u ( t )  -  uQ( t ) 6  L2 ( [-h ,0 ] , R2 ) ( 5 . 6 . 3 )

o r a z  warunek b r z e go wy

( Fw) ( t , x ) = BQu ( t )  + Bhu ( t  -  h )  ( 5 . 6 . 4 )

g d z i e  o p e r a t o r  b r z e g o w y  F o r a z  f u n k c j e  p ( x ) .  q ( x )  s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  

p o c z y n i o n e  w p o d r o z d z i a l e  5 . 5 ,  n a t o m i a s t  BQ o r a z  Bh są s t a ł y m i  m a c i e 

r zam i  2 x 2 - w y m i a r o w y m i ,  p o s t a c i
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b110 b120

Bh =

bl l h b12h
( 5 . 6 . 5 )

_b210 b220_ _b21h b22h_

P o d o b n i e  j a k  w p o d r o z d z i a l e  5 . 5 ,  uk ła d  dynamic zny  ( 5 . 6 . 1 )  z  warunkami  brze

gowymi  t ypu  D i r i c h l e t a  ( F  = FQ ) o zn a c za  s i ę  symbolem S ° ,  n a t om ia s t  z  wa

runkami  b r z ego wym i  t ypu  Neumanna ( F  = F ^ ) o z n a c z a  s i ę  symbolem S ° .W  szcze

gó lnym p r z yp ad k u ,  gdy  p ( x )  = 1 , q ( x )  = O, d l a  x g  [o .d ] , o d p o w i e d n i e  u-  

k ł a d y  dynamic zne  o z n a c z a  s i ę  s ymbolami  S ° , S ° .  S ° ,

D e f i n i c j a  5 . 5 . 1 . Uk ład  dynamic zny  S°  nazywa s i ę  w z g l ę d n i e  aproksyma

c y j n i e  b r z e go wo  s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  [ o , t ]  , j e ż e l i  d l a  d ow o l neg o  s t a 

nu z u p e ł n e g o  w c h w i l i  t  = O,  z Q = { w 0 ( x ) .  u0 ( t ) | e  L,, [o,d] *  l_2 ( [- h ,o ]  ,R2 ),

d o w o l n e j  f u n k c j i  wT ( x )  6 L 2 [o,d]  o r a z  d o w o l n e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  Ł  >  0 

i s t n i e j e  s t e r o w a n i e  u 6 L g (  [ 0 , T ]  , R2 )  t a k i e ,  ż e  o d p o w ia d a j ą c a  temu s t e r o 

waniu t r a j e k t o r i a  w ( t , x )  ukł adu dynamic zne go  S °  s p e ł n i a  warunek

U w ( T , x )  -  wT (x)|| < £  ( 5 . 6 . 6 )
4  I M

D e f i n i c j a  5 . 5 . 1  j e s t  m o d y f i k a c j ą  ( d l a  s t e r o w a n i a  b r z e g o w e g o )  d e f i n i c j i
5 . 2 . 1 .

W c e l u  w y z n a c z e n i a  e f e k t y w n y c h  k r y t e r i ó w  w z g l ę d n e j  ap ro k s y m a c y jn e j  brze

gow e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ o , f ]  uk ł adu dynamic znego  S ° ,  w y k o r z y 

s t a n e  z o s t a n ą  o g ó l n e  r e z u l t a t y  p o d r o z d z i a ł ó w  4 . 5  o r a z  5 . 3 .  IV tym c e lu  

wprowadza  s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

B0k = [ f 0k*  f d k ] B0 '  Bhk = [ f Ok* f d j  Bh * k = i « 2 -3 « * - *  ( 5 . 6 . 7 )

g d z i e

c = n fn  1 aOO ( 0 )  -  a 10g k_( 0 )  f  “ a0d d^T ( d )  + a i d 9k ( d >
Ok 2 . 2 ' Tdk P ( d ;  2 2----------------- '

aOO 10 aod a l d

k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 8 )

TWIERDZENIE 5 . 6 . 1 .  Uk ład  dynamic zny S °  j e s t  w z g l ę d n i e  a p ro k sy m ac y j 

n i e  b r z e go w o  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o,f] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y , g d y  z a c h o 

dzą n a s t ę p u j ą c e  z a l e ż n o ś c i :

r 2?d  LB0 k '  Bhk] “  X '  d l a  k = 1 -2 -3 . - - -  ( 5 . 6 . 9 )
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D o w ó d .  R o z w i ą z a n i e  w ( t , x )  r ó wnan ia  ( 5 . 6 . 1 )  z  warunkami  ( 5 . 6 . 3 )  

o r a z  ( 5 . 6 . 4 )  no żna p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e g o  s z e r e g u  f u n k c y j n e 

go [28] , [36] . [37] , [190] , [218] , [219] i

k=oo

w ( t , x )  = ] > ]  wk ( t ) g k ( x ) .  ( t . x ) 6  [ 0 . T ] x [ 0 . d ]  ( 5 . 6 . 1 0 )

k= l

g d z i e  w ^ ( t )  są w s p ó ł c z y n n i k a m i  r o z w i n i ę c i a  wzg l ę dem  z u p e ł n e g o ,  o r t o n o r -  

ma lnego układu g k ( x ) ,  k = 1 , 2 , 3 , . . .  W s p ó ł c z y n n i k i  wk ( 0 .  k = 1 , 2 , 3 , . . .  

są j e d n o c z e ś n i e  r o z w i ą z a n i a m i  p r z e l i c z a l n e g o  uk ładu równań r ó ż n i c z k o w y c h  

zw y c z a jn y c h  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j  [?18] , [219] :

wk ( t )  = >̂kw|{ (*: ) + BQku ( t  ) + Bhku ( t  -  h ) ,  k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 1 1 )

Zatem uk ład  dynamic zny  S °  j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  b r z e gow o  s t e r o -  

wa l ny  w p r z e d z i a l e  [p#"0 w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy d l a  ka żd e go  k = 1 | 2 ,3 m n  

uk ł ad  dynamic zny  o p i s a n y  r ównaniami  ( 5 . 6 * 1 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  w 

p r z e d z i a l e  [o . t]  . S t ą d ,  w y k o r z y s t u j ą c  znane  [261] w a r unk i  k o n i e c z n e  i  wy

s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [o *t ] uk ł adów dynam ic z 

nych p o s t a c i  ( 5 . 6 . 1 1 ) ,  u z y s k u j e  s i ę  t e z ę  t w i e r d z e n i a  5 . 6 . 1 .

W y k o r z y s t u j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 5 . 6 . 7 )  o r a z  ( 5 . 6 . 8 ) ,  na p o d s t a w i e  t w i e r d z e 

n i a  5 . 6 . 1 ,  można o t r z y m a ć  s z e r e g  warunków k o n i e c z n y c h  i  w y s t a r c z a j ą c y c h  

w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  b r z e g o w e j ‘ s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [o , t]  d l a  

s z c z e g ó l n y c h  p rz ypadków  układu dy nam ic zne go  S ° .  P r z y p a d k i  t e  u z y s k u j e  si$ 

p o p r z e z  s p e c y f i k a c j ę  e l em en tów  m a c i e r z y  Bq o r a z  7 j a k  r ó w n i e ż  pop r ze z  

zmianę  t y pu  warunków b r z eg ow yc h  ( u k ł a d y  dynamic zne  S^,  S ^ )  l ub  f u n k c j i

p ( x ) o r a z  q ( x )  ( u k ł a d y  dynamic zne  S ° .  1 ° ,  Ś ° ) .  P o n i ż s z e  w n i o s k i  p r e 

c y z u j ą  w ar unk i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  b r z e 

go w e j  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  t y c h  p r z ypadków  s z c z e g ó l n y c h .  P on i ewa ż  w s z y s t k i e  

t e  w n i o s k i  w y n i k a j ą  b e z p o ś r e d n i o  z  t w i e r d z e n i a  5 . 6 . 1  o r a z  z a l e ż n o ś c i

( 5 . 6 . 7 )  i  ( 5 . 6 . 8 ) ,  w i ę c  z o s t a n ą  one podane  b e z  dowodów.

Wniosek  5 . 6 . 1 .  Uk ład  dynamic zny  S °  j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  

b r z e go w o  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o , t]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

( bl l 0P (0 )  S 1 -  b210P (d )  ^  (d ) )2  +

+ ( W (0 )  ^  (0 )  "  b220p (d )  S T  (d ) )2  +
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+ ( b l l h P ( 0 > ^  ( 0 )  -  b21hp ( d > ^  ( d ) ) 2  +

dg dg

+ ( bi 2 h p ( 0 )  d T "  ( 0 )  “  b22hp ( d )  dx ( d ) )  *  0 ( 5 . 6 . 1 2 )

d l a  k 3 1 |2 i3 | • • •

Wniosek  5 . 6 . 2 . Uk ład  dynamic zny  S® J e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  

b r z e go wo  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [o,Tj w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

( - b H O p ( °  ^9k ( ° )  + b2 l O P ( d ) 9 k ( d ^ 2 + ( ” b i 2 0 P ( °  ( °  )  + b 2 2 0 p ( d ) 9 k ( d ) ) 2 +

+ { - bl l h p ( 0 ) 9 k ( 0 )  + b21hp ( d ) ) 2  + ( - b12hp ( 0 ) 9 k ( 0 )  + b22hp ( d ) 9 k ( d ) ) 2  *  0

d l a  k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 1 3 )

Wniosek  5 . 6 . 3 . J e ż e l i  b12o  = b210 = b12h = b21h = t 0  uk ła d  dyna
m ic zn y  S J e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  b r z e go wo  s t e r o w a l n y  w p r z e 

d z i a l e  [o , t ] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

( p ( 0 ) ( aQQ ^  (0 )  -  a109k( 0 ) ) ) 2 (b210+ b2l h ) ♦

+ ( p ( d ) ( a l d g k ( d )  -  aQd ^  ( d ) )  ) 2 ( b 220 ♦  b22h > *  ° *  d l a  k = 1 . 2 , 3 , - .
( 5 . 6 . 1 4 )

Wniosek  5 . 6 . 4 . J e ż e l i  b = b _ _ _  = b „_ ,  = b „_ ,  = 0 ,  t o  układ  dynamic z -' '  q 1^0 220 12h 22n
ny S j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  b r z e go wo  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

[o , i ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

,, aoo 371 ( ° )  -  a109k(0 )  , n m  ” aod d ^  (d )  + aid 9k(d ) 2
H o  --------- 2— — 2--------------- + 210  2"   >

a l 0  a0 d  + a l d

+ ( b l l h p ( 0 )  J Ł 4

dgk
( o )  -  a , _ g .  (o )

dg

aoo + aio

-  a0d d T  (d )  + aidgk(d )  2 (n
 2"— 2---------- > * °

a0d + aid

d la  k = 1 , 2 , 3 , . . .  (5 .6 .1 5 )
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Wniosek 5 . 6 . 5 . J e ż e l i  b 120  ~ b210 = b12h = b21h = ° *  t 0  uk ład  dy na~ 
raiczny S °  j o s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  b r z e go w o  s t e r o w a l n y  w p r z e 

d z i a l e  [o ,i] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

( P ( ° )  S 1 (0 ) ) 2 <b110 + bl l h 5 +

+ ( p ( d ) ( d ) ) 2 ( b | 2Q + b22 ) 4 0 ,  d l a  k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 1 6 )

Wniosek  5 . 6 . 6 . J e ż e l i  b120 = b220 = b12h = b22h = 0 ,  t o  uk ład  dynamicz

ny j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  b r z e go wo  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e

[o,T] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

( - b 1i 0 p ( ° ) g k ( ° )  + b210p ( d ) g k ( d ) ) 2 +

+ ( - b  hp ( 0 ) g k ( 0 ) g k ( 0 )  + b21hp (  d ) g fc ( d ) ) 2 0 ,  d l a  k = 1 , 2 , 3 , . . .
( 5 . 6 . 1 7 )

Wn iosek  5 . 6 . 7 . J e ż e l i  b l2Q = b ^  = b ^  = b21h = 0 .  t o  uk ład  dynamicz

ny ~ j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  b r z e go wo  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

[ 0 ,T )  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

( P ( 0 ) g k ( 0 ) ) 2 (b210 *  b2i h ) ♦

+ ( p ( d ) g k ( d )  )2 (b | 2Q + b22h^ ^ ° *  d l a  k = 1 ' 2 ' 3 " - * ( 5 . 6 . 1 8 )

Wniosek  5 . 6 . 8 . J e ż e l i  b 12Q = b12h = b22Q = b22h = O . t o  uk ład  dyna mic z 

ny j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  b r z eg owo  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e

[0 ,T ] w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

(b 110p (0 )  d ^  (0 )  "  b210p (d )  ( d ) )2  +

+ (b hp (0 ) ^  (0 ) -  b21hP (d ) dx^ ( d ^ 2 * 0 dla k = 1<2 «3 ' * * '
l l h  dX 1 ( 5 . 6 . 1 9 ' )
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P r z y k ł a d  5 . 6 . 1 .  N i e c h  b ę d z i e  dany uk ład  dynamic zny  Sp,  d l a  k t ó r e g o

b120 = b220 = b12h = b22h = ° *  w i adomo . [?5] . [29 l] , [299] . ż e  d l a  powyż 
s z e g o  uk ładu dynamic zne go  w a r t o ś c i  w ł as n e  k = 1 , 2 , 3 , . . .  o r a z  f u n k c j e  

w ła s n e  9k ( x ) »  k = 1 , 2 , 3 , . . .  maję  n a s t ę p u j ą c ?  p o s t a ć :

« /k3T >2
Ak = “  ( - d“ ; k = 1 .2 ,3 , . . .  (5 .6 .20)

St ęd

9k ( x ) = V f  s i n ( ^ ) ,  x e [ 0 , d ] t k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 2 1 )

d9k
d T

( 0 ) k j  
= d f i

d9k
“ ( d ) II f  ( - 1 ) '

k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 2 2 )

k = 1 , 2 , 3 , . . .  ( 5 . 6 . 2 3 )

Pon i e wa ż  p ( 0 )  = p ( d )  =■ 1 ,  za tem na mocy wn iosku  5 . 6 . 8 ,  r o z p a t r y w a n y  układ 

dynamic zny  3Q j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  b r z e go wo  s t e r o w a l n y  w p r z e 

d z i a l e  [ 0 , T ]  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy za ch o d zą  n a s t ę p u j ą c e  n i e r ó w n o ś c i :

(b110 "  b210(- l ) l< )2  + (bl lh  "  b21h(- l ) l< )2  * °* dla k = 1 . 2 . 3 , . . .  (5 .6 .24)

Z a l e ż n o ś c i  (5 .6 .24) są równoważne nas t ępu jącemu  warun ko w i :

lo| + |b2lo| lub |bl lh| *  Ib2lh| (5.6.25)!b l l C

Warunek ( 5 . 6 . 2 5 )  j e s t  n a j p r o s t s z y m  warunkiem kon i e c znym i  w y s t a r c z a j ą 

cym w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ o ,T]  r o z p a t r y w a n e g o  układu dyna

m ic zn eg o  3®.



R O Z D Z I A Ł  6

STEROWALNOŚĆ LINIOWYCH, DYSKRETNYCH, NIESKOŃCZENIE WYMIAROWYCH 

UKŁADÓW DYNAMICZNYCH Z  OPÓŹNIENIAMI W STEROWANIU

6 . 1 .  Wprowadzen i e

R ó w n o l e g l e  z  r o zw o j em t e o r i i  s t e r o w a l n o ś c i  c i ą g ł y c h  układów d yn am ic z 

nych p ow s t aw a ł y  p r a c e  d o t y c z ą c e  z a g a d n i e ń  s t e r o w a l n o ś c i  d y s k r e t n y c h  u k ł a 

dów dynamic znych  o p i s a n y c h  l i n i o w y m i  r ównan iami  r ó ż n i c o w y m i  [l5 2 ] , [l53 ] ,

[310] , [345] . W p r z yp ad k u ,  gd y  uk ład  d y s k r e t n y  o t r z y m u j e  s i ę  na d r o d z e  dys-

k r e t y z a c j i  l i n i o w e g o ,  c i ą g ł e g o ,  s k o ń c z e n i e  wymia rowego  uk ładu d yna mi c z ne 

g o ,  s t e r o w a l n o ś ć  uk ładu c i ą g ł e g o  n i e  z a ws ze  g w a r a n t u j e  s t e r o w a l n o ś ć  u k ł a 

du d y s k r e t n e g o .  Z a l e ż n e  j e s t  t o  w s po sób  i s t o t n y  od w a r t o ś c i  w ł as n yc h  ma

c i e r z y  s t an u  uk ładu c i ą g ł e g o  Ql8] , [40]  , [89] . Po d o bn i e  j a k  d l a  c i ą g ł y c h

układów d yn am ic zn yc h ,  t a k ż e  w p r z ypadku  układów d y s k r e t n y c h  r o z p a t r u j e  s i ę  

s t e r o w a l n o ś ć  uk ładów z ł o ż o n y c h  [266]  .

W o s t a t n i c h  l a t a c h ,  o p r ó c z  uk ładów d y s k r e t n y c h  z  j e d n ą  zmienną n i e z a 

l e ż n ą ,  r o z p a t r u j e  s i ę  w l i t e r a t u r z e  t a k ż e  l i n i o w e  uk ł ad y  d y s k r e t n e  skoń 

c z e n i e  wymiarowe  o dwu zm iennych  n i e z a l e ż n y c h ,  t z w .  2-D u k ł a d y .  W i ą ż e  s i ę  

t o  ś c i ś l e  z  z a s t o so wa n i e m  t y c h  układów w t e o r i i  dwuwymiarowych f i l t r ó w  l i 

n i owych  [lO l] , a t a k ż e  w t e o r i i  p r o ce só w  d w u l i n i o w y c h  [287| . Wśród s z e r e 

gu p r a c  p oś w i ę c on yc h  p r o b l e m a t y c e  2-D układów k i l k a  d o t y c z y  b e z p o ś r e d n i o  

za g a d n i e ń  s t e r o w a l n o ś c i  t y c h  uk ładów ,  są t o  m i a n o w i c i e  p r a c e :  [84] , [ 85]  ,

[101] , [287] , [3 lĄ  .

S t e r o w a l n o ś ć  l i n i o w y c h ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowych  układów d y s k r e t n y c h  z  

o p ó ź n i e n i a m i  w s t a n i e  lu b  s t e r o w a n i u  b y ł a  r o z p a t r y w a n a  w n a s t ę p u j ą c y c h  pra

cach : [123] , [l83 ] , [1 8 4  . [192] , [244] , [2 53 ] .

R o z s z e r z e n i e  r e z u l t a t ó w  d o t y c z ą c y c h  s t e r o w a l n o ś c i  l i n i o w y c h  układów dys

k r e t n y c h  na p r z yp a d e k  układów d y s k r e t n y c h  o k r e ś l o n y c h  w n i e s k o ń c z e n i e  wy

miarowych p r z e s t r z e n i a c h  Banacha l ub  H i l b e r t a  o r a z  na a n a l i z ę  w y n i k a j ą 

cych s t ą d  p rob lemów z a w i e r a j ą  n a s t ę p u j ą c e  p o z y c j e  l i t  e r a t  urowe : [10 4 ] ,  [105J, 

[106] , [108] , [109] , [ l lO ]  , [125] , [126] , [188] . S tosunkowo dużo  uwag i  po 

ś w i ę co n o  w n i c h  dysk re tny m układom dynamicznym z  o p e r a t o r e m  p r z e s u n i ę c i a ,  

a t a k ż e  p r o b l e m a t y c e  i c h  r e a l i z a c j i ,  z  w y k o r z y s t a n i e m  p o d p r z e s t r z e n i  n i e 

z m i e n n i c z y c h  o p e r a t o r a  p r z e s u n i ę c i a  o r a z  wek to ro wyc h  o p e r a t o r ó w  Hanke l a  

[106] , [108] , [109] .
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W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  z o s t a n ą  s f o rmu łow ane  warunk i  k o n i o c z n e  i  w y s t a r 

c z a j ą c e  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  l i n i o w y c h ,  d y s k r e t n y c h , o k r e ś l o 

nych w n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowych p r z e s t r z e n i a c h  H i l b e r t a . u k ł a d ó w  dynam ic z 

nych z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u .

6 . 2 .  Opi s układu dy namic znego  i  podstawowe  d e f i n i c j e  [l83 ] , [184] , [l88|

P o d o b n i e  j a k  w p r z ypadku  układów c i ą g ł y c h ,  t a k ż e  d l a  d y s k r e t n y c h  u k ł a 

dów dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u ,  o k r e ś l o n y c h  w p r z e s t r z e n i a c h  

H i l b e r t a ,  można z d e f i n i o w a ć  k i l k a  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e r o w a l n o ś c i . W  n i n i e j 

szym p o d r o z d z i a l e  z o s t a n ą  s f o rm u ło wa ne  podstawowe  d e f i n i c j e  s t e r o w a l n o 

ś c i  d l a  n a s t ę p u j ą c e g o  d y s k r e t n e g o  uk ładu dynamic zne go  z  w i e l o k r o t n y m i  o -  

p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u :

i =M

x ( k + l )  = A ( k  ) x ( k  ) + S i ( k  ) u ( k - i )  k 6 [ ko  * kN—J  

i = 0

g d z i e :

[kQ .k^]  = ^ k Q ,k0 + l ,  kQ+ 2 , . . . , kQ+Nj-, kQ j e s t  l i c z b ą  c a ł k o w i t ą  

x ( k ) e x ,  d l a  k £  [kQ . k N] ,  X j e s t  p r z e s t r z e n i ą  H i l b e r t a  

u ( k ) e U ,  d la  k 6  t ko " M,l<N-l-! '  U Je s t  P r2 ® s t r z e n i ę  H i l b e r t a  

A ( k )  e 2 ( X ) ,  d l a  k 6 [ k0 . k N_ J

B ^ k j f r  Z ( U , X ) ,  d l a  k e  [ k 0 , k N_ J  o r a z  i  6 [o , m]

S ymbo l i ka  d o t y c z ą c a  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  o r a z  o p e r a t o r ó w  l i n i o w y c h  w p r z e 

s t r z e n i a c h  H i l b e r t a ,  podana w p o d r o z d z i a l e  4 . 1 ,  b ę d z i e  r ó w n i e ż  obow ią zywa 

ł a  w n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e .  P o d o bn i e  j a k  d l a  uk ładów c i ą g ł y c h ,  s t a n  z u p e ł 

ny w c h w i l i  k uk ładu dynamic znego  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  p o s t a c i :

Zk = - (x ( k ) » “ ( k - M )  , u ( k - M + l ) , . .  .  , u ( k - 2 ) , u ( k - l  )J- 6 X x U x U x . . .  x U = X x UM.

J e ż e l i  A ( k )  = A o r a z  B ^ k )  = d l a  k€ [ k j j . k ^ J  o r a z  1 6 [o , mJ ,  wów

c z as  układ  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  s t a j e  s i ę  układem s ta c j o n a rn y m  n a s t ę p u j ą c e j  

p o s t a c i :

i - M

x ( k + l )  -  A x ( k )  + ^  B± u ( k - i )  k f e [ 0 , N - l ]  ( 6 . 2 . 2 )

i = 0

Ola  d y s k r e t n y c h ,  s t a c j o n a r n y c h  układów dynamic znych  można,  baz  u t r a t y  o -  

g ó l n o ś c i  p r z y j ą ć ,  ż e  c h w i l a  p oc z ą t ko wa  kQ a 0 .
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Dla  n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowych  uk ładów d y s k t e t n y c h  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e 

r ow a n iu ,  z  t y ch  samych w z g l ę dó w  j a k  d l a  uk ładów c i ą g ł y c h  ( p o d r o z d z i a ł  4 .2 i 

wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  r o d z a j e  s t e r o w a l n o ś c i : w z g l ę d n ą  ap r oksym acy jną  

( d o k ł a d n ą )  s t e r o w a l n o ś ć  o r a z  a b s o l u t n ą  ap rok sy m ac y j n ą  ( d o k ł a d n ą )  s t e r o w a l -  

ność .

D e f i n i c j a  6 . 2 . 1 . Uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem w z g l ę d n i e  

a p r o k s y m a c y j n i e  ( d o k ł a d n i e )  s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  [ k g » k ^ ] f j e ż e l i  d l a

k ażd eg o  p oc zą tk o w e g o  s t a nu  z u p e ł n e g o  z  , ka żd e go  w e k t o r a  x N 6 X o raz  każ-
0 . 

d e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  £ >  O ( t =  O )  i s t n i e j e  s e k w e n c j a  s t e r o w a ń  u ( k 0 ; .  

u (k 0 + l )  u ( k N- 2 ) , u ( k N- l ) t a k a ,  ż e  o d p o w i a d a j ą c a  t e j  s e k w e n c j i  s t e r o 

wań t r a j e k t o r i a  x ( k )  ukł adu dy nam ic zne go  ( 6 , 2 . 1 )  s p e ł n i a  warunek

llx(kN5 " XJ  x < (6.2.3)

D e f i n i c j a  6 . 2 . 2 . Uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  nazywa s i ę  układem a b s o l u t 

n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  ( d o k ł a d n i e )  s t e r o w a l n ym  w p r z e d z i a l e  [ kQ*knJ ' 

j e ż e l i  d l a  ka żd e go  p oc z ą tk o w e g o  s t a n u  z u p e ł n e g o  z^  , ka żd e go  końcowego

s tanu  z u p e ł n e g o  z^  = - ^ x ( k N ) , u ( k N- M ) , u ( k N~ M + l ) , . . .  , u ( k N~2 ) , u ( k N~ l  ) j- o r a z

k a ż d e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  t  >0 ( £ = 0 )  i s t n i e j e  s e k w e n c j a  s t e r o w a ń

u ( k 0 ) , u ( k 0 + l ) , u ( k 0 + 2 ) ..........u ( k N- M - 2 ) . u ( k N- M - l )  t a k a .  ż e  o d p o w ia d a j ą c a  t e j

s e k w e n c j i  s t e r o w a ń  t r a j e k t o r i a  x ( k )  ukł adu dynamic zne go  ( 6 . 2 . 1 )  s p e ł 

n i a  warunek

||x(kN ) -  x ( k N )||x <  £ ( 6 . 2 . 4 )

M o d y f i k a c j e  po w yż s zy ch  d e f i n i c j i  d l a  układu dy namic znego  ( 6 . 2 . 2 )  są  o c z y 

w i s t e  ( k Q = O ) .

6 . 3 .  Warunki  w z g l ę d n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  [l88 ]

P r z y  zadanym poc zą tkowym s t a n i e  zupe łnym z fc j e d n o z n a c z n e  r o z w i ą z a 

n i e  l i n i o w e g o  r ówn an ia  r ó ż n i c o w e g o  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i  [l83], 

[184] . [310] :

j = k - l  i = M

x  ( k )  = F ( k , k 0 ) x ( k 0 ) +  F ( k . J + D  Bi ( J , u ( J “ l )  d l a  k >  k0

J “ k0  1=0 ( 6 . 3 . 1 )

g d z i e  F ( k , j ) e i ( X )  j e s t  o p e r a t o r e m  t r a n z y c j i  ukł adu ( 6 . 2 . 1 )  o n a s t ę p u 

j ą c y c h  w ł a s n o ś c i a c h :
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F ( k . j )  = F ( k , j + l ) A ( j )  = A ( k - l ) A ( k - 2 ) . . . A ( j + l ) A ( j )  d l a  k > j

F ( k . k )  = I

F ( k , j  ) n i e  j e s t  o k r e ś l o n y  d l a  k <  j .

W p r zypadku  gdy o p e r a t o r y  A ( k )  p o s i a d a j ?  d l a  w s z y s t k i c h  k o g r a n i c z o 

ne o p e r a t o r y  o d w r o t n e ,  t z n . A - 1 ( k )  i s t n i e j ?  o r a z  A- 1  (k  ) 6 X ( X ) ,  wówczas  o -  

p e r a t o r  t r a n z y c j i  F ( k , j )  j e s t  o k r e ś l o n y  t a k ż e  d l a  k <  j  w n a s t ę p u j ą c y  

s p o s ó b :  [183] , [192] , [3 ld j

F ( k . j )  = A_ 1 ( k ) F ( k + l , j )  = A " 1 ( k ) A " 1 ( k + i ) . . . A " 1 ( j - 2 ) A - 1 ( j - l )  d l a  k < j

W tym p r zypadku  o p e r a t o r  t r a n z y c j i  F ( k , j )  p o s i a d a  pewne dodatkowe  włas

n o ś c i

( i )  F ( k , j )  p o s i a d a  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  o dw ro tn y  d l a  W s z y s t k i c h  k , j , a  po

nad to  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą c a  r ów n o ś ć :  F- 1 ( k , j )  = F ( j , k ) £  <X(X)

( i i )  F ( k , j )  = F ( k , i ) F ( i , j )  d l a  w s z y s t k i c h  k , i , j .

O e ż e l i  A ( k )  = A d l a  w s z y s t k i c h  k ,  wówczas  F ( k , j )  = A ^ - j  d l a  k > j ,  a 

j e ś l i  pona d to  A i f ( X ) ,  wówczas  F ( k , j )  = Ak  ̂ d l a  w s z y s t k i c h  k o r a z  j .

We w s z y s t k i c h  pow yżs zy ch  z a l e ż n o ś c i a c h  p o t ę g o w a n i e  o p e r a t o r ó w  j e s t  r o 

zumiane  w s e n s i e  k o l e j n e g o  s k ł a d a n i a  o p e r a t o r ó w .

W y k o r z y s t u j ? c  z a l e ż n o ś ć  ( 6 . 2 . 5 )  o r a z  do k o n u j ąc  zmian w k o l e j n o ś c i  sumo

w a n ia ,  r o z w i ? z a n i e  r ównan ia  ( 6 . 2 . 1 )  d l a  k = kN można p r z e d s t a w i ć  w na-  

s t ę p u j ? c e j  f o r m i e :

0

i =M j = k  - i - l

F ( kN * j  + i + 1  ^ ( j + i M j  )  ( 6 . 3 . 2 )

i = 0  j = k 0 - i

N i e ch

N -  l ,  d l a  M >  N

d l a  M <  N
(6 .3 .3 )
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Po n i e wa ż  wartości sterowania u ( j )  dla j6  [kg-M,kg-l] wchodzę do d e f in i
c j i  stanu z u p e ł n e g o  z  , więc w celu ich wydzielenia należy zależność 

k0
(6 .3 .2 )  przekształc ić  do następującej postaci:

i=m J ^ p - 1

x (k N) = F(l<N-l<o)x (kO) + 2  " >  I F(kN. j  + i+ l )B i ( j +i ) u ( j )  +
i=0 j=kQ- i

i=m

s -

H II o j = k0

i=M j = kN- i “ 3

s x :
i » m + l j =k0 - i

, 0 )  + x ( k N , 0 , u O

F ( kN ' k0 ) x ( k 0 ) '

i =M j “ kN" i - :

s >  :
i =m+ l■ j ^ o -1

( kN ' ° ‘
u(  kQ ) ,  u(k.

i=>ra J -k  - i - 1

s  >  :

I) +

F ( k N . j + i  + i ) B i ( j + i ) u ( j )

g d z i e

i=m J ^ o " 1

S 'S
i -0  j=kQ- i

(6 .3 .5 )

i ( j  ) ( 6 . 3 . 6 )

i = 0  j=kc

Składowa x (k M.z  ,0 )  jes t  zależna wyłącznie od początkowego stanu zu-
O

p e ł n e g o  z, i  n i e  ma ża dn e go  wpływu na sterowalność układu dynamicznego
k0

( 6 . 2 . 1 ) .  Na to m ia s t  sk ł ado wa  (6 .3 .6 ) jes t  z a l e ż n a  od sekwencji sterowań 
u(.k ) , u ( k r.+l  ) .  u ( kQ+2 ) .........u(kN-2 ) ,u (k N- l ) ,  w związku z czym raa ona de
cydujący wpływ na s t e r o w a l n o ś ć  układu dynamicznego (6 .2 .1 ) .
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Ola  s k r ó c e n i a  z a p i s u  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :  

X 3 £ ’ m( 2 k0 ' x ( k N ) )  = x ( k N> “  F ( kN*k0 ) x ( k 0> “  

i=m J=ko - 1- E S  F ( k N , j + i + l ) B i ( j + i ) u ( j )
i = 0  j = k 0 - i

i=M J=kN- i - 1

- E S  F(kN*J+i+1)BiU+i)uU)
i =m + l  j - k g - i

( 6 . 3 . 7 )

i = n ( j  )

X ( U , X ) 3 P ( j )  = F f k ^ j + i + U B ^ j + i )  j 6 [ k 0 .kN- l ]  ( 6 . 3 . 8 )

i=0

g d z i e

m ( j )  = m in (m ,kN- j - l )  ( 6 . 3 . 9 )

S(kQ.kN)6 a(uN.x) j e s t  o p e ra t o r e m  zd e f i n i o w a n y m  n a s t ę p u j ą c ą  r ó w n o ś c i ą :

^=kN_1
UN 9 { u ( k 0 ) . u ( k o + l ) , . . . . u ( k N- 2 ) . u ( k N- 1 ) j _ i . P ( j ) u ( j ) 6 X  ( 6 . 3 . 1 0 )

j = k0

O b ec n i e  z o s t a n i e  z d e f i n i o w a n y  t zw .  o p e r a t o r  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  

w( k 0 . kN ) . b ę d ą c y  od p o w i e dn ik i e m  d l a  p rz ypadku  p r z e s t r z e n i  n i e s k o ń c z e n i e  wy

m i a rowych ,  z n a n e j ,  [l83| , [l84] , m a c i e r z y  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i .  Ope ra 
t o r  t e n  j e s t  z d e f i n i o w a n y  w spos ób  n a s t ę p u j ą c y :

J -kN- l

w(k0 .kN) = s (k0 .kN)s* (k0 .kN) =

J=k0

3=kN- l

J = kr

l=m (j )

Jl ] F<kN
L  i=0

] ' i ° m ( j ) "i
B * ( j + i ) F * ( k N , j + i + l )  I

.  i = 0  J(6 .3 .1 1 )
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P on i ewa ż  d l a  p r z e s t r z e n i  H i l b a r t a  X z a c h o d z i  równość  X = X , w i ę c  o -  

p e r a t o r  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  W f k g . k ^ )  6 i£(X)  o r a z  na mocy ( 6 . 3 . 1 1 )  

W(kQ , k N ) = W* (k0 , k N ) ,  c z y l i  j e s t  o p e r a t o r e m  samospr z ężonym.  Wprowadzeni e  

o p e r a t o r a  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  u m o ż l i w i a  ba d an i e  r ó żn yc h  r o d z a j ó w  s t e -  

r o w a l n o ś c i  uk ładu dynamic zne go  ( 6 . 2 . 1 )  w podobny s p o s ó b ,  j a k  w p rz ypadku 

s k o ń c z e n i e  wy mia rowych ,  d y s k r e t n y c h  uk ładów dynamic znych [l83 ] , [l8 4 ] .

TWIERDZENIE 6 . 3 . 1 .  N a s t ę p u j ą c e  warun k i  są  równoważne

( i )  Uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  

w p r z e d z i a l e  [ ^ o ^ n I *

( i i )  s ( k Q. k N )uN = X

( i i i )  O p e r a t o r  S ( k Q ,kN ) p o s i a d a  o p e r a t o r  o dw ro tn y  ( n i e k o n i e c z n i e  o g r a n i 

c z o n y ) .

( i v )  O p e r a t o r  w z g l ę d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  W(kQ , k N ) p o s i a d a  o p e r a t o r  o d w r o t 

ny ( n i e k o n i e c z n i e  o g r a n i c z o n y ) .

D o w ó d .  ( i  ) < = > ( i i ) .  Na p o d s t a w i e  d e f i n i c j i  6 . 2 . 1  o r a z  r e l a c j i

( 6 . 3 . 4 ) ,  ( 6 . 3 . 5 ) ,  ( 6 . 3 . 6 )  uk ł ad  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y 

m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  w t e d Y i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  z b i ó r

w a r t p ś c i  o p e r a t o r a  o k r e ś l o n e g o  prawą s t r o n ą  r ó w n o ś c i  ( 6 . 3 . 6 )  j e s t  g ę s t y  w 

p r z e s t r z e n i  X.  P on i e w a ż  z a ch o d zą  n a s t ę p u j ą c o  r ó w n o ś c i :

j = k  - i - 1  
i=m N

£  S  F ( k N , j + i + l ) B i ( j + i ) u ( j ) = 

i = 0  j = k Q

j = k N- l  i = m ( j )

■ I Z  1  F ( k N , j + i + l ) Q i ( j + i ) u ( j )  =

j = k Q i - 0

= P ( j ) u ( j )  = S ( k 0 , k N )| u (k 0 ) . u { k 0 + l ) . . . .  , u ( k N- 2 ) , u ( k N- l ) j -  6 X

J=k0 ( 6 . 3 . 1 2 )

w i ę c  na p o d s t a w i a  z a l e ż n o ś c i  ( 6 . 3 . 6 )  o r a z  ( 6 . 3 . 1 2 )  uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . l )  

j e s t  w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ k 0 «kNJ w t e d y  i  t y l 

ko w t e d y ,  gdy  z a c h o d z i  warunek ( i i ) .

( i i )  I >  ( i i i ) .  D e ż e l i  z a c h o d z i  r ówność ( i i ) ,  t o  o p e r a t o r  S ^ f k g . k ^ )  ma

j ednoe l e ra en t ow ą  p o d p r z e s t r z e ń  z e r o w ą ,  t z n ,  N ( S * ( k Q , k N ) )  = 0X> Zatem o pe 

r a t o r  S * ( k Q , k N ) j e s t  o p e ra t o r e m  in j ek t y wn ym  i  p o s i a d a  o p e r a t o r  o d w ro tn y ,  

k t ó r y  n i e k o n i e c z n i e  j e s t  o p e ra t o r e m  o g ra n i c zo n y m .
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( i i i )  | = > ( i v ) .  O e ż e l i  o p e r a t o r  S * ( k 0 , k N ) p o s i a d a  o p e r a t o r  odw ro t ny  

( n i e k o n i e c z n i e  o g r a n i c z o n y ) ,  t o  wówczas ,  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 6 . 3 . 1 1 ) ,  

o p e r a t o r  W ( k g , k N ) p o s i a d a  t a k ż e  o p e r a t o r  o dw ro tn y  ( n i e k o n i e c z n i e  o g r a 

n i c z o n y ) .

( i v )  t = > ( i i ) .  O e ż e l i  o p e r a t o r  W( kQ , )  p o s i a d a  o p e r a t o r  o d w ro tn y ,  

wówczas  j e g o  z b i ó r  w a r t o ś c i  j e s t  co n a jm n i e j  g ę s t y  w p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  

X ( g d y ż  j e s t  o p e ra t o r e m  sam os pr z ę żo ny m) .  Zatem na mocy p i e r w s z e j  równo

ś c i  we w z o r z e  ( 6 . 3 . 1 1 )  o p e r a t o r  S ( k 0 , k N ) t a k ż e  ma co n a j m n i e j  g ę s t y  zb ió r  

w a r t o ś c i  w p r z e s t r z e n i  X.

B i o r ą c  pod uwagę p ow yże j  d o w i e d z i o n e  i m p l i k a c j e  r ównoważność  warunków 

w t e z i e  t w i e r d z e n i a  6 . 3 . 1  z o s t a ł a  udowodniona.

Wniosek  6 . 3 . 1 . O e ż e l i  B ^ k )  są d l a  i  6 [o , m]  o r a z  k 6 [ k Q , k N J o pe 

r a t o r a m i  s k o ń c z e n i e  wymiarowymi ,  wówczas uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  n i e  je s t 

w z g l ę d n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ k0 « k N]  d l a  n i e s k o ń c z e 

n i e  wymiarowych p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  X.

D o w ó d .  O e ż e l i  z a ł o ż e n i a  wn i osku  6 . 3 . 1  są  s p e ł n i o n e ,  t o  p r z e c i w -  

d z i e d z i n a  o p e r a t o r a  S ( kQ » k ^ ) j e s t  skończoną  sumą s k o ń c z e n i e  wymiarowych 

p o d p r z e s t r z e n i  l i n i o w y c h ,  a w i ę c  n i e  może być  g ę s t a  w n i e s k o ń c z e n i e  wymia

r ow e j  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  X.

Uwaga 6 . 3 . 1 . W p r zypadku  s t a c j o n a r n e g o  układu dy namic znego  p o s t a c i

( 6 . 2 . 2 )  o p e r a t o r y  SCkQ, k ^ ) o r a z  w( ko ' l<N^ '  P °  u w z g l ę d n i e n i u  z a l e ż n o ś c i

( 6 . 3 . 8 ) ,  ( 6 . 3 . 1 0 )  o r a z  ( 6 . 3 . 1 1 ) ,  s ą n a s t ę p u j ą c e j  p o s t a c i :

s ( kQ . kN >£u ( kQ ) ,  u ( kQ+ l ) , . . . ,  u ( kN- 2  ) ,  u ( kN~ l  ) |  =

j = k N- l  i = " > ( j )
V  i ^ — i ( k . , - j - i - l )
У  . , A N Bi ( j + i )  ( 6 . 3 . 1 3 )

j=k0 i-0

j ^ N " 1

W(k0 ' kN ) =

j =k0

i=m( j  ) -i
-sT----1 (k - j - i - 1 )

, A B ^ j+ i )
"i=m( j  ) ^ (k ^ - j - i - l  )~|

j  + i )AS  B̂ (
L  i -0 L j=o J

(6 .3 .14 )

We wzo r ach  ( 6 . 3 . 1 3 )  o r a z  ( 6 . 3 . 1 4 )  można p r z y j ą ć ,  b e z  u t r a t y  o g ó l n o ś c i

zważań,  ż e  k .  = O,  k „  = N, a ni 
O N

s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ o , N j .

r o zw aż ań ,  ż e  kQ = 0 ,  k^ = N, a w i ę c  r o z p a t r y w a ć  w z g l ę d n ą  ap r oksym acy jną

6 . 4 .  Warunki  a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  [l88 ]

P r z y  f o rmu ł owa n iu  warunków a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w 

p r z e d z i a l e  [ k0 , к . na mocy d e f i n i c j i  6 . 2 . 2  z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  M <  N. Z a ł o 
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ż e n i e  t o  o b o w i ą z u j e  w ca ł ym p o d r o z d z i a l e  6 . 4 ,  w k tó rym z o s t a n ą  s f o r m u ł o 

wane warun k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y j n e j  s t e r o -  

w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ k Q . k N]  układu dy nam ic zne go  ( 6 . 2 . 1 ) .  P od o b n i e  j a k  w 

p rz ypadku c i ą g ł y c h  uk ładów  dynamic znych  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u , t a k ż e  

d l a  układów dynamic znych  d y s k r e t n y c h  z  o p ó ź n i e n i a m i  w s t e r o w a n i u  z o s t a n i e  

d o w i e d z i o n e ,  ż e  a b s o l u t n a  ap ro ksy m ac y jn a  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a l e  [ kQ , kN]  

j e s t  równoważna a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [kQ , H] pew

nego d y s k r e t n e g o  układu dy nam ic zne go  b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u ,

TWIERDZENIE 6 . 4 . 1 .  O e ż e l i  o p e r a t o r y  A ( k )  p o s i a d a j ą  o g r a n i c z o n e  o p e r a 

t o r y  o dw ro tn e  d l a  k 6  [kQ, k N- l ]  . t o  uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t 

n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [k0 . k fJ]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,

gdy  d y s k r e t n y  uk ład  dynamic zny  b e z  o p ó ź n i e ń

x ( k + l )  = A ( k ) x ( k )  + D ( k ) u ( k )  ( 6 . 4 . 1 )

g d z i e

i =M

D( k )  = 2  F f k . k + i + l j B ^ k + i )  ( 6 . 4 . 2 )

i = 0

j e s t  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ k0 » kfg"M] *

D o w ó d .  O e ż e l i  o p e r a t o r y  A ( k )  mają o g r a n i c z o n e  o p e r a t o r y  o d w r o t 

ne d l a  k 6 [ ko ' kN-1]  '  t 0  wy k o r z y s t u j e c w ł a s n o ś c i  o p e r a t o r a  t r a n z y c j i  F(k, j ) ,  

w y s z c z e g ó l n i o n e  w p o d r o z d z i a l e  6 . 2  o r a z  z a l e ż n o ś c i  ( 6 . 3 . 4 ) ,  ( 6 . 3 . 5  ), ( 6 . 3 . 7 ) ,  

można r o z w i ą z a n i e  r ównania  ( 6 . 2 . 1 )  p r z e d s t a w i ć  w n a s t ę p u j ą c e j . d o g o d n e j  do 

d a l s z y c h  r o zw aż ań  p o s t a c i :

x ( k N ) = * ( kN . z k . 0 )  + x ( k N , 0 , u ( k 0 ) . u ( k 0 + l ) . . . . , u ( k N- 2 - M ) , u ( k - M - l ) )  +

+ x ( k N . 0 , u ( k N- M ) , u ( k N- M + l )  u ( k N- 2 ) , u ( k N- l ) )  ( 6 . 4 . 3 )

g d z i e

x ( k N . 0 , u ( k 0 ) , u ( k 0 + l ) ..........u ( k N- 2 - M ) , u ( k N- M - l ) )  =

i - M  J - k„ - M - i

Z  S  F ( k N . j + i + l ) B i ( j + i ) u ( j )  ( 6 . 4 . 4 )

i = 0  j = k Q
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x ( k N , 0 , u ( k N- M ) , u ( k N- M + l ) , . . . , u ( k N- 2 ) , u ( k N- l ) )  = 

i =M J=kN- i - l

F ( k N , j + i + 1  )B± ( j + i ) u ( j ) ( 6 . 4 . 5 )

i - 0  j = k N-M

Składowa r o z w i ą z a n i a  dana r e l a c j ę  ( 6 , 4 . 5 )  j e s t  z a l e ż n a  od s t anu z u p e ł 

nego  z  i  n i e  ma wpływu na s t e r o w a l n o ś ć  uk ładu.  Składowa r o z w i ą z a n i a  
N

dana r e l a c j ą  ( 6 . 4 . 4 )  j e s t  z a l e ż n a  od s t e r o w a n i a  w p r z e d z i a l e  [k0 «kN-M- l ]  

i  ma d e c y d u j ą c y  wpływ na a b s o lu t n ą  ap r ok sym ac y jn ą  s t e r o w a l n o ś ć  w p r z e d z i a 

l e  [ k0 ' k N]  uk ładu dy namic znego  ( 6 . 2 . 1 ) .  P on a d t o ,  na mocy wzo ru  ( 6 . 4 . 2 ) ,  

z a l e ż n o ś ć  ( 6 . 4 . 4 )  można p r z e k s z t a ł c i ć  n a s t ę p u j ą c o :

1.M i-1,,-"-1

F ( k N , j  + i + l ) B i ( j + i ) u ( j  ) =

i - 0  j = k 0

i - M

= ^  | p(kN. j* i-H  )Bi ( j + i  )u (j ) =
j = k 0 i - 0

i - M

= F ( k N , k N~ M - l )  N- M - i , j )  F ( j . j + i + l ) B i ( j  + i ) u ( j )  =

j = k Q i - O

= F ( k N , k N- M - l )  F ( k N- M - l . j ) 0 ( j ) u ( j )  ( 6 . 4 . 6 )

j = k 0

Po n i e wa ż  o p e r a t o r  F ( k N , k N~ M - l )  j e s t  o d w r a c a l n y ,  a ponadto  odw ro tny  do 

n i e g o  o p e r a t o r  j e s t  o p e ra t o r e m  o g r a n i c zo n ym ,  w i ę c  na p o d s ta w i e  d e f i n i c j i  

6 . 2 . 2  uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  

w p r z e d z i a l e  [ k0 , k N]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  z b i ó r  w a r t o ś c i  o p e r a t o r a  

j = k N- M - l

' F ( k N- M - l , j ) 0 ( j ) u ( j ) j e s t  g ę s t y  w p r z e s t r z e n i  X,  co z  d r u g i e j

j = k 0

s t r o n y  j e s t  równoważne ap ro k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [kQ , k N~Mj 

układu dynamic znego  p o s t a c i  ( 6 . 4 . 1 )  [l0 4 ] , [l2 5 ] , [l26 ] ,
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Wniosek 6 . 4 . 1 .  J e ż e l i  A_ 1 ( k ) e X ( X )  o r a z  B . ( k )  s ?  o p e r a t o r a m i  s kon -  

c z en i f t  wymiarowymi  d l a  k 6 [ kQ . k N- l ]  . i c M ,  t o  uk ład  dynamic zny

( 6 . 2 . 1 )  n i e  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [kg.kjJ 

d l a  n i e s k o ń c z e n i e  wy mia row e j  p r z e s t r z e n i  X.

D o w ó d .  J e ż e l i  z a l e ż e n i a  wn i osku  6 . 4 . 1  s ę  s p e ł n i o n e ,  t o  p r z e c i w -  

d z i e d z i n a  o p e r a t o r a  o k r e ś l o n e g o  r e l a c j ą  ( 6 . 4 . 6 )  j e s t  skończoną  sumą sk cn -  

c z e n i e  wymiarowych p o d p r z e s t r z e n i  l i n i o w y c h ,  a w i ę c  n i e  może byc  g ę s t a  w 

n i e s k o ń c z e n i e  wy mia rowe j  p r z e s t r z e n i  H i l b e r t a  X.

Wniosek  6 . 4 . 2 . J e ż e l i  A " l ( k )  d l a  k 6 [kQ. k N- l ]  . t o  uk ład  dyna

m ic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

Lk k j  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  sa mo s pr z ę ż o ny  o p e r a t o r  wM( k 0 • k N ) s X - * -X ,  

z d e f i n i o w a n y  n a s t ę p u j ą c ą  r ó w n o ś c i ą :

j = k N- M - l

WM{ k O ' kN ) = ^  ■ F ( k N- M - l . j ) D ( j ) D * ( j ) F * ( k N- M - l , j ) ć

3=k0 ( 6 . 4 . 7 )

p o s i a d a  o p e r a t o r  o dw ro tn y  ( n i e k o n i e c z n i e  o g r a n i c z o n y ) .

D o w ó d .  J e ż e l i  A " 1 ( k ) 6 ^ ( X )  d l a  k 6  [ k 0 . k N- l ]  , wówczas  o p e r a t o r  

t r a n z y c j i  j e s t  o d w r a c a l n y  o r a z  F_ 1 ( kN , k N- M - l ) 6  * ( X ) .  Za tem,  na p o d s t a w i e  

t w i e r d z e n i a  6 . 4 . 1  o r a z  znanych [l0 4 ] . [l0 8 ] , warunków k o n i e c z n y c h  i  wy

s t a r c z a  j ś jcych a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś ć !  w p r z e d z i a l e  [ k y . k j  d y s k r e t 

nego  układu dynamic znego  b e z  o p ó ź n i e ń  w s t e r o w a n i u , uk ład  ^dynamiczny (6 .2 .1 ) 

j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [k p .k ^ ] w t ed y  i  

t y l k o  w t e d y ,  gdy  o p e r a t o r  W ^ )  p o s i a d a  o p e r a t o r  o dw ro t ny  ( n i e k o 

n i e c z n i e  o g r a n i c z o n y ) .
W s y t u a c j i ,  gdy n i e  w s z y s t k i e  o p e r a t o r y  A ( k ) ,  k 6  [k0 . kN“ l j  p o s i a d a j ą  

o g r a n i c z o n e  o p e r a t o r y  o d w ro tn e ,  wówczas  t w i e r d z e n i e  6 . 4 . 1  n i e  no że  być z a 

s t o s o w a n e ,  w zw ią z ku  z  czym n a l e ż y  pos zu k iw ać  in n y c h ,  o g ó l n i e j s z y c h  k r y 

t e r i ó w  a b s o l u t n e j  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i .  U tym c e l u  d e f i n i u j e  s i ę  

sam o s pr z ę ż o ny  o p e r a t o r  « . ( k ^ k j  : X ^ X  w s po sób  n a s t ę p u j ą c y :

j - k N- n - i

Wa^kO,kN^= '^ > i J
j=kc'O

i =M

F ( k N , j  + i + l ) B i ( j + i )

i=0

i=M

^  3 * ( j + i ) F * ( k M, j + i + l )

> = °  ( 6 . 4 . 8 )

O p e r a t o r  W ( k Q , k N ) odg rywa  p r z y  badan iu  a b s o l u t n e j  ap ro k s y m a c y j n e j  s t e 

r o w a l n o ś c i  3 t ę  samą r o l ę , c o  o p e r a t o r  W(k0 . k N ) p r z y  badan iu  w z g l ę d n e j  

a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i .
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TWIERDZENIE 6 . 4 . 2 .  Układ  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  aproksyma

c y j n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ k Q , k N]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  o p e r a t o r  

Wa^ k0 ' kN^ Je s t  o d w r a c a l n y .

D o w ó d .  Na p o d s t a w i e  d e f i n i c j i  6 . 2 . 2  o r a z  r e l a c j i  6 . 4 . 4  uk ład  dy

namic zny  6 . 2 . 1  j e s t  a b s o l u t n i e  a p r o k s y m a c y jn i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  

[k0 . k N]  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  o p e r a t o r  Sg ( k Q , kN ) ć £ ( U N_M,X ) . z d e f i n i o 
wany n a s t ę p u j ą c ą  r ó w n o ś c i ? :

p o s i a d a  g ę s t ą  p r z e c i w d z i e d z i n ę  w p r z e s t r z e n i  X. Po n i e wa ż  W (k  k ) = 

w i ę c  g ę s t o ś ć  p r z e c i w d z i e d z i n y  o p e r a t o r a  s a ( k0 ' kN^ 

j e s t  równoważna i s t n i e n i u  o p e r a t o r a  wa ^ 0 ,kN ) ( n i e k o n i e c z n i e  o g r a n i c z o 
n e g o ) , c o  k oń czy  dowód t w i e r d z e n i a .

Uwaga 6 . 4 . 1 .  W p r zypadku  gdy uk ład  d y s k r e t n y  p o s t a c i  ( 6 . 2 . 1 )  u z ys k u j e  

s i ę  p o p r z e z  d y s k r e t y z a c j ę  układu c i ą g ł e g o  p o s t a c i  ( 4 . 2 . 1 ) ,  wówczas  p r z y  

z a ł o ż e n i u ,  ż e  o p e r a t o r  A j e s t  i n f i n i t e z y m a l n y m  ge n e r a t o r e m  s i l n i e  c i ą g 

ł e j  g ru py  p r z e k s z t a ł c e ń  l i n i o w y c h  3 ( t ) ,  t 6 R,  o t r z y m u j e  s i ę  z awsze  od 

w r a c a l n e  o p e r a t o r y  A ( k )  d l a  k €  [k0 , k N- l J ,  a ponad to  A " 1 ( k ) e £ ( X  ) .  Dest  

t o  u o g ó l n i e n i e ,  na p r z y pa de k  n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowy ,  zna nego  faktu z  t eo 

r i i  d y s k r e t n y c h  układów dynamic znych  s k o ń c z e n i e  wymiarowych [40] , [l9 2 j , 
[310] .

Uwagą 6 . 4 . 2 .  D ys k r e t n e  uk ł ady  dynamic zne  p o s t a c i  ( 6 . 2 . 1 )  z  o p e r a t o r a m i  

A ( k ; 6  ar(X) są układami  dynamicznymi  n i e z d e g e n e ro w a n y m i  [l92 ] , [222] ,  [345] 

i  wówczas  b e z  u t r a t y  o g ó l n o ś c i  można p r z y j ę ć ,  ż e  s t a n  końcowy x ( k N ) = 0X . 

Brak d e g e n e r a c j i  w u k ł a d z i e  g w a r a n t u j e  nam, ż e  m o ż l i w o ś ć  o s i ą g n i ę c i a  koń

cowego s t an u  z e r o w e g o  j e s t  równoważna m o ż l i w o ś c i  o s i ą g n i ę c i a ,  z  dowolną 

d o k ł a d n o ś c i ą ,  dow o lne go  n i e z e r o w e g o  s t anu  końc owego .  O la  układów z d e g e n e -  

rowanych równoważność  t aka  n i e  z aws ze  w y s t ę p u j e  ( do  s tanu  z e ro w e go  j e s t  
s i ę  ł a t w i e j  " d o s t e r o w a ć " ) .

6 . 5 .  Warunki  w z g l ę d n e j  o r a z  a b s o l u t n e j  d o k ł a d n e l  s t e r o w a l n o ś c i  [l8 8 ]

W y k o r z y s t u j ą c  o z n a c z e n i a  wprowadzone  w p o p r z e d n i c h  p o d r o z d z i a ł a c h  n i 

n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u ,  o b e c n i e  z o s t a n ą  s f o rmu łow ane  warun k i  k o n i e c z n e  i  wy

s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  o r a z  a b s o l u t n e j  d o k ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a -  

l e  [ ko ' kN] “ k ł a du  dynamic znego  p o s t a c i  ( 6 . 2 . 1 ) .

( 6 . 4 . 9 )
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TWIERDZENIE 6 . 5 . 1 .  N a s t ę p u j ą c e  warun k i  s? r ównoważne:

( i )  Układ  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e

Lko ' kJ *

( i i )  S ( k 0 . k N )UN = X.

( i i i )  O p e r a t o r  S * ( k 0 , k N ) p o s i a d a  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  o dw ro tn y .

( i v )  O p e r a t o r  VV(k0 » l<N ) p o s i a d a  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  o dw ro tn y .

D o w ó d .  ( i ) < = > ( i i ) .  Na p o d s t a w i e  d e f i n i c j i  6 . 2 . 1  o r a z  r e l a c j i

( 6 . 3 . 6 ) ,  ( 6 . 3 . 1 2 ) ,  a t a k ż e  dowodu t w i e r d z e n i a  6 . 3 . 1  uk ład  dynamic zny

( 6 . 2 . 1 )  j e s t  w z g l ę d n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [kQ , k NJ w t ed y  i  

t y l k o  w t e d y ,  gdy z a c h o d z i  warunek ( i i ) .

( i i )  l— i> ( i i i  ) .  P o d o b n i e  j a k  w t w i e r d z e n i u  6 . 3 . 1 ,  z  warunku ( i i )  w y n i 

ka,  ż e  o p e r a t o r  S * ( k 0 , k N ) j e s t  o d w r a c a ln y .  P o n a d t o ,  pon i e wa ż  z b i ó r  wa r 

t o ś c i  o p e r a t o r a  s * ( ko * kN )  Je s t  domknie t y ,  w i e c na mocy t w i e r d z e n i a  o od 

w zo row an iu  o twar t y m S- ^ * ( k Q , k ^ )  j e s t  o p e ra t o r e m  o g r a n i c zo n ym .

( i i i )  t = * ( i v ) .  I m p l i k a c j a  t a  wy n i k a  b e z p o ś r e d n i o  z  t w i e r d z e n i a  o od 

wzo rowan iu  o tw ar t y m .

( i v )  t = > ( i i ) .  P o n i e w a ż  o p e r a t o r  W(kQ , k N ) j e s t  sam o s pr z ę ż o ny  o r a z  po 

s i a d a  o g r a n i c z o n y  o p e r a t o r  o d w r o tn y ,  w i ę c  u w z g l ę d n i a j ą c  p i e r w s z ą  równość  

w r e l a c j i  ( 6 . 3 . 1 1 ) ,  o t r z y m u j e  s i ę  warunek ( i i ) .

Wn iosek  6 . 5 . 1 . O e ż e l i  z a ł o ż e n i a  t w i e r d z e n i a  6 . 4 . 1  s ?  s p e ł n i o n e ,  t o  u-  

k ł a d  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j e s t  a b s o l u t n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a 

l e  [ k Q . k N]  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  -układ dynamic zny  ( 6 . 4 . 1 )  j e s t  d o k ł a d 

n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ k g . k ^ - M j .

D o w ó d .  Wniosek  6 . 5 . 1  wyn ik a  b e z p o ś r e d n i o  z  d e f i n i c j i  6 . 2 . 2  o r a z  

z  t w i e r d z e n i a  6 . 4 . 1 .

Wn iosek  6 . 5 . 2 . O e ż e l i  B . . ( k ) ,  k 6 [ kQ , k N- l ]  , 1 6  [ 0 , m]  s ? o p e r a t o r a m i  

z w a r t y m i ,  a p r z e s t r z e ń  X j e s t  n i e s k o ń c z e n i e  w y m i a ro w a , t o  układ  dynam ic z 

ny ( 6 . 2 . 1 )  n i e  j e s t  w z g l ę d n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ ko * krJ ' 

an i  a b s o l u t n i e  d o k ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [kQ ,kN] .

D o w ó d .  O e ż e l i  s p e ł n i o n e  są  z a ł o ż e n i a  wn i osku  6 . 5 . 2 ,  t o  o p e r a t o r  

S ( k Q , k N ) j e s t  t a k ż e  z w a r t y  ( j a k o  skończ ona  suma o p e r a t o r ó w  z w a r t y c h ) ,  a 

w i ę c  j e g o  p r z e c i w d z i e d z i n a  n i e  może być  równa z  n i e s k o ń c z e n i e  wymiarów? 

p r z e s t r z e n i ?  H i l b e r t a  X.

Uwaga 6 . 5 . 1 . Z w a r t o ś ć  o p e r a t o r ó w  A ( k ) ,  k 6 [ko ' kNl n i e  Je s t  warunkiem 

w y s t a r c z a j ą c y m  braku w z g l ę d n e j  l ub  a b s o l u t n e j  d o k ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w 

p r z e d z i a l e  [ k g . k j .
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6 . 6 .  S t e r o w a n i a  z  minima lną  e n a r - ń a [l8Cj

P o d o bn i e  j a k  w p r z ypadku c i ą g ł y c h  uk ładów dynamic znych ,  t a k ż e  d l a  d ys 

k r e t n y c h  układów dynamic znych  z a g a d n i e n i e  s t e r o w a n i a  z min ima lną  e n e r g i ą  

w i ą ż e  s i ę  ś c i ś l e  z  p r o b l e m a t yk ą  s t e r o w a l n o ś c i .

N i e ch  b ę d z i e  dany uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  o r a z  kwadra towy wskaźn ik  Ja

k o ś c i  p o s t a c i

g d z i e  R ( k ) 6 J f ( U ) ,  k 6  [kn , k N_.,] j e s t  sas i o sp r z ę zonym, d o d a t n i o  ok r eś l ony m

WR( k 0 , k N ) j e s t  sa f l i osprzę żonym, p ó ł d o d a t n i o  ck eślonyra o pe ra t o r e m .

P o s t ę p u j ą c  w podobny sposób  j a k  w p rz ypadku  c i ą g ł y c h  układów dynam ic z 

nych,  można e f e k t y w n i e  r o z w i ą z a ć  z a g a d n i e n i e  s t e r o w a n i a  z minia i a inę  e n e r 

g i ę  d y s k r e t n y m i ,  n i e s t a c j o n a r n y m i ,  n i e s k o ń c z e n i e  wymiarowymi  układami  dy 

namicznymi  o k r e ś l o n y m i  w p r z e s t r z e n i a c h  H i l u e r t a .

TWIERDZENIE 6 . 6 . 1 .  O e ż e l i  uk ł ad  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  j s a t  w z g l ę d n i e  dok

ł a d n i e  s t e r o w a l n y  w p r z e d z i a l e  [ k g . k j  , t o  s t a r o w a n i e  uo p t ^ k ^* z d e f i n i 0 -  

wane wzorem ( 6 . 6 . 3 ) ,  p r z e p r ow ad za  uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  z  p o c z ą tk o w e 

go s t anu  z u p e ł n e g o  z^ do zadanego  końcowego  w c h w i l i  kN>P on ad to ,

j e ż e l i  u ( k ) # k 6 [ kQ , k N- l ]  j e s t  dowolnym s t e r o wa n i e m  p r z e p r ow ad za j ą c ym  u-  

k ł a d  dynamiczny ( 6 . 2 . 1 )  z  poc zą tk o we go  s t anu  z u p e ł n e g o  z. do zadanego

końcowego  s t anu  c h w i l o w e go  w c h w i l i  k^,  wówczas  z a c h o d z i  n a s t ę p u j ą 

ca n i e r ó w n o ś ć :

k=k N - l

k = k

(6 .6 .1 )

0

Dla  s k r ó c e n i a  z a p i s u  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

(6 .6 .2 )

O

(6 .6 .4 )
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o r a z  minimalna wartość w s k aź n ik a  j a k o ś c i  ( 6 . 6 . 1 )  j e s t  dana n a s t ę p u j ą c ?  z a 

l e ż n o ś c i ą  :

k=kN- l

-  S U  < uoPt ( k ^  R i k K Pt ( k ) / u -
k=k0

= < ^ m  ̂  ZkQ '  XN  ̂* " ■ 1<kO-kN 4 ( z k0 - XN )> x  ( 6 - 6 - 5 )

D o w ó d .  Na p o d s t a w i e  t w i e r d z e n i a  6 . 5 . 1  z a ł o ż e n i e  o w z g l ę d n e j  dok 

ł a d n e j  s t e r o w a l n o ś c i  w p r z e d z i a l e  [ k0 . k N]  uk ładu dynamic zne go  ( 6 . 2 . 1 )  z a 

pewnia  i s t n i e n i e  o p e r a t o r a  VV_ 1 ( k 0 . JN ) 6 Z ( X ) .  Zatem wz ó r  ( 6 . 6 . 3 )  . o k r e ś l a 

j ą c y  s t e r o w a n i e  o p t y m a l n e ,  ma s en s .

P o d s t a w i a j ą c  ( 6 . 6 . 3 )  do wzo ru  ( 6 . 3 . 4 )  o r a z  u w z g l ę d n i a j ą c  z a l e ż n o ś ć

( 6 . 6 . 2 )  u z y s k u j e  s i ę  d l a  dowo lnych z^ o r a z  x N n a s t ę p u j ą c ą  r ówn oś ć :

x (k N 'Zk0 ' Uo p t ) “  XN (6 ,6 ' 6 )

Zatem s t e r o w a n i e  uo p t ( k )  p r z e p r o w a d z a  uk ład  dynamic zny  ( 6 . 2 . 1 )  z  począt 

kowego s t a n u  z u p e ł n e g o  z. do za dan ego  końcowego  s t an u  c hw i l o w e g o  x^ w
0

c h w i l i  kN , a p on i e w a ż  z  z a ł o ż e n i a  s t e r o w a n i e  u ( k )  s p e ł n i a  r ó w n i e ż  po

wyższy warunek ,  w i ę c  na p o d s t a w i e  z a l e ż n o ś c i  ( 6 . 3 . 6 ) ,  ( 6 . 3 . 8 ) ,  ( 6 . 3 . 9 )  o -  

r a z  ( 6 . 3 . 1 0 )  o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  r ów no ść :

k=k - 1  k=k . , - l* l2N_ __ N
P ( k ) u ( k )  -  p ( k ) uo p t ( k )  ( 6 . 6 . 7 )

k=ko  k=k0

Po o d j ę c i u  s t r o n a m i  o r a z  z a s t o s o w a n iu  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  u z y s k u j e  s ię  rów

ność  p o s t a c i :

k° kN~1
P ( k ) ( 5 ( k )  -  uo p t ( k ) ) .  w ; 1 ( k 0 . k N ) q |n( z k o , x Np > x  = o  ( 6 . 6 . 8 )

k - ko

k t ó r a  i m p l i k u j e  na p o d s t a w i e  ( 6 . 6 . 3 )  n a s t ę p u j ą c ą  z a l e ż n o ś ć :
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k=kN- i

X X “ (k> " P (k ŴR1 k̂O'kN̂ qm̂zkn'xN'/:> =
k=kQ N O /  U

k=kN- l

V ( k )  -  uop t  Ck) .  R ( k ) u  ( k ) \  = 0  ( 6 . 6 . 9 )
K=kQ N / u

W y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś c i  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  na p o d s t a w i e  ( 6 . 6 . 9 )  u z y s k u j e  

s i ę  równość

k° kN~1 k“ kN-^

y ~ !  v < k >' -  2 Z ó ( k )  -  u (k ) .
k=k0 \  °  k=k0

k* kN- l

R ( k ) ( u ( k )  -  uo p t ( k ) ) >  ♦  2 1 ]  < uo p t ( k ) '  R ( k ) u 0p t ( k ) > . ,
U tx~L, / U

k=ko
(6 .6.10)

k t ó r a  b e z p o ś r e d n i o  p r o w a d z i  do n i e r ó w n o ś c i  ( 6 . 6 . 4 )  w t e z i e  t w i e r d z e n i a .

W d r u g i e j  c z ę ś c i  dowodu z o s t a n i e  wykazana p raw dz iw ość  wzo ru  ( 6 . 6 . 5 ) , o -  

k r e ś l a j ą c e g o  min ima lną  w a r t o ś ć  wskaźnika j a k o ś c i  3 (u  t ) ,  o d p o w ia d a j ą c ą

s t e r o w a n i u  optymalnemu u0p t «

k=kN- i

° (Uo p t ) "  I <^R“ 1 ( k ) P " ( k )W R1 ( k 0 ' kN )c'm( z kn ' XN ) '
k=kQ 0

P * ( k ) W R ( k 0 , k N )q m( z k^ , x N )^> ^ ( 6 . 6 . 1 1 )

P on i ewa ż  o p e r a t o r  ^R ^k j j . k^ )  j e s t  s a m o s p r z ę ż o n y , w i ę c  o p e r a t o r  W ^ f k p . l ^ )

S X ( X )  j e s t  t a k ż e  o p e ra t o r e m  samospr z ężonym.  S tą d ,  w y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o 

ś c i  i l o c z y n u  s k a l a r n e g o  o r a z  o p e r a t o r ó w  s a m o s p r z ę ż o n y c h , u z y s k u j e  s i ę  na

s t ę p u j ą c y  w z ó r  na wskaźn ik  j a k o ś c i  ^ ( u0p t ^ :

k° kN~^

J (u0p t ^ = 2 Z j <\qm^2kn ' x N^ ,WR (k Q , k N ) P ( k ) R  ( k ) P * ( k  )WR1(k0 ,k N)q |n(z|< , x N ) \  = 
k=kQ 0
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r c , 1 N
= <̂ qm( z k o , x N ) ,  WR ( k Q . k N )f | P ( k  )R ( k ) P * ( k ) j w R ( k Q , k N ) q m( z k^ , x N )\ ,^

k=k0

= <( q">( z k0 ' XN>- WR1(kO 'kN)c’ m(2 k0 ' XN)> x (6 .6 .1 2 )

Zatem wzór (6 .6 .5 )  zos ta ł dowiedziony, co jednocześnie kończy dowód t w i e r 

dzenia 6.6.1.



R O Z D Z I A Ł  7

STEROWALNOSĆ BILINIOWYCH DYSKRETNYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH

7 . 1 .  Wprowadzenia

W c i ą g u  o s t a t n i c h  l a t  n a s t ą p i ł  s z y b k i  r o z w ó j  t e o r i i  b i l i n i o w y c h  u k ł a 

dów dynamic znych  za równo c i ą g ł y c h ,  j a k  i  d y s k r e t n y c h  -  [29]  , [30]  , [38] ,

[§7] , [88] , [90]  , [ l2 l ]  , [318] , [342] . W ią ż e  s i ę  t o  b e z p o ś r e d n i o  z  f ak t em,

ż e  d l a  c o r a z  w i ę k s z e j  k l a s y  układów dy namic znych ,  s z c z e g ó l n i e  w b i o l o g i i  

i  e k o n o m i i  [245] , a t a k ż e  w a s t r o n a u t y c e  [343] , [344] o p i s  l i n i o w y  okazu 

j e  s i ę  n i e w y s t a r c z a j ą c y  i  z a c h o d z i  k o n i e c z n o ś ć  w y k o r z y s t y w a n i a  w c o r a z

s z e r s z y m  z a k r e s i e  m o d e l i  b i l i n i o w y c h .

Wraz z e  wz ros t em z a i n t e r e s o w a n i a  b i l i n i o w y m i  uk ładami  dynamicznymi  r o z 

w i j a ł y  s i ę  r ó w n i e ż  ba d an ia  d o t y c z ą c e  s t e r o w a l n o ś c i  t y ch  u k ł a d ó w .P r z y  f o r 

mułowaniu warunków s t e r o w a l n o ś c i  d l a  c i ą g ł y c h  b i l i n i o w y c h  układów dynamicz

nych w y k o r z y s t u j e  s i ę  z a równo  t e o r i ę  a l g e b r  L i e g o  [29]  , [30]  , [38] , j ak  

r ó w n i e ż  i n n e  metody a n a l i z y  ma t e ma ty c zn e j  [342] , [343] , [344] . W p r z y p a d 

ku d y s k r e tn y c h  b i l i n i o w y c h  układów dynamic znych  w o s t a t n i m  o k r e s i e  u z ys ka 

no s z e r e g  nowych warunków k o n i e c z n y c h  i  w y s t a r c z a j ą c y c h  s t e r o w a l n o ś c i  z a 

równo d l a  układów Jednorodnych [87] , [88] , j a k  i  d l a  układów n i e j e d n o r o d 

nych ,  [90]  .

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e ,  w y k o r z y s t u j ą c  ka n o n i c zn ą  f ormę  Oordana d y s k r e t 

nych,  b i l i n i o w y c h  układów dynamic znych ,  u zys ka no ,  d l a  pewne j  k l a s y  t y ch  

uk ładów ,  p r o s t e  k r y t e r i a  3 t e r o w a l n o ś c i .  K r y t e r i a  t e  b a zu j ą  na z n a j o m o ś c i  

w a r t o ś c i  w ł as n yc h  m a c i e r z y ,  s t a n o w i ą c e j  l i n i o w ą  c z ę ś ć  d y s k r e t n e g o  b i l i n i o -  

wego uk ładu dynamic zne go .  Otr zymane  r e z u l t a t y  d o t y c z ą  za równo j e d n o r o d n e 

g o ,  j a k  i  n i e j e d n o r o d n e g o  d y s k r e t n e g o  b i l i n i o w e g o  układu dy namic znego .  

Uzyskane  w y n i k i  są  i l u s t r o w a n e  l i c z n y m i  p r z y k ł a d a m i .

W n i n i e j s z y m  r o z d z i a l e  r o z p a t r z o n o  j e d y n i e  pewną k l a s ę  d ys k re tn y c h  b i 

l i n i o w y c h  układów dy namic znych ,  a m i a n o w i c i e  u k ł a d y ,  w k t ó r y c h  c z ę ś ć  l i 

n i owa układu r e p r e z e n to w a n a  j e s t  p r z e z  m a c i e r z  norma lną .  Z a ł o ż e n i e  t o  

w znacznym s t o p n i u  u p r a s z c z a  k r y t e r i a  s t e r o w a l n o ś c i .  P o z o s t a ł e  o g r a n i c z e 

n i a  d o t y c z ą c e  k l a s y  r o zp a t r y w an yc h  układów są konsekwenc j ą  z a ł o ż e ń  za m i e 

s z c z o n y c h  w n a s t ę p u j ą c y c h  p r a c a c h :  [87] , [88] , [90]  , [ l 2 l ]  , [245]  , [3 ią j .

Z a ł o ż e n i a  t e  g w a ra n t u j ą  i s t n i e n i e  r o z w i ą z a n i a  probl emu s t e r o w a l n o ś c i  i  jak 

d o t y c h c z a s  brak  w l i t e r a t u r z e  p ra c  d o t y c z ą c y c h  s t e r o w a l n o ś c i  s ze r s zych  klas 

b i l i n i o w y c h ,  d y s k r e t n y c h  układów dynamic znych .  P r o b l e m a t yk a  s t e r o w e l n o ś c i
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o i rawianych układów ł ą c z y  s i ę  ś c i ś l e  z  z a g a d n i e n i a m i  s t e r o w a n i a  m i n i ma lno -  

e n e r g e t y c z n e g o  p r z y  us ta l o ny m s t a n i e  końcowym uk ładu dynamic znego  [343] , 

[344] . N a l e ż y  t a k ż e  n ad m ie n i ć ,  ż e  uk łady  b i l i n i o w e  s t a n o w i ę  j ak  gdyby  po

most pom iędzy  uk ładami  l i n i o w y m i  o r a z  n i e l i n i o w y m i  [245] .

7 . 2 .  Opi s układu dy namic znego  i  p r z e g l ą d  do t y c hc za so w yc h  wyników [ 192]

W t e o r i i  b i l i n i o w y c h  d y s k r e t n y c h  układów dynamic znych  r o z r ó ż n i a  s i ę  dwa 

z a s a d n i c z e  r o d z a j e  uk ładów :  uk ł ad y  j e d n o r o d n e  o r a z  uk ł ad y  n i e j e d n o r o d n e .

B i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  j e d n o r o d n y  uk ład  dynamic zny  o p i s u j e  n a s t ę p u j ą c e  

r ównan i e  r ó ż n i c o w e  [88] :

x ( k  + l ) = S ( I  + u ( k ) 8 ) x ( k )  k = 0 , 1 , 2 , . . .  ( 7 . 2 . 1 )

g d z i e :

A j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą  n i e o s o b l i w ą ,

I  j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą  j e d n o s t k o w ą ,

8 j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą ,  p r z y  czym r ząd  Q = 1,

x ( k ) € R n , k = 0 , 1 , 2 , 3 , . . .  j e s t  wek to r em s t anu  uk ładu ,

u ( k ) 6 R ,  k = 0 , 1 , 2 , . . .  j e s t  ska l a rn ym s t e r o w an i e m .

Pon i e wa ż  r z ąd  B = 1 ,  w i ę c  m a c i e r z  B może być  p r z e d s t a w i o n a  w p o s t a c i

n a s t ę p u j ą c e j  [88] :

B -  c HT ,

g d z i e  c o r a z  3 są n-wymiarowymi  w e k t o r a m i ,  n a t om ia s t  s ymbol  T o zn a 

c za  t r a n s p o z y c j ę  w e k t o r a .

D y s k r e t n y ,  b i l i n i o w y ,  n i e j e d n o r o d n y  uk ład  dynamic zny  o p i s u j e  n a s t ę p u j ą 

c e  r ó wna n i e  r ó ż n i c o w e  [90]  :

x ( k + l ) = A ( ( I  + u (k  )B ) x ( k  ) + c u (k  ) )  k = 0 , 1 , 2 , . . .  ( 7 . 2 . 2 )

p r z y  czym z a k ł a d a  s i ę ,  ż e  s p e ł n i o n y  j e s t  warunek [90] :

r z ą d  [S  j A c ]  = 1

Dla  d y s k r e t n y c h  b i l i n i o w y c h  układów dynamicznych ( z a ró wn o  j e d n o r o d n y c h ,  

j a k  i  n i e j e d n o r o d n y c h )  wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  d e f i n i c j ę  s t e r o w a l n o ś c i  

[88] , [90] .
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Def  I n i c . i a  7 . 2 . 1 . B i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y  n i e j e d n o r o d n y  ( j e d n o r o d n y ) ,  u-  

k ł a d  dynamic zny  nazywa s i ę  układem s t e r o w a ln y m ,  j e ż e l i  d l a  d o w o l n e j  pa ry  

s t anów  p oc zą tk o w e go  i  końcowego ,  x ( 0 ) ,  x f  6 R n ( x ( 0 ) ,  x p 6 « "  -  (4 )  i s t 

n i e j e  l i c z b a  n a t u r a l n a  q o r a z  skończona  s ek w e n c j a  s t e r o wa ń  u ( 0) ,  u ( l ) , .  . .

. . . , u ( q - 2  ) , u ( q - l ) t a k a ,  ż e  o d p o w i a d a j ą c a  t e j  s e k w e n c j i  t r a j e k t o r i a  u k ł a 

du d y n am ic zn e go ,  wychodz ąca  z e  s t an u  p oc z ą tk o w e g o  x ( 0 ) ,  s p e ł n i a  n a s t ę p u 

j ą c y  warunek :

x ( q , x ( 0 ) , u ( 0 ) , u ( l ) , . . . , u (  q - 2  ) ,  u ( q - l ) )  = x p

Uwaga 7 . 2 . 1 . D ługo ść  s e k w e n c j i  s t e r o w a ń  q j e s t  w i s t o t n y  sposób  z a 

l e ż n a  od s t an u  p oc z ą tk o w e g o  x ( 0 )  o r a z  od s t anu  końcowego  x p . W p r z e c i 

w i e ń s t w i e  do l i n i o w y c h  układów dynamic znych [40] , [183J , [310] d l a  u k ł a 

dów b i l i n i o w y c h  n i e  i s t n i e j e  p o j ę c i e  i n dek su  s t e r o w a l n o ś c i , r o zumianego  

j a k o  min ima lna  i l o ś ć  k roków p o t r z e b n y c h  do o s i ą g n i ę c i a  dowo lneg o  stanu koń

cowego  z  d ow o l neg o  s t an u  p o c z ą t k o w e g o .

Wprowadza s i ę  n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i a :

a -  | j  : 3 t a Js  *  0 .  0 <  j  <  n2}  

r  n a j w i ę k s z y  w s p ó l n y  d z i e l n i k  w s z y s t k i c h  e l eme n tów  z b i o r u  0.

w[a  i s ]  = [c | ać | a2c I . . .  i * n- 1e ]

w [ a  ! c ]  j e s t  n x n -  wymiarową m a c i e r z ą ,  b ędącą o dp o w i e dn ik i e m  m a c i e 

r z y  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  układów l i n i o w y c h  [40]  , [ l5 7 ] , [158] , [199] , [207] .

P o n i ż e j ,  d l a  wygody  C z y t e l n i k a ,  p r z y t o c z o n o  znane  z  l i t e r a t u r y  warunki  

k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  s t e r o w a l n o ś c i  b i l i n i o w y c h ,  d y s k r e t n y c h , j e d n o r o d 

nych o r a z  n i e j e d n o r o d n y c h  układów dynamic znych  [87] , [88] , [89] , [90]  .

TWIERDZENIE 7 . 2 . 1 .  B i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  j e d n o r o d n y  uk ład  dynamiczny

( 7 . 2 . 1 )  j e s t  s t e r o w a l n y  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

r z ąd  W [A ; c ]  = r z ąd  W [aT I 3] = n ( 7 . 2 . 3 )

r  = 1 ( 7 . 2 . 4 )

TWIERDZENIE 7 . 2 . 2 .  B i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  n i e j e d n o r o d n y  uk ład  dynamic z 

ny ( 7 . 2 . 2 )  j e s t  s t e r o w a l n y  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy

r z ąd  W [a  i c ]  = n ( 7 . 2 . 5 )
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o ra z

i  a T

1 dTA r

r z ąd 1 dTA2r = a + 1 ( 7 . 2 . 6 )

_ 1 dTAa r _

g d z i e

a = m = rząd Ŵ Â " 1 d l, m ^ n ( 7 . 2 * 7 )

Uwaga 7 . 2 . 2 . W p r a c y  [90]  d o w i e d z i o n o ,  ż e  l i c z b a  a , dan a  wzorem ( 7 . 2 . 7 ) ,  

J e s t  z a ws ze  l i c z b ę  n a t u r a l n ę  ( z a t e m  równość  ( 7 . 2 . 6 )  ma s e n s ) .

Uwaga 7 . 2 . 3 . Warunki  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ę c e  s f o r mu łow ane  w t w i e r 

d z e n i a c h  7 . 2 . 1  o r a z  7 . 2 . 2  uzyskano  na d r o d z e  k o l e j n e g o  o s ł a b i a n i a  warun

ków k o n i e c z n y c h  i  w zm ac n ian i a  warunków w y s t a r c z a j ą c y c h .  P r o c e s  t en  można 

za obse r wować  ś l e d z ą c  c h r o n o l o g i c z n i e  n a s t ę p u j ą c e  p o z y c j e  l i t e r a t u r o w e :

[38] , [88] , [90] , [1 21 ] . [318] .

Uwaga 7 . 2 . 4 . W d o t y c h c z a s o w e j  l i t e r a t u r z e  d o t y c z ą c e j  p r o b l e m a t y k i  s t e -  

r o w a l n o ś c i  b i l i n i o w y c h ,  d y s k r e t n y c h  układów dynamic znych  b rak  j e s t  k r y t e 

r i ó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  układów p o s t a c i  ( 7 . 2 . 1 )  o r a z  ( 7 . 2 . 2 ) , a l e  b e z  d o d a t 

kowych z a ł o ż e ń  o d n o ś n i e  do m a c i e r z y  A o r a z  B. W n i e k t ó r y c h  p o z y c j a c h  

l i t e r a t u r o w y c h  r o zw aż a  s i ę  n i e c o  s z e r s z ą  k l a s ę  uk ładów ,  a l e  p r z y  d o d a t k o 

wych o g r a n i c z e n i a c h  na s t e r o w a n i a  [38] , [245] .

7 . 3 .  Z a s t o s o w a n i e  k a n o n i c z n e j  f o rm y  Jo rdana  do b ad an ia  s t e r o w a l n o ś c i

[192 ]

Do b a d an ia  s t e r o w a l n o ś c i  b i l i n i o w y c h ,  d y s k r e t n y c h  układów dynamic znych,  

p o d o b n i e  j a k  w p r z ypadku  uk ładów l i n i o w y c h ,  można z a s t o s o w a ć  k ano n i c zną  

f o rmę  Jo rd ana  m a c i e r z y .

S p r o w a d z e n i e  b i l i n i o w e g o ,  d y s k r e t n e g o  układu dy namic znego  do k a n o n i c z 

n e j  f o rmy  Jo rdana  d a j e  j a s n y  p o g l ą d  na j e g o  s t r u k t u r ę  w e w n ę t r z n ą ,  u ł a t w i a  

s y m u l a c j ę  c y f r o w ą ,  a t a k ż e  w z n a c z n e j  m i e r z e  u p r a s z c z a  k r y t e r i a  s t e r o w a l 

n o ś c i  uk ładu .  P r z y  g e n e r a ln ym  - ł o ż e n i u ,  k t ó r e  o bow ią z yw ać  b ę d z i e  w c a 

ł e j  d a l s z e j  c z ę ś c i  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u ,  ż e  m a c i e r z  A p o s i a d a  l i n i o w e  

d z i e l n i k i  e l e m e n t a r n e  [258 , s .  48] , można p o p r z e z  n i e o s o b l i w e  p r z e k s z t a ł 

c e n i e  x ( k )  = Q x ( k  ) ,  da t  Q f  0 ,  k = 0 , 1 , 2 , . . .  s p r o w a d z i ć  b i l i n i o w e . d y s 

k r e t n e  uk ł a d y  dynamic zna  p o s t a c i  ( 7 . 2 . 1 )  o r a z  ( 7 . 2 . 2 )  do n a s t ę p u j ą c e j  ka

n o n i c z n e j  f o rmy J o rd an a :

x ( k + l )  = A ( I  + u ( k ) B ) x ( k )  = A  x ( k )  + u ( k ) A  B x ( k )  ( 7 . 3 . 1 )
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x ( k + l )  = A (  ( I  + u ( k )B )x ( k ) + c u ( k ) )  = A (  I  + u ( k ) B ) x ( k )  + A c u ( k )

( 7 . 3 . 2 )

g d z i e :
_  ̂

A = Q A Q = d i a g  [ s1 , s 2 , . . .  , s i f . . .  . s j  , m a c i e r z  d i a g o n a ln a  ( 7 . 3 . 3 )  

a i , i  = 1 , 2 , 3 , . , . , n ,  w a r t o ś c i  w ła s n e  m a c i e r z y  A

B = Q_ 1 B Q = Q- 1 c dTQ = c dT = [ ^ d  ]  = [ b . . ]  . i . j - 1 . 2 , 3 ...........n ( 7 . 3 . 4 )

T
( 7 . 3 . 5 )c = Q- 1 c = [C j , *2 1 • * i  c nJ

dT = dT Q = [d1 , d 2 , . . .  , d i . . . . . d r ] ( 7 . 3 . 6 )

P on i ewa ż  n i e o s o b l i w a  t r a n s f o r m a c j a  uk ładu w s p ó ł r z ę d n y c h  n i e  wpływa na 

s t e r o w a l n o ś ć  b i ł i n i o w e g o ,  d y s k r e t n e g o  układu dyn am ic zne go ,  w i ę c  i s t n i e j e  

m o ż l iw o ść  o k r e ś l a n i a  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów ( 7 . 2 . 1 )  o r a z  ( 7 . 2 . 2 )  na pod 

s t a w i e  ba d an ia  s t e r o w a l n o ś c i  i c h  k ano n i c zny ch  form Oordana ( 7 . 3 . 1 )  o r a z  

( 7 . 3 . 2 ) .  W y k o r z y s t u j ą c  z a m i e s z c z o n e  w p o d r o z d z i a l e  7 .2  warunk i  k o n i e c z n e  

i  w y s t a r c z a j ą c e  s t e r o w a l n o ś c i ,  można s f o rm u ło wa ć  n a s t ę p u j ą c e ,  równoważne 

k r y t e r i a  s t e r o w a l n o ś c i .

TWIERDZENIE 7 . 3 . 1 .  B i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  j e d n o r o d n y  uk ład  dynamiczny  

( 7 . 2 . 1 )  j e s t  s t e r o w a l n y  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy zacho dz ą  r ó w n o c z e ś n i e  na

s t ę p u j ą c e  w a ru n k i :

1 )  w a r t o ś c i  w ł as ne  s i #  ( i  = 1 , 2 , 3 , . . . , n )  są parami  r ó ż n e ,

2 )  m a c i e r z  B n i e  z a w i e r a  e l eme n tó w  z e ro w y ch ,

3 )  n a j w i ę k s z y  ws p ó ln y  d z i e l n i k  r ,  d l a  w s z y s t k i c h  j  6 0=

O <  3 4  n2}< j e s t  równy j e d e n .

f  i =n

bx i s i  *°-
l  i  = l

D o w ó d .  Pon i e wa ż  A = d i a g  [s1,s2 , . . . .s^ , . . . ,snJ , w i ę c  za chodzą  na
stępujące równości:

APC = [C1S1 ' C2 S2  Ci S i ' ” * *CnSn] . P =  0 , 1 , 2 , . . .

S t ąd  m a c i e r z  W [a  j c ]  ma p o s t a ć  n a s t ę p u j ą c ą :

( 7 . 3 . 7 )

W [A j c] =

cl s ? • 

C2S2

c Snn n

n-1
c l s l

n-1

c s " ’ 1i i

n-1 
n n

( 7 . 3 . 8 )
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W y k o r z y s t u j ą c  w ł a s n o ś c i  w y z n a c z n ik a  Van de rmonde ' a  o t r z y m u j e  s i ę ,  ż e  

r ząd  W [a ; c] = n w t edy  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  s.  ̂ f  S j , d l a  i  i  j  o r a z  c ^  

^ O, d l a  i  5 1 , 2 , 3 , • . .

W podobyn spos ób  u z y s k u j e  s i ę

ATPd = jd1s P , d 23P . . .  d ± sP . . .  dns £ j  , p = 0 , 1 , 2  

Zatem m a c i e r z  W  [ a T  j  dl j e s t  p o s t a c i  n a s t ę p u j ą c e j :

d l *  d l s l  * * •  d l Sl  * ' •  d l Sl

( 7 . 3 . 9 )

1 LaT i d]
d2* d2S2 ” • d2S2 * ' •  d2S22 2

d^ ,  d i ® i  d i 8 i  • • •  d i ® i
n-1

d . d „ s „  . . .  d sP . . .  d s
n-1 

n"n

( 7 . 3 . 1 0 )

S t ą d ,  r z ąd  W JaT i d j  = n w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  s A 4 S j ,  d l a  i  # j  

o r a z  t  O d l a  i  = 1 ,2 ,3 , . . .  Zatem warunek (7 .2 .3 )  t w i e r d z e n i a  7.2.1
j e s t  s p e ł n i o n y  w t e d y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  s^ ^ s^ d l a  i  f  j  o r a z  c^ 4 O,

d f  O d l a  i  -  1 ,2 ,3 , . . .
T

P on i e wa ż  0 = c d , w i ę c  n i e z e r o w a n i e  s i ę  e l em en tów  w e k to ró w  c o r a z  d 

j e s t  równoważne  warunkow i ,  ż e  m a c i e r z  B n i e  z a w i e r a  e l em en tów  z e ro w y ch .  

P on ad t o  z a ch o d zą  n a s t ę p u j ą c e  r ó w n o ś c i :

d^A^c =

[dl ' d2 ' * * * *di  ' * * ‘ ' dnJ dia9 js|"s2 ' * * *  «3 J • • • • , snJ [^1 •ci ••••* cnl

2  c i di s i  ■ 2  bi i ai -  ° < i i  <  n2
i = l  i = l

( 7 . 3 . 1 1  )

Zatem

{ j . ■>'A^c 4 O, 0 < j
(  1“ n 1

< " 2} = - { j  : 2  bi i 9i  * ° .
^ i = l

S tą d  warunek ( 7 . 2 . 4 )  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 1  j e s t  równoważny warunkowi  3 )  

t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 1 .  Wykazano w i ę c  równoważność  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 1  o ra z  t w i e r 

d z e n i a  7 . 3 . 1 .
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TWIERDZENIE 7 . 3 . 2 .  B i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y  uk ła d  dynamic zny  n i e j e d n o r o d 

ny,  p o s t a c i  ( 7 . 2 . 2 )  j e s t  s t e r o w a l n y  w t ed y  i  t y l k o  w t e d y ,  gdy  z a ch o d zę  rów

n o c z e ś n i e  n a s t ę p u j ą c e  wa ru n k i :

1 )  w a r t o ś c i  w ł a s n e  Sj  ̂ ( i  = 1 , 2 , 3 , . . . )  s ą  parami  r ó ż n e ,

2 )  m a c i e r z  B n i e  z a w i e r a  w i e r s z y  z e r o w y ch ,

3 )  s.  ̂ f  1 ,  d l a  1 6  1 »  | i  : d i  4 oj-.

D o w ó d .  Po n i e wa ż  b rak w i e r s z y  z e r ow yc h  w m a c i e r z y  B J e s t  równo

ważny n i e r ów n oś c i o m  c ± + 0 d l a  i  = 1 , 2 , 3 ............  w i ę c  na p o d s t a w i e  dowo

du t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 1  warun k i  l )  o r a z  2 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2  są równoważne 

warunkowi  ( 7 . 2 . 5 )  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 2 . .

W y k o r z y s t u j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 7 . 3 . 9 )  u z y s k u j e  s i ę  n a s t ę p u j ą c ą  r ówn oś ć :

1 ,  d 1 , dl  d2 • • d.1 • • • dn

1 ,  dTAr 1 , dl Sl '  d2®2 • • di < • • • dnSnn n

1 .  dTA2 r

■

1, dl 8i r * d2*2r • • di ° f • • • d s 2 r  n n

1 .  dTAP r 1. V ? r . d2 * r • • di * r « •» • d 3p r
n n

1 ,  dTAar 1 , di ® r *  d2 * r • • d i * i r • • • d s a r  n n

Po n i e wa ż  a r  = m = r z ąd  W [a T j d]  = i l o ś ć  n i e z e r o w y c h  e l eme n tów  w e k to 

ra  d ( d l a  p r z y p ad k u ,  gdy  8^ + s ^ ,  i  + j ) ,  w i ę c  r z ąd  m a c i e r z y  o k r e ś l o n e j  

r ó w n o ś c i ą  ( 7 . 3 . 1 2 )  b ę d z i e  maksymalny,  t o  z n a c z y  równy ( a + l )  w t ed y  i  t y l k o  

w t e d y ,  gdy  z a c h o d z i  warunek 3 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2 .  Wynika t o  b e z p o ś r e d n i o  

z  w ł a s n o ś c i  w y zn a c zn i k a  Vandermonde*a o r a z  podstawowych z a l e ż n o ś c i  dotyczą

cych  o b l i c z a n i a  r z ędów  m a c i e r z y .  Zatem d o w i e d z i o n o  r ówno wa żnośc i  warunku

( 7 . 2 . 5 )  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 2  o r a z  warunku 3 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2 . Wykazano w i ę c  

równoważność  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 2  o r a z  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2 .

Uwaga 7 . 3 . 1 . Kano n i c zną  f o rmę  Oordana s t o sow an o  c z ę s t o  do badan ia  s t e -  

r o w a l n o ś c i  uk ładów l i n i o w y c h  [40] , [43]  , [56] , [l6 7 j , [l70] , [258] , [355]

o r a z  z ł o ż o n y c h  układów l i n i o w y c h  [39]  , [42]  , [70]  , [7 8 ] , [l6 ą ] , [ l6 9 ] ,[ l7 4 ] ,

[267] , [350] , [3 5 l]  . Brak n a t om ia s t  w l i t e r a t u r z e  r e z u l t a t ó w  d o t y c z ą c y c h

j e j  z a s t o s o w a n i a  do bad an i a  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładów b i l i n i o w y c h .

7 . 4 .  P r z y k ł a d y  [192]

l )  N i e ch  b ę d z i e  dany b i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  j e d n o r o d n y  uk ład  dynamic zny  

p o s t a c i  ( 7 . 3 . 1 )  o n a s t ę p u j ą c y c h  m a c i e r z a c h  i  w e k t o r a c h :
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1
(A ł-> O ' C1  ° ‘ _cr

A = B = c =

CM(0o

. C2 ° . _ C2 _

S 1  * 32 4 0 , c x # 0 , c2 i 0 , n = 2.

d T  =  [ l  O ]

Stąd  o t r z y m u je  s i ę :

b i;Ls|  = c l S J }  O, d l a  O < j  <  n2 = 4

i = l

Zatem j  = -| l ,  2 ,  3 ,  4 | .  c z y l i  r  = 1.

P on iew a ż  m a c i e r z  B z a w i e r a  e l e m e n ty  z e r o w e ,  w i ę c  warunek 2 )  t w i e r d z e n i a

7 . 3 . 1  n i e  j e s t  s p e ł n i o n y ,  a za tem  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynam iczny  n i e  j e s t  

s t e r o w a l n y .
N i e s t e r o w a l n e  s ta n y  p o c zą tk o w e  uk ładu  d yn am ic zn ego  można w y zn a c zy ć  na 

p o d s ta w ie  a n a l i z y  r e l a c j i  ( 7 . 3 . 1 ) ,  skąd  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją c e  z a l e ż n o 

ś c i  :

x1(k + l ) ‘ Si 0“ A1 o"

ro
_r-i

O \ x^(k )
s + u(k)

x2(k+l ) 0 s2\0 1 ■ 1
oCMo—

1 1 x2(k )

sx 0~1fl + Cj^ufk) 0

0 s j | c 2 u ( k )  1

x t ( k )

x2 ( k )

S 1 + s i c i u ( k ) 0 x Ł (k  )
B

' ( s 1 + s 1c 1u (k  ) ) x 1 (k  )

s 2C2U( k ) 32 x 2 ( k ) s 2 c2 u ( k ) x Ł ( k ) + s 2x2 ( k )

Za tem , d l a  x ( 0 )  = [o x _ ( 0 ) ] T ( x „ ( 0 )  d o w o ln e )  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją 

ce  r ó w n o ś c i :

x 1 ( k + l ) "o 'o
S =

x2 (k  + l  ) s2 x2 ( k ) k+1 
_s2 x2 .

k = 0 , 1 , 2 , . . ,

Wynika s t ą d ,  ż e  p o c zą tk o w e  s t a n y  uk ładu  dyn am iczn ego  p o s t a c i  x ( 0 )  =

= [O x2 ( 0 ) ] T ( x 2 ( 0 )  d o w o ln e )  n i e  są s t e r o w a l n e  ( p i e r w s z a  w s p ó ł r z ę d n a

j e s t  zaw sze z e ro w a ) .
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2 )  N ie ch  b ę d z i e  dany b i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  j e d n o ro d n y  uk ład  dynam iczny  

p o s t a c i  ( 7 . 3 . 1 )  o n a s t ę p u ją c y c h  m a c ie r z a c h  i  w e k t o r a c h :

b b 

-b  -b

b

-b
[1 1]

g d z i e  0 4 s x 4 s2 f  0 ,  b f  0 ,  n = 2 .  

P on ad to

i= n

S  bi i Si  = b l l Sl  + b22s 2 = b s l  -  bs2 = "  " I ) .  d l a  0 <  j  <  n2= 4
i - 1

P on iew a ż  b ( s Ł -  s 2 ) 4 0 ,  w i ę c  r  «  1 . P on iew a ż  m a c i e r z  B n i e  z a w ie r a  

e lem en tów  z e r o w y c h ,  w a r t o ś c i  w ła s n e  m a c i e r z y  A są param i ró żn e  o r a z  r  => 

1 ,  w i ę c  na mocy t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 1  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynam iczny  j e s t  s t e 
r o w a ln y .

3 }  N ie ch  b ę d z i e  dany b i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  n i e j e d n o r o d n y  uk ład  dyna

m ic zn y  p o s t a c i  ( 7 . 3 . 2 )  o n a s t ę p u ją c y c h  m a c ie r z a c h  i  w e k to r a c h :

[1 0]

Zatem w arun k i  l )  o r a z  2 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2  są  s p e ł n i o n e .

O e ż e l i  s x 4 1 o r a z  s2 4 l ,  t o  r ó w n ie ż  warunek 3 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2  j e s t  

s p e ł n i o n y ,  a w i ę c  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dyn am iczn y  j e s t  s t e r o w a ln y .

O e ż e l i  n a to m ia s t  s !  = 1 , t o  p on iew a ż  dJ = l  jt o, w ię c  I  « -T i  : d. 4 oV=
-  1 .  Zatem warunek 3 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2  n i e  j e s t  s p e łn i o n y  i  r o z p a t r y 

wany uk ład  dynam iczny  n i e  j e s t  s t e r o w a l n y .

N i e s t e r o w a l n e  s ta n y  p oc zą tk o w e  układu dyn am iczn ego  można w y zn a c zy ć  na 

p o d s ta w ie  a n a l i z y  r e l a c j i  ( 7 . 3 . 2 ) ,  skąd  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją c e  z a l e ż n o 
ś c i  :

--
1

(0 O 1

■°1 0- ' VA = B = C «s
0 s2 oCMO -C2_

o 4 B1 * ®2 o. c % 4 CMUO ł 0 ,  n a 2.

x jL( k + l )

Lx2 ( k + l )
+ u ( k )

y

"xŁ ( k )

x 2 (k  )
LC2
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O s.

1 O

c2 u (k  )

x Ł (k  ) V \
+ u ( k )

x2 ( k ) - C2- /

1 O 

O s„

X1  (k  ) + c 1u (k  ) x 1 (k  ) + c ^ f k )  

c 2 u ( k ) x 1 ( k )  + x 2 ( k )  + c2 u ( k )

x ± ( k )  + c 1u ( k ) x ( k )  + Cj^ufk) 

s 2 ( e 2 u (k  ) x i ( k ) + x 2 ( k )  + c 2u ( k ) )

k = 0 , 1 , 2 , . . .

Za tem , d l a  x ( 0 )  = [ - 1  x2 ( 0 ) ] T ( x 2 ( 0 )  d o w o ln e )  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją 

ce  r ó w n o ś c i  :

x 1 ( k + l ) - 1 ‘ - 1

= =

_ x2 ( k + l ) CM 
X CM 
<0 

____1 s k + 1 x 2 ( 0 ) _

Wynika s t ą d ,  ż e  p o c zą tk o w e  s t a n y  uk ładu  dyn am iczn ego  p o s t a c i  x (0 ) =
■ |-1 x2 ( 0 ) j T (x 2 (0) d o w o ln e )  n i e  są  s t e r o w a l n e  ( p i e r w s z a  w s p ó ł r z ę d n a

j e s t  za w s ze  równa - l ) .

O e ż e l i  s Ł # 1 ,  t o  p on ie w a ż  I  = -jl^-, w i ę c  nawet w p rzy p ad k u ,  gdy  s 2 = 

= 1 ,  r o z p a t r y w a n y  u k ład  dyn am iczn y  j e s t  s t e r o w a l n y  na p o d s ta w ie  t w i e r d z e 

n ia  7 . 3 . 2 .

4 )  N ie c h  b ę d z i e  dany b i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  n i e j e d n o r o d n y  u k ład  dyna

m ic zn y  p o s t a c i  ( 7 . 3 . 2 ) ,  o n a s t ę p u ją c y c h  m a c ie r z a c h  i  w e k t o r a c h :

' l  0 “

1
HO01

V
A = B = o n

0 32 1CMoo
1 . C2 _

dT = [O l ]

g d z i e  s 2 ^ O, C j  f  O, c2 # O, n »  2 .

P o n ie w a ż  I  = o r a z  d£ = 1 f  O, w i ę c  w a ru n k i  1 ) ,  2 ) ,  3 )  t w i e r d z e n i a

7 . 3 . 2  są s p e ł n i o n e ,  a za tem  ro z p a t r y w a n y  u k ład  dyn am iczn y  j e s t  s t e r o w a ln y .

5 )  N ie c h  b ę d z i e  dany b i l i n i o w y ,  d y s k r e t n y ,  n i e j e d n o r o d n y  uk ład  dyna

m iczn y  p o s t a c i  ( 7 . 3 . 2 )  o n a s t ę p u ją c y c h  m a c ie r z a c h  i  w e k to r a c h :

1---OoH

" l  1 o ' " l ‘

0 - 1 0 B > 1 1 0 c = 1

0 0 s 3 b b 0 b

0 ,  1  ¥ s 3 ^ - 1 ,  s 3 * 0 . ° = 3.

dT = [ l  1 O]
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Zatem I  = -| l , 2J-,  a p on ie w a ż  = 1 , w i ę c  warunek 3 )  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2

n i e  j e s t  s p e łn i o n y  i  r o z p a t r y w a n y  uk ład  dynam iczny  n i e  j e s t  s t e r o w a l n y .

D la  p orów n an ia  nak ładu  o b l i c z e ń  zbadamy o b e c n i e  s t e r o w a ln o ś ć  t e g o  s a 

mego uk ładu  d yn a m ic zn e go ,  a l e  w o p a r c iu  o t w i e r d z e n i e  7 . 2 . 2 .  Ła two  można 

s p r a w d z i ć ,  ż e  z a c h o d zę  r ó w n o ś c i

m = r z ę d  W [a ^  j dj = r z ę d  £d i A^d [ A1" d j  = 2  

o r a z  r z ę d  W [a  I c] = r z ę d  jc i Ac j A2 cJ = 3 = n

O, d l a  j  n i e p a r z y s t y c h

0 <  j  £ n2 = 9

2 , d l a  j  p a r z y s t y c h

Zatem 3 = { 2 ,  4 ,  6 , 8} ,  c z y l i  r  = 2 ,  a w i ę c  a = -p = |  = 1.

W y k o r z y s t u j ę c  r e l a c j ę  ( 7 . 2 . 6 )  o r a z  p ow yżs ze  z a l e ż n o ś c i  o t r z y m u je  s i ę  na

s tę p u  j ę c ę  ró w n o ść :

' l  dT ‘ 1 1 1 0

r z ę d = r z ę d = l < 2  = a + l

1  dTA2 1 1 1 0

Tak w i ę c  warunek ( 7 . 2 . 6 )  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 2  n i e  j e s t  s p e łn i o n y  i  r o z p a t r y 

wany uk ład  d ynam iczny  n i e  j e s t  s t e r o w a l n y .  W powyższym p r z y k ł a d z i e  w id a ć ,  

ż e  n ak ła d  o b l i c z e ń  p r z y  w y k o r z y s t a n iu  t w i e r d z e n i a  7 . 2 . 2  b y ł  z n a c z n i e  w i ę k 

s z y  n i ż  p r z y  s t o s o w a n iu  t w i e r d z e n i a  7 . 3 . 2 .

Uwaga 7 . 4 . 1 . P om ięd zy  s t e r o w a l n o ś c i ę  b i l i n i o w e g o ,  d y s k r e t n e g o ,  j e d n o 

rod n ego  układu d yn am ic zn ego  p o s t a c i  ( 7 . 2 . 1 )  o r a z  s t e r o w a l n o ś c i ę  układu nie

j e d n o r o d n e g o  p o s t a c i  ( 7 . 2 . 2 )  o t y c h  samych p a ra m et ra ch  n i e  ma żadnych  wza

jemnych  i m p l i k a c j i .  Uk ład  je d n o ro d n y  może być s t e r o w a l n y ,  n a to m ia s t  uk ład  

n i e j e d n o r o d n y  może być n i e s t e r o w a l n y  i  o d w r o tn i e  -  s t e r o w a ln o ś ć  układu n ie

j e d n o r o d n e g o  n i e  musi p o c i ę g a ć  z a  s ob ę  s t e r o w a l n o ś c i  uk ładu  j e d n o ro d n e g o .  

W ynika t o  z  d o k ł a d n i e j s z e j  a n a l i z y  warunków z a w a r ty c h  w s fo rm u łow an ych  w 

p o p r z e d n ic h  p o d r o z d z i a ł a c h  t w i e r d z e ń .  Z n a jd u j e  t o  t a k ż e  s w o je  o d b i c i e  w 

p r z y t o c z o n y c h  p r z y k ł a d a c h .  J e ż e l i  w p r z y k ł a d z i e  l )  f  1 , t o  uk ład  j e d 

n o rodn y  p o z o s t a j e  w d a ls zym  c i ę g u  n i e s t e r o w a l n y ,  n a to m ia s t  uk ład  n i e j e d n o 

rod ny  j e s t  s t e r o w a l n y .  W p r z y k ł a d z i e  3 )  uk ład  j e d n o ro d n y  j e s t  s t e r o w a l n y ,  

n a to m ia s t  j e ż e l i  = 1  lu b  s 2 = 1 * t0  uk ład  n i e j e d n o r o d n y  n i e  j e s t

s t e r o w a l n y .

d^A^c =■
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Uwagą 7 . 4 . 2 . Nak ład  o b l i c z e ń  p r z y  s t o s o w a n iu  t w i e r d z e ń  o p a r t y c h  o ka

n o n ic zn ą  fo rm ę  Jo rdan a  j e s t  na o g ó ł  m n i e j s z y  n i ż  p r z y  s t o s o w a n iu  t w i e r 

dzeń p o d r o z d z i a ł u  7 . 2 .

Uwagą 7 . 4 . 3 . S to s o w a n ie  k a n o n ic z n e j  form y Oordana u m o ż l iw ia  ł a tw e  wy

z n a c z e n i e  s tan ów  n i e s t e r o w a l n y c h , tw o r z ą c y c h  r o z m a i t o ś c i  l i n i o w e  ( p r z y 

k ła d  l )  o r a z  p r z y k ł a d  3 ) ) .



W N I O S K I

W p r a c y  r o z p a t r z o n o  p r o b le m a t y k ę  s t e r o w a l n o ś c i  l i n i o w y c h  o r a z  n i e l i n i o 

wych uk ładów d ynam icznych  z  r ó żn e g o  typu  o p ó ź n i e n ia m i  w s t a r o w a n iu .  S f o r 

mułowano l i c z n e  k r y t e r i a  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  pewnych k la s  układów d y n a n ic z -  

n ych .  Do n a j w a ż n i e j s z y c h  r e z u l t a t ó w  n a l e ż y  z a l i c z y ć :

1 )  w a ru n k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  w z g l ę d n e j  i  a b s o l u t n e j  s t e r o w a l n o ś c i  

l i n i o w y c h  uk ładów d ynam icznych  z e  sk u p io n ym i i  r o z ł o ż o n y m i , zm iennym i w 

c z a s i e  o p ó ź n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu ,

2 ) w a ru n k i  w y s t a r c z a j ą c e  g l o b a l n e j  i  l o k a l n e j  s t e r o w a l n o ś c i  n i e l in i o w y c h  u- 

k ładów  d ynam icznych  z  w i e l o k r o t n y m i ,  zm iennym i w c z a s i e ,  s ku p ion ym i o -  

p ó ż n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu ,

3 )  w a ru n k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c a  a p r o k s y m a c y jn e j  s t e r o w a l n o ś c i  l i n i o 

wych uk ładów  d ynam icznych  o p is a n y c h  równan iam i ró żn ic zk o w y m i  c z ą s tk o w y 

mi typu  p a r a b o l i c z n e g o  z  o p ó ź n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu ,

4 )  w a ru n k i  k o n i e c z n e  i  w y s t a r c z a j ą c e  s t e r o w a l n o ś c i  b i l i n i o w y c h ,  d y s k r e t 

nych uk ładów  d yn am ic zn ych ,  u m o ż l iw i a j ą c e  w s tosu n kow o  p r o s t y  sposób  wy

z n a c z e n i e  n i e s t e r o w a ln y c h  s tanów  u k ład u ,

5 )  a n a l i t y c z n e  r o z w i ą z a n i e  p rob lem u s t e r o w a n ia  z  m in im a lną  e n e r g i ą  u k ła d a 

mi dynam icznym i l i n i o w y m i ,  n i e s t a c j o n a r n y m i ,  s k o ń c z e n i e  wymiarowymi ze  

zm iennym i o p ó ź n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu .

Uzyskane  r e z u l t a t y  s ta n o w ią  u o g ó l n i e n i e  i  r o z s z e r z e n i e  wyn ików  s p o t y k a 

nych w l i t e r a t u r z e  d o t y c z ą c e j  s t e r o w a l n o ś c i .  D z i ę k i  s z e ro k ie m u  w y k o r z y s t a 

n iu  metod a n a l i z y  f u n k c j o n a l n e j ,  a w s z c z e g ó l n o ś c i  t e o r i i  o p e r a t o r ó w  l i 

n iow ych  i  t e o r i i  p ó ł g r u p  o p e r a t o r ó w ,  uzyskano  z w i ę z ł o ś ć  i  p r o s t o t ę  dowodów 

o r a z  p r e c y z j ę  s fo rm u ło w ań .  P r z y t o c z o n o  k i l k a  p r z y k ła d ó w  i l u s t r u j ą c y c h  z a 

s t o s o w a n ie  podanych k r y t e r i ó w  s t e r o w a l n o ś c i .

P ra c a  z a w i e r a  r ó w n ie ż  s y n t e t y c z n y  p r z e g l ą d  z a g a d n ie ń  s t e r o w a l n o ś c i  u- 

k ładów  dynam icznych  w ra z  z  danymi b i b l i o g r a f i c z n y m i .



D O D A T E K

W dodatku  z o s t a n ę  z a m ie s z c z o n e  dwa l e m a t y ,  b ęd ące  u z u p e łn ie n ie m  dowo

du t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1 .  Dowody t y c h  lem atów  wymaga j?  żmudnych p r z e l i c z e ń  o 

c h a r a k t e r z e  c z y s t o  matematycznym, n i e  zw ią z a n y c h  b e z p o ś r e d n i o  z  z a s a d n i 

c zy  te m a tyk ę  p r a c y ,  w zw ią zk u  z  czym u m ies zc zo n e  z o s t a ł y  w d od a tk u .

Lemat l . O p e r a t o r  P ,  o k r e ś l o n y  r ó w n o ś c i?  ( 2 . 3 . 5 ) ,  p r z e k s z t a ł c a  dom

k n i ę t y ,  w ypu k ły  p o d z b i ó r  p r z e s t r z e n i  Banacha Cn [ t j y t j  w j e g o  z w a r t y  pod

z b i ó r .

D o w ó d .  Dowód laraatu 1 o p i e r a  s i ę  z a s a d n i c z o  na t w i e r d z e n i u  A r z e l a -  

A s c o l i  [337 ,  e s .  3 4 ,  13 l ]  , k t ó r e ,  d l a  wygody  C z y t e l n i k a ,  z o s t a n i e  p r z y t o 

c zo n e  w pełnym b r z m ie n iu :  " Z b i ó r  Q  C  Cn [ t g . t j  j e s t  z w a r t y  w te d y  i  t y l 

ko w t e d y ,  gdy  z a c h o d z ę  dwa p o n i ż s z e  w a ru n k i :

1 )  f u n k c j e  y ( t ) C  £2 są  w s p ó l n i e  o g r a n i c z o n e ,  c z y l i  i s t n i e j e  s t a ł a  do 

d a t n i a  K t a k a ,  ż e

sup max | y ( t ) | <  K ( l )
y C S !

2 ) f u n k c j e  y ( t ) C  S2 są  jedn akow o  c i ę g ł a ,  c z y l i  d l a  d o w o ln e go  Ć > 0  i s t 

n i e j e  t a k i e  *7 >  O, z a l e ż n e  t y l k o  od £ , ż e  n ie r ó w n o ś ć  | y ( t )  -  y ( t ) | < £  

z a c h o d z i  d l a  dow o lnych  t , t e * s p e ł n i a j ą c y c h  warunek |t -  t \ < ¥  

o r a z  d l a  w s z y s t k i c h  f u n k c j i  y ( t ) C  SI.
O p ró c z  o zn a c z e ń  wprowadzonych  w r o z d z i a l e  2 ,  d l a  m a c i e r z y  n x p -  wy -  

m iarowych  G ( t ) ,  k t ó r y c h  e l e m e n ty  g ± ̂  ( t  ) 6 c ł Lt o ' t l ]  '  i  = 1 . 2 , 3 , . . . ,n ,

j  = 1 , 2 , 3 , . . . . p  d e f i n i u j e  s i ę  normę w s p o s ób  n a s t ę p u j ę c y :

l= n

||G(t)|( -  max ^  |gi ; j ( t ) |  ( 2 )
j  i = i

N ie c h  r o zp a t r yw a n ym ,  dom kn ię tym , wypukłym p od zb io rem  p r z e s t r z e n i

Cn [ t o , t  J  b ę d z i e  k u la  d om kn ię ta  V  6 Cn [ t Q . t J  o ś rodku  w z e r z e  i  p ro m ie 

n iu  K, t z n .

r  = |y  = y  e c n [ t 0 , t j  . ||y|| <  k|  ( 3 )

g d z i e  s t a ł a  K w y ra ż a  s i ę  n a s t ę p u ją c ą  z a l e ż n o ś c i ą :



K = B1+Kw) lxf *0 Jl + KVVIX1I exPfnN( t1 - *0^ +

+ Kf  c -  t 0 ) ( l + K vv ) e x p ( n N ( t 1 -  t Q ) )J e x p ( n N ( t 1 -  t Q ) )  ( 4 )

g d z i e :

K = sup ||w-:L ( t  , t 1 ;y ) ] ]npM 2 ( t  - t _ ) e x p ( 2 n N ( t  - t _ ) )  ( 5 )

y ^ n f o ' ^

P on ie w a ż  F ( t , t 0 ; y )  j e s t  m a c ie r z ą  t r a n z y c j i  uk ładu l i n i o w e g o  ( 2 . 2 . 9 ) , w i# c  

s p e ł n i a  ona n a s t ę p u ją c e ,  m a c ie r zo w e  rów n an ie  r ó ż n i c z k o w e  [355, s .  339] :

F ( t , t Q ; y )  = A ( t , y ( t  ) ) F ( t , t 0 ; y )  ( 6 )

z  warunkiem początkowym F ( t 0 , t Q ; y )  = I

Zatem

t

F ( t , t Qj y ) = I  + ^ A ( s , y ( s  ) ) F ( s , t 0 ; y  )ds  ( 7 )
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*0

S tąd

t

II F (  t  , t 0 ;y)|| = ||l + | A ( x , y ( s ) ) F ( s , t 0 ; y  ) d s  | |< || l| |  +

t

^ A ( s #y ( s  ) ) F ( s , t 0 ; y  )ds||<

t

♦ c
t r

<  1 + ^ | | A (s , y ( s  ) ) F ( s , t Q ; y  )||ds <  1 + ^  II A ( s  , y  (S ) II • ||F (s ,t0 ; y  )|| ds ( 8 )

Na mocy n i e r ó w n o ś c i  Be l lm an a  n ie r ó w n o ś ć  ( 8 )  j e s t  równoważna n a s t ę p u j ą c e j  

n i e r ó w n o ś c i :

L

| | F ( t , t0 ;y)|| <  exp (^  | | A (s , y ( s ) )| | d s )  ( 9 )

* 0
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Pon ieważ na p o d s ta w ie  n i e r ó w n o ś c i  ( 2 . 2 . 2 )  o r a z  d e f i n i c j i  normy m a c i e r z y  

( 2 ) z a c h o d z i

II A (  t , y  ( t )  )|| = max( 2  |a i - / t , v ^t H )  ^ n N i vi = i  '
w ię c

* \
|| F ( t  , t 0 ; y  )|! <  e x p ( ^  | | A (s . y ( s ) ) | | d s )  <  exp  ^ n N ds =

*0  t o

= e x p ( n N ( t  -  t Q ) ) ^  e x p ( n N ( t ^  ) )  C l i )

P on iew a ż  z a c h o d z i  n ie r ó w n o ś ć  ( 2 . 2 . 3 ) ,  w i ę c

/ i =n \

| | B ( t ,y ( t ) )| |  °  m a x ( ^ J b . . j ( t . y ( t ) ) |  j  <  n M ( 1 2 )

j  i = l

W y k o r z y s tu ją c  d e f i n i c j ę  normy m a c i e r z y  ( 2 )  o r a z  w ł a s n o ś c i  m a c i e r z y  t r a n s -  

ponowanych, o t r z y m u j e  s i ę  n a s t ę p u ją c e  n i e r ó w n o ś c i :

j =n . ,\
( 1 3 )I AT ( t  , y ( t  ))|| = m a x f ^ | a i ; j ( t . y ( t ) ) | j  4  n N 

i  \ j = l  1

| BT ( t , y ( t  ))|| = m axfy~! [b, j ( t  , y ( t  ))|^) 4  m M ( 1 4 )

||FT ( t . t 0 ; y ) | U e x p ( n N ( t  -  t 0 ) ) <  e x p ( n N ( t 1 - t Q ) )  ( 1 5 )

P o n ie w a ż  F~^ ( t , t Q » y )  = F ( t 0 > t ; y )  [355 . s .  34 l ]  . w i ę c  na mocy ( 1 1 )  o t r z y 

muje s i ę  z a l e ż n o ś ć  :

||F- 1 ( t , t Q ; y  )|| 4  e x p ( n N ( t  -  t 0 ) ) <  e x p ( n N ( t i  -  t Q ) )  ( 1 6 )

U w z g l ę d n ia j ą c  n i e r ó w n o ś c i  ( l l ) .  ( 1 2 ) ,  ( 1 4 ) ,  (1 5 )  o r a z  z a l e ż n o ś ć  ( 2 . 2 . 1 0 )

u z y s k u je  s i ę :
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l l F { t 0 , t ; y ) B ( t , y ( t  ))||< |[F( t Q ,  t  ; y  )|| • || 0 (  t  , y  ( t  ) )||«

<  nM exp fn N (t  -  t Q ) <  nM e x p ( n N ( t 1 -  t Q } )  ( 1 7 )

11° ( t g - t  ; y  )||-$ ||s ( t  ,y (t ) )|| • || FT ( t Q , t ; y  )||^ mM e x p ( n N ( ^  -  t Q ) )

( 1 8 )

t

l | w ( t 0 , t  j y ) | |  = ^  nM a x p ( n N ( t 1  -  t 0 ) ) mM e x p ( n N ( t 1  -  t Q-) )d s  =

= nmM2e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) ) ( t  -  t Q ) <  nmM2 ^  -  t 0 ) e x p ( 2 n N ( t ± -  t 0 ) )  ( 1 9 )

P ow yżs ze  o s z a c o w a n ia  będę w y k o r z y s t a n e  do o k r e ś l a n i a  p r o m ie n ia  k u l i  o środ

ku w z e r z e ,  w k t ó r e j  zn a jd o w a ć  s i ę  b ę d z i e  co n a jm n ia j  j e d e n  punkt s t a ł y  
o p e r a t o r a  P.

N ie ch  y 6 V .  wówczas na p o d s ta w ia  ( 2 . 3 . 5 )  o r a z  n i e r ó w n o ś c i  ( l l ) .  ( 1 7 ) .

( 1 8 ) ,  ( 1 9 ) ,  a t a k ż o  ( 2 . 2 . 4 )  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją c a  o s z a c o w a n ia :

t

I M «  l | F ( t . t 0 ;y)|| • | x ( t 0 )| + ^ | | F ( t , s ; y 5 B ( s .y)||ds ♦

+ ^ l l F ( t , s ; y ) B ( s , y ) | |  • ||BT ( 6 , y ) F T ( t 0 .s ;y )||ds  .

• l|w ( t 0 .tijy )||  ( | x ( t Q )| + [| Ff t p . t j  ;y  )|| • J x̂ | ^ || F ( t 0 ,a ;y  )|| • || f (s  ,y )|| ds)<

*0

$  | x ( t 0 )| o x p ( n N ( t 1 -  t 0 ) )  + ( t Ł -  t 0 )K f  e x p ( n N ( t 1 -  t 0 ) )  +

+ ( t x -  t 0 )nmr-)2 e x p (2 n N ( t  -  t ) )  . SUP llw" 1 ( t 0 . t i J y ) | | ( | x ( t 0 )| +

V £ C n [ ' o ^ J

+ i t x  -  t 0 )K f e x p ( n N ( t 1 -  t 0 ) )  + 1 ^ 1  e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) ) )  = K ( 2 0 )

Zatam ||Py|| <  K, a więc o p e r a t o r  P p r z e k s z t a ł c a  zb ió r  V  w s ie b ie ,  bo
a lam en t  y 6 Y  był wybrany w 3posób d ow o ln y .

ftp://ftp.tj
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W d ow o d z ie  z w a r t o ś c i  z b i o r u  f l =  P V  w y k o r z y s t a n e  z o s t a n i e  t w i e r d z e n i e  

A r z e l a - A s c o l i , c y t o w a n e  na w s t ę p i e  n i n i e j s z e g o  dowodu. P on iew aż  na mocy 

n i e r ó w n o ś c i  ( 2 0 )  f u n k c j e  y 6  Q 8? w s p ó ln i e  o g r a n i c z o n e  p r z e z  s t a ł ?  K, 

w ię c  warunek ( l )  t w i e r d z e n i a  A r z e l a - A s c o l i  j e s t  s p e ł n i o n y . D l a  dowodu j e d 

nakowej c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  y  t  Si w y s t a r c z y  d o w ie ś ć ,  [337, r o z d z .  , ż e

fu n k c je  n a l e ż ę c e  do z b i o r u  Si s p e ł n i a j ?  w p r z e d z i a l e  C t g i t j ]  warunek L i p -  

s c h i t z a  z  jedn akow ?  s t a ł ?  U. D la  k a ż d e j  f u n k c j i  y 6 f t  , na mocy ( 2 . 3 . 5 )  

o r a z  d l a  każdych  t , t  6 [ t g . t j  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u j ? c e  r ó w n o ś c i :

|| y ( t ) -  y ( t ) | |  = | | ( F ( t . t 0 ; y )  -  F ( t . t 0 ; y ) ) x ( t 0 ) +

t t

t

t

^ F ( t  , s ; y ) B ( s , y  )BT ( s , y  )FT ( t 0 , s ; y ) d s ) .  

*0

t

O

t

t

+ l | F ( t . t 0 ; y )  ^ F ( t 0 . s ; y ) B ( s . y ) B T ( s , y ) F T ( t 0 , s ; y ) d s  -  

t 0
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F ( t , t Q ; y )  ^  F ( t 0 . s ; y ) B ( s , y ) B Ts . y ) F T ( t 0 ,s;y)ds||

£0

I
. I l w 1 ( t 0 . t l f .y^| . | x ( t 0 )|+  II FCt0. t 1iy )|| • |X l| +  S l [ F ( t 0 . s ; y ) f C s . y ) | | d s

*0
( 21 )

W c e l u  o s z a c o w a n ia  w y r a ż e n ia  | | F ( t , t0 ; y )  -  F ( t , t 0 ;y)|| w y k o r z y s t u j e  s i ę  

f a k t ,  ż e  p o s z c z e g ó l n e  e l e m e n ty  m a c i e r z y  F ( t , t Q ; y )  s ą  r ó ż n i c z k o w a ln e  w 

p r z e d z i a l e  [ t p . t j  , [355, s .  339] . Zatem , w y k o r z y s t u j ą c  d e f i n i c j ę  normy

m a c i e r z y  ( 2 ) ,  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją c e  o s z a c o w a n ie :

11F( t , tQ; y ) -  F ( t , t 0 ;y)|| =

= ^ x ( j ] | f 1;j( t . t 0 ; y ) -  d Ł J  | t - t ^ n d | t  -

( 22 )

g d z i e  f ^ C t . t g j y ) ,  * ' 3  = e l e m e n ty  m a c i e r z y  F ( t , t Q ; y )

j -̂j_ j  ( t , t o ; y ) ) j i , j  = 1 , 2 , 3 , . , .  ,n

j  t 0 ^  *1

d = max d . .
i . J  1J

K o r z y s t a j ą c  z  r e l a c j i  ( 9 ) ,  ( 1 2 ) ,  ( 1 4 ) ,  ( 1 5 ) ,  ( 1 9 ) ,  a t a k ż e  w y k o r z y s t u j ą c  

znane  t w i e r d z e n i a  a n a l i z y  m a tem a tyczn e j  [.337] można dokonać n a s t ę p u ją c y c h  

o s z a c o w a ń :

| F ( t , t 0 ; y )  ^ F ( t 0 , s ; y ) B ( s , y ) B T ( s , y ) F T ( t 0 , s ; y ) d s  -

k

F ( t . t 0 ; y )  ^  F ( t 0 , s ; y ) B ( s , y ) B T ( s , y ) F T ( t 0 , s ; s  )ds||<
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^  (  max ||(^- F ( t , t 0 ; y ) )  C F ( t 0 , s ; y ) B ( s , y ) B T ( s . y ) F T ( t 0 , s ; y ) d s  + 
t Qś  t < t ±

+ F ( 3 , t 0 ; y ) ^ -  ( ^  F ( t 0 , s ; y  ) Q ( s , y  )BT ( s , y ) F T ( t 0 ,s;y)ds|| )  . |t -  t

= ( t <a t / t  ^  F ( t 0 . s ; y ) B ( s , y ) B T ( s . y ) F T ( t 0 . s ; y ) d 8  +
O ' '  ^ 1  t

l 0

+ F ( t , t 0 ; y ) F ( t 0 , t ; y ) B ( t , y ) B T ( t , y )  F ( t 0 ,t ;y )||  ) |t -  t| < 

max || A (  t . y  )|| ■ ||F(t , t  ;y)|| *l|F ( t 0 * t iy )B ( l : ,y )| | - I| B T ( t . y ) F T (t :0 ,t: ;y)|l- |tr-t Q| +

+ | | F ( t . t 0 ;y)|| • ||F(t0 .t;y )|| II B( t . y  )|| ||BT (t ,y )||  ||FT ( t 0 < t;y)|| ) . |t -  t | <  

< n N  o x p ( n N ( t 1 -  t 0 ))nmM2 e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) )  | -  t Q| +

+ e x p f n N ^  -  t 0 ))nmM2e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) )  |t -  t|  =

= nmM2 e x p ( 3 n N ( t 1 -  t g J H n N f t .^  -  t Q ) + l )  . |t -  t| = K^ |t -  t| ( 2 3 )

g d z i e :

= m o M ^ n N ^  -  t Q ) + l ) e x p ( 3 n N ( t 1 -  t Q ) )  ( 2 4 )

K o r z y s t a j ą c  z  r e l a c j i  ( 2 . 2 . 4 ) ,  ( 2 . 2 . 5 ) ,  ( l l )  o t r z y m u je  s i ę  n a s t ę p u ją c e  o -

s z a c o w a n i a :

t t

II F ( t , t Q ; y ) ^ F ( t 0 . s ; y ) f  ( s . y ) d s  -  F ( t , t Q ; y )  ^ F (  t Q , s  ; y  ) f  ( s  , y  )ds|| $

*0  *0

t

< (  ">ax ||(^r F ( t , t  ; y ) )  f  F ( t  ,s  ; y  ) f  ( s  , y  )ds  +

' o ^ ' q  i
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F ( s , t 0 ; y ) ( ^ -  ^  F ( t 0 , s ; y ) f ( s , y ) d s ) f j )  j t  -

V

t 0

= (  max | | A ( t , y ) F ( t , t n ; y )  f  F ( t  , s ; y ) f ( s , y ) d s  +

^ « ^ l  t Q

+ F ( t  , t 0 ; y ) F ( t 0 , t  ; y  ) f  ( t  , y  )|| ) |t -  t| <

«J( nax ||A(t.y)|| ||F (t ,t  ;y )l !  ||F(t , t ; y ) i ]  ||f(t,y)|| |t -  t 0 |+

* 0 < t < t l

+ 1| F ( t , t 0 ;y)|| ||f ( t o ł  t ; y  )1| | | f ( t .y ) ! l  ) j t - t | <

<  nNKf ( t !  -  t Q ) e x p ( 2 n N ( t 1 -  t 0 ) )  + K f e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) ) |t -  t| =

K ^ n N ^  -  t Q ) + 1 )  o x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) )  |t -  t| =  K2 | t - t ]  ( 2 5 )

g d z i e

K2 = Kf  n N ( ( t 1 -  t 0 ) + l ) e x p ( 2 n N ( t 1 -  t Q ) )  ( 2 6 )

Za tem , na p o d s ta w ie  n i e r ó w n o ś c i  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 )  o r a z  ( 2 5 )  z a c h o d zę  n a s t ę p u ją 

ce  z a l e ż n o ś c i :

/\  A  HY( t ) "  < n d | x ( t Q )Ht -  t| +  K2 |t -  t| +

y e f t  t . t e ^ . t j

y  ec,
sup llw“ 1 ( t 0 . t 1 ;y)|| ( | x ( t 0 )|+  t 0 ) a x p ( n N ( t 1 -  -  t| =

n & 0 # t J

= L |t -  t| ( 2 7 )

g d z i e :

L = n d | x ( t _ ) | +  K + sup IIW“ 1 ( t  , t  ;y)||K ( | x ( t  )| +

+ K f f t j  “  t Q ) • e x p ( n N ( t Ł -  t Q ) ) )  ( 2 8 )
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Z n i e r ó w n o ś c i  ( 2 7 )  w y n ik a ,  ż e  każda  f u n k c ja  y fe f t  s p e ł n i a  warunek L i p -  

s c h i t z a  z e  s t a ł ?  L ,  w p r z e d z i a l e  [ t 0 , t j  ( s t a ł a  L i p s c h i t z a  L j e s t  w s p ó l 

na d la  w s z y s t k i c h  f u n k c j i  y e £ l  ) .  Zatem f u n k c j e  y  tw ó r z ?  r o d z i n ę

f u n k c j i  jedn ak ow o  c i ? g ł y c h  w p r z e d z i a l e  [ ^ « t j  . Tak w i ę c ,  w s z y s t k i e  z a ł o 

ż e n i a  t w i e r d z e n i a  A r z e l a —A s c o l i  o d n o ś n ie  do z b i o r u  Si  s ?  s p e ł n i o n e ,  a z a 

tem z b i ó r  Si  j e s t  z b io r e m  zwartym  w t o p o l o g i i  p r z e s t r z e n i  Banacha ^  [ t g . t j .  

W ten  sp o sób  lem a t  1 z o s t a ł  udow odn iony .
Na p o d s t a w ie  t w i e r d z e n i a  2 . 3 . 1  i s t n i e j e  co  n a jm n ie j  j e d n a  fu n k c ja  

y €  Cn [ t 0 , t J  , s p e ł n i a j ? c a  równość  ( 2 . 3 . 7 ) ,  t z n .

y ( t )  = F ( t , t 0 ; y ) x ( t Q ) -

t

-  J  F ( t , s ; y ) Q ( s , y ) B T ( s , y ) F T ( t p , s ; y ) d s  W- 1  ( t Q , ; y  ) ( x (  t Q ) +

C0

t x t
+ ^ F ( t Q , 3 ; y ) f  ( * , y  )ds  -  F ( t 0 , t 1 ; y ) x 1) + ^  F ( t  , s  ; y  ) f  ( s  , y  )ds t6 [t_0 , t j

( 2 9 )
t Q t O

W c e lu  w y k a z a n ia ,  ż e  f u n k c ja  y £ Cn [ t g . t  J  s p e ł n i a  rów n a n ie  r ó ż n i c z k o 

we p o s t a c i  ( 2 . 2 . 1 ) ,  n a l e ż y  w y k a za ć ,  ż e :

1 )  y ( t Q ) = x ( t Q )

2 )  y ( t  )  = x ( t  ) d l a  t 6 [ t Q , t J

W łasn ość  l )  w yn ik a  n a ty c h m ia s t  z  n a s t ę p u j? c y c h  p r z e l i c z e ń :

y(to ) = F( to ' to*y)x(to ) "

O
\ F ( t 0 > 8 ; y  ) B ( s , y ) B T ( s , y  )FT ( t 0 , s ; y ) d x  W 1 ( t Q , t 1 ; y  ) ( x ( t Q ) +

y ) f ( s , y ) d s  -  F ( V t o * y , x i ) + 1  F ( t o ' s ;
y ) f ( s , y ) d s  =

= F ( t ^ , t q ; y ) x (  t g  ) = x ( t g >  

W łasn ość  2 )  z o s t a n i e  wykazana w l e m a c i e  2 .

( 30 )
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Lemat 2 . Z a c h o d z i  n a s t ę p u ją c a  r ó w n o ś ć :

y(t ) = x(t ) t € [ » o . t j

O o w ó d .  W y k o r z y s tu ją c  z a l e ż n o ś c i  ( 2 . 3 . 5 ) ,  ( 6 )  o r a z  ( 3 0 )  o t r z y m u je  
s i ę  r ó w n o ś c i :

t

y ( t ) =  F ( t . t 0 ; y ) x ( t 0 ) - ^ - ( F ( t , t 0 s9 )  ^ F ( t 0 , s ; y ) B ( 9 , y ) B T( s , y ) F T ( t 0 , s ; y ) d s ) .

*0

t l

^ ( t g . t j ^ j y  ) ( x ( t Q ) + ^  F ( t 0 , s ; y ) f  ( s . y  )ds  -  F (  t 0 . t ^ y  ) x Ł )

‘ o

+ ^7 ( F ( t , t 0 ; y ) f ( s , y ) d s )  = A ( t  , y  ) F ( t  . t Q iy  ) x ( t Q ) -

-  ( A ( t , y ) F ( t , t Q ; y  ) ^  F ( t Q l s ; y ) B ( s , y ) B T ( s , y ) F T ( s , y  )FT ( t 0 , s ; y  )ds  +

*0

+ P ( t , t 0 ; y ) F ( t 0 . t ; y ) B ( t , y ) B T ( t , y ) F T ( t 0 , t ; y ) )W-1 ( t 0 , t 1 ; y  ) ( x ( t Q ) +

*1 t

+ ^ F ( t 0 , s ; 5 ) f  ( s , 9 ) d s -  F ( t 0 . t i ; y ) X l  ) + A ( t , y ) F ( t , t 0 ; y  ) ^ F (  t Q ,s  ; y  ) f  ( s  , y )ds 

*0  * 0

+ F ( t  , t 0 ; y ) F ( t 0 . t  ; y ) f  ( t  , y  ) = A ( t , y ) F ( t , t 0 ; y ) x ( t 0 ) -

*1

-  B ( t . y ) B T ( t  , y ) F T ( t 0 , t  } y ) w " 1 ( t 0 . t 1 j y ) ( x ( t 0 ) + J  F ( t 0 , s ; y ) f  ( s , y ) d s  -

‘ o

F ( t 0 . t 1 ; y ) x 1 ) + f ( t . y ) -  A ( t . ę ) F ( t . t 0 ; 9 ) |  F ( t 0 . s ; y ) B ( s , y ) ^ ( s , y ) F T( t 0 . s ; y ) d s .

£ 0
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i l

W 1 ( t 0 . t 1 ; y ) ( x ( t 0 ) + j  F ( t 0 . s ; y  ) f ( s . y ) d s  -  F ( t Q. t %; y  ) x Ł ) + 

t .l 0

A ( t , y ) F ( t , t 0 ; y )  J F ( t Q , s ; y  ) f  ( s . y ) d s  = A ( t , y ) ( F ( t , t Q ; y ) x ( t Q ) -

L

- §  F ( t , s ; y ) B (3 ,y )BT (s ,y)FT (t0 < s ; y ) d s  . W- 1  ( t Q . t % ;y ) ( x (  t Q ) +

*1
+ ^ F ( t 0 . s ; y ) f ( 8 . y ) d s  -  F ( t 0 , t i ; y ) X l ) + ^ F ( t , s } y ) f ( s . y ) d s )

*0  0

- B(t.ę)BT(t,9)FT(t0.t;ę)w"1(t0,t1;9)(x(t0) - F(t0.t1;9)x1 +

V - ~+ ^ F ( t 0 , 6 ; y ) f ( s . y ) d s )  + f ( t , y )

t .

U w z g l ę d n ia j ą c  z a l e ż n o ś c i  ( 2 . 2 . 8 ) ,  ( 2 . 3 . 2 )  o r a z  ( 3 0 )  u z y s k u je  s i ę  na- 

s t ę p u j ą c ę  ró w n o ść :

y ( t )  = A ( t , y ) x ( t )  + B ( t , y ) u ( t )  + f ( t . y )  = x ( t ) t f

Zatem f u n k c ja  y 6 C  [ t g . t j .  o k r e ś l o n a  r ó w n o ś c i?  ( 2 . 3 . 5 ) ,  j e s t  r o z w i ę -  

zan iem  ró w n a n ia  r ó ż n i c z k o w e g o  ( 2 . 2 . 1 )  z  warunkiem początkowym y ( t 0 )

= x ( t Q ) .
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STEROWALNOŚĆ UKŁADÓW DYNAMICZNYCH Z OPÓŹNIENIAMI

S t  r o s z c z e n i e

W p r a c y  s fo rm u łow an o  w arunk i ró żn ych  r o d za jó w  s t e r o w a l n o ś c i  d l a  s z e r o 

k i e j  k l a s y  uk ładów dynam icznych  z  o p ó ź n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu .  R o z p a t r z o n o  

zarówno  c i ą g ł e ,  j a k  i  d y s k r e tn e  u k ła d y  d yn am ic zn e ,  a t a k ż e  s k u p io n e  o r a z  

r o z ł o ż o n e  o p ó ź n i e n i a  w s t e r o w a n iu .  Podano w a ru n k i  w y s t a r c z a j ą c e  s t e r o w a l -  

n o ó c i  g l o b a l n e j  o r a z  l o k a l n e j  d l a  pewne j k l a s y  układów n i e l i n i o w y c h ,  z a 

równo z  o p ó ź n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu ,  j a k  i  b e z  o p ó ź n ie ń  w s t e r o w a n iu .R o z w ią 

zan o  w sp o s ób  a n a l i t y c z n y  p rob lem  s t e r o w a n ia  z  m in im a lną  e n e r g i ą  u k ła d a 

mi l i n i o w y m i  z  o p ó ź n i e n ia m i  w s t e r o w a n iu .

УПРАВЛЯЕМОСТЬ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИАМЙ 

Р е з ю м е

В с т а т ь е  сф орм улированы  у с л о в и я  разн ы х  ви дов  у п р а в л я е м о с т и  д л я  ш ирокого  

к л а с с а  д и н а м и ч еск и х  си с т е м  с  зап азд ы ван и ям и  в у п р а в л е н и и . Р а сс м о т р ен ы  как 

н еп р ер ы вн ы е, т а к  и д и ск р етн ы е  д и н а м и ч еск и е  си с т е м ы , а  такж е с о с р е д о т о ч е н н ы е  

и р а с п р е д е л е н н ы е  зап а зд ы в ан и я  в у п р а в л е н и и .П р е д с т а в л е н ы  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  

с о с в о к у п н о й  и м ес т н о й  у п р а в л я е м о с т и  д л я  н е к о т о р о г о  к л а с с а  д и н а м и ч еск и х  с и с 

тем  р а в н о  с  зап азд ы ван и ям и  и б е з  так ов ы х  в у п р а в л е н и и . Реш ена а н а ли т и ч ес к и м  

с п о с о б о м  п р о б л е м а  у п р а в л я е м о с т и  с  м иним альной  э н е р ги е й  линейными систем ам и  

с зап а зд ы ван и и  в у п р а в л е н и и .

CONTROLLABILITY DYNAMICAL SYSTEMS WITH DELAYS 

S u m m a r y

In  th e  p a p e r ,  c o n d i t i o n s  f o r  v a r i o u s  k in d s  o f  c o n t r o l l a b i l i t y  f o r  broad 

c l a s s  o f  d y n a m ic a l  s y s tem s  a r e  f o r m u la t e d .  C on t in uou s  and d i s c r e t e  d yn a 

m ic a l  s y s t e m s ,  as w e l l  as lumped and d i s t r i b u t e d  d e l a y s  i n  th e  c o n t r o l  are  

exa m in ed .  S u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  g l o b a l  and l o c a l  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  

c e r t a i n  c l a s s  o f  n o n l i n e a r  s ys tem s  w i t h  d e l a y s  in  th e  c o n t r o l  and w i th o u t  

d e l a y s  i n  th e  c o n t r o l  a r e  g i v e n .  A n a l y t i c a l  s o l u t i o n  o f  minimum e n e r g y  

p rob lem  f o r  l i n e a r  s ys tem s  w i t h  d e l a y s  in  c o n t r o l  i s  c o n s i d e r e d .



B I B L I O T E K A  G Ł O W N A  
P o lite ch n ik i Ś ląsk iej

J M

VA NAUKOWE I 
IC  w

44-100 G liw ice —  Księgarnia nr 096, ul. Konstytucji 14 b 

44-100 G liw ice  —  Spółdzieln ia Studencka, ul. W rocł 

40-950 K atow ice  —  Księgarn ia nr 015, ul. Ż w irk i i

40-096 K atow ice  —  Księgarn ia nr 005, ul. 3 M a ja  12

41-900 Bytom  —  Księgarn ia nr 048, PI. Kościuszki 10 

41-500 Chorzów  —  Księgarn ia n r 063, ul. W olności 22 

41-300 D ąbrowa Górnicza —  Księgarnia nr 081, ul. ZBc 

47-400 Ra-oibórz —  Księgarn ia nr 148, ul. Odrzańska 1 

44-200 Rybn ik  —  K sięgarn ia  nr 162, Rynek 1 

41-200 Sosnow iec —  Księgarn ia nr 181, ul. Zw ycięstw a 7 

41-800 Zabrze —  Księgarn ia nr 230, ul. W olności 288 

00-901 W arszawa —  Ośrodek Rozpowszechniania W ydaw n ictw  Naukowych
Pałac Ku ltu ry i Nauki

W szystkie w ydaw n ictw a naukowe i dydaktyczne zam awiać można poprzez Składnicę 
Księgarską w  W arszaw ie, ul. M azow iecka 9.


