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WSTEP

1. Przeglad problematyki sterowalnos$ci uktadéw dynamicznych

Sterowalno$¢ uktadéw dynamicznych jest jednym z podstawowych pojeé¢ teo-
rii sterowania. Zagadnienie sterowalno$ci zostato po raz pierwszy wprowa-
dzone przez Roberta E. Kalmana na Kongresie IFAC w Moskwie w 1960 r. [I56].
W ciggu dwudziestu lat, jakie uptynety od tego czasu, nastapit burzliwy
rozwdéj teorii sterowalnos$ci, o czym najlepiej $wiadczy ilo$¢ prac nauko-
wych na ten temat, opublikowanych w literaturze Swiatowej.

Chronologicznie rzecz ujmujac, przeglad problematyki sterowalnos$ci na-
lezy rozpoczaé¢ od liniowych, ciagtych, skonczenie wymiarowych uktadéw dy-
namicznych. Teoria sterowalnos$ci dla tych uktadéw jest stosunkowo najle-
piej i najpetniej opracowana. Wynika to z jednej strony z prostoty opisu
matematycznego tych uktadéw, a z drugiej strony - z czestego wykorzysty-
wania ich do opisu zjawisk fizycznych.

Sposréd wielu definicji réznych rodzajéow sterowalnoéci, sformutowanych
dla liniowych ciagtych, skonczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych, naj-
czedciej wykorzystywana jest definicja sterowalnos$ci w okreslonym prze-
dziale czasu, na bazie ktérej zbudowane sg definicje sterowalnos$ci w da-
nej chwili czasu, catkowitej sterowalnos$ci w danej chwili czasu oraz cat-
kowitej sterowalnoéci w dowolnej chwili czasu [®], [4Q] » .
[337] , [355] . W pracach [a], [40] , [41] , [42] , [43], [I52] , [I53], [I15a] ,
[157] ,[158] . [199] , [258] , [337], [353] . ~55] podano szereg kryteriow
badania réznych rodzajéw sterowalnos$ci, przy czym kryteria te zalezg w
istotny spos6b od gtadkos$ci wspoétczynnikéw wystepujgcych w réwnaniu réz-
niczkowym, opisujacym dany uktad dynamiczny. W przypadku stacjonarnych u-
ktadéw dynamicznych do otrzymania warunkéw sterowalnos$ci mozna wykurzy-
sta¢ kanoniczng forme 3ordana tych uktadéw [40] , [43] , [56] , [ez] , (7ol ,
[258] , [355] .

Wprowadza sie takze pojecia regularnej oraz selektywnej sterowalnos$ci
[4], [152] . [I53] , [357] . Regularna sterowalno$¢ oznacza, ze uktad dyna-
miczny jest sterowalny ze wzgledu na kazdg ze sktadowych wektora stero-
wan. Oest oczywiste, ze uktad dynamiczny regularnie sterowalny jest row-
niez sterowalny, natomiast wniosek odwrotny jest fatszywy.Selektywna ste-
rowalnos$é¢, [357] , oznacza sterowalno$¢ wybranej grupy wspoéirzednych wekto-
ra stanu ze wzgledu na wybranag grupe sktadowych wektora sterowan.Regular-
na sterowalnos$¢ implikuje selektywng sterowalno$¢, ale nie na odwrdét, u-
ktad selektywnie sterowalny nie musi by¢ sterowalny, a tym bardziej regu-

larnie sterowalny.



W przypadku gdy dane jest algebraiczne réwnanie wyjscia uktadu dyna-
micznego, woéwczas rozpatruje sie takze tak zwang sterowalno$¢ wyjsciowg u-
uktadu dynamicznego, ktérej kryteria zawarte sg w publikacjach [19], L23] »
[40] , [117] , [250] .

Warunki sterowalnoé$ci ztozonych uktadéw dynamicznych (potgczenia row-
nolegte, szeregowe, sprzezenia zwrotne) sformutowano w nastepujacych pra-
cach: [39]. [40] . [42], [70], [78] . [168] , [169]. [174] , [267] , [350] ,
[351]

Zagadnienia sterowalnos$ci przy ograniczeniach natozonych na sterowanie

rozwazane sg w publikacjach [25] , [26] , [40], [I34] , [194] , [294] , [295]

a dla wymuszen stochastycznych w pracach [83] , [l49] , [I50], [I51] « Nato-
miast wtasnos$ci zbioréw osiggalnych badane sa w pracach [3], [247].
Przy zatozeniu sterowalnoéci liniowego, ciggtego, skonczenie wymiarowe-

go uktadu dynamicznego mozna efektywnie rozwigza¢ zagadnienie sterowania
z minimalng energiag z zadanego stanu poczatkowego do zadanego stanu kon-
cowego [10] . Wykorzystujagc tzw. macierz sterowalno$éci mozna wyznaczyé¢ ana-
lityczng posta¢ sterowania z minimalng energig oraz poda¢ minimalng war-
tos¢ energii, odpowiadajgca temu sterowaniu [40]. Kryterium minimalizacji
energii sterowania okazato sige réwniez bardzo przydatne przy okres$laniu
pewnych miar sterowalnos$ci oraz zwigzanej z tym klasyfikacji sterowalnych
uktadéw dynamicznych [213] , [214j , [251] , [252] .

Poniewaz w praktyce parametry uktadéw dynamicznych podlegajg zaktéce-
niom, a ponadto sa wyznaczane w procesie identyfikacji jedynie w sposé6b
przyblizony, wobec tego istotne znaczenie posiada zbadanie wpltywu zmian
parametréw uktadéw dynamicznych na ich sterowalno$¢. W pracy [59] wykaza-
no, ze zbi6ér wszystkich liniowych, ciagtych, skonhczenie wymiarowych ukta-
déw dynamicznych, posiadajacych ceche sterowalnos$ci, jest gesty i otwarty
(w odpowiednio zdefiniowanej topologii) w zbiorze wszystkich uktadéw dy-
namicznych tego typu. Innymi stowy oznacza to, ze mate perturbacje para-
metréw uktadu dynamicznego nie wptywajg na jego sterowalnos$¢. Praca [59]
zawiera réwniez szereg innych, bardziej precyzyjnych rezultatéw dotyczag-
cych tej problematyki, ktéra w odniesieniu do uktadéw dynamicznych stacjo-
narnych byta rozpatrywana w pracach [48 , [207] , gdzie uzyskano podobne
wyniki. Wykorzystujgc te rezultaty, w publikacji [I70] zdefiniowano tak
zwany zapas sterowalnos$ci stacjonarnego uktadu dynamicznego,rozumiany Ja-
ko odlegtos¢ (w odpowiednio zdefiniowanej przestrzeni euklidesowej) dane-
go uktadu dynamicznego od najblizszego niesterowalnego uktadu dynamiczne-
go.

W stacjonarnych uktadach dynamicznych czesto sie zdarza, ze niektore
parametry uktadu sg identycznos$ciowo réwne zeru i nie podlegaja zadnym
fluktuacjom. Witasdciwos$¢é ta jest najczedciej wynikiem wewnetrznej struktu-
ry danego stacjonarnego uktadu dynamicznego. Przyjmujac, ze uktady dyna-
miczne o tych samych wymiarach majg te samg strukture, jezeli zerujag sie

odpowiadajgce sobie parametry, mozna wprowadzi¢ definicje tak zwanej struk-



turalnej sterowalnos$ci j210] . Stacjonarny uktad dynamiczny nazywa sieg
strukturalnie sterowalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sterowalny u-
ktad dynamiczny o tej samej strukturze. Warunki konieczne i wystarczajace

strukturalnej sterowalnoéci zamieszczone sg w nastepujacych publikacjach:
[571 , [68] , [lie] ,’[210], [211] , [302] . Warunki te bazujg na teorii gra-
fow oraz kanonicznych postaciach stacjonarnych, ciggtych, skohczenie wy-
miarowych uktadéw dynamicznych.

Z pojeciem sterowalnos$ci $cisle zwigzana jest problematyka niezmienni-
kéw uktadu dynamicznego, podprzestrzeni niezmienniczych, postaci kanonicz-
nych oraz klasyfikacji uktadow dynamicznych [24] , [32], [33] , [40] , [79],
ool , [33], [145] , [162] , [207] ., [246] , [247] , [248] , [249] ,[276], [277]
[341] . [349] .

Zagadnienia zwigzane ze sterowalnos$cig liniowych, ciagtych, skonczenie
wymiarowych uktadéw dynamicznych sa typowe réwniez dla innych, klas ukta-
dow dynamicznych (uktady dyskretne, uktady z opéznieniami,uktady nieskon-

czenie wymiarowe, uktady nieliniowe). Tym niemniej, kazda z wymienionych

powyzej klas™ wuktadéw dynamicznych posiada pewne dodatkowe, specyficzne
dla danej klasy zagadnienia zwigzane ze sterowalnosScia. Poniewaz ich dok-
tadniejsze omoéwienie wymaga operowania dodatkowag terminologia oraz bar-

dziej precyzyjnym opisem matematycznym, wobec tego zostang one przedsta-
wione w poszczeg6lnych rozdziatach niniejszej pracy. Obszerny przeglad
problematyki sterowalnos$ci uktadéw dynamicznych znajdzie Czytelnik w pu-

blikacji [358] .

2. Sformutowanie tematyki pracy

W literaturze posSwieconej zagadnieniu sterowalnos$ci brak byto dotych-
czas kryteriow sterowalnos$ci dla pewnych klas uktadéw dynamicznych. Stad
zasadniczym celem niniejszej pracy jest sformutowanie nowych,oryginalnych
warunkéw réznych rodzajéw sterowalnos$ci dla nastepujacych klas uktadow

dynamicznych:

1) liniowych uktadéw dynamicznych z roztozonymi i skupionymi opéznienia-
mi w sterowaniu,

2) nieliniowych, niestacjonarnych uktadéw dynamicznych bez opéznien,

3) nieliniowych, niestacjonarnych uktadéw dynamicznych ze skupionymi o-
péznieniami w sterowaniu,

4) liniowych, nieskonnczenie wymiarowych, ciggtych uktadéw dynamicznych ze
skupionymi opéznieniami w sterowaniu,

5) liniowych, stacjonarnych uktadéw dynamicznych o parametrach roztozo-
nych, opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi typu paraboliczne-
go, ze skupionymi opézZnieniami w sterowaniu,

6) liniowych, niestacjonarnych, nieskonczenie wymiarowych, dyskretnych u-

ktadéw dynamicznych z wielokrotnymi opéZnieniami w sterowaniu.



7) biliniowych, dyskretnych, skonczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych
bez opédzinien.

Oproécz kryteriow sterowalnos$ci rozpatrzono problematyke sterowania z
minimalng energig uktadami dynamicznymi wymienionymi w punktach 1, 4 oraz
6, podajac analityczng posta¢ sterowania z minimalng energig oraz wz6r na
obliczenie minimalnej wartosci energii odpowiadajgcej temu sterowaniu.
Uzyskane rezultaty otrzymano w oparciu o tzw. macierz sterowalnos$ci lub
operator sterowalnos$ci, bez konieczno$ci stosowania klasycznych metod teo
rii optymalizacji (rachunek wariacyjny, zasada maksimum Pontriagina,funk-
cja kary). Prostota otrzymanych wynikéw jest konsekwencjg liniowo$ci pro-
blemu, odpowiednio dobranego wskaznika jako$ci oraz zatozenia sterowalno-
6ci odpowiedniego uktadu dynamicznego.

Wszystkie zawarte w niniejszej pracy rezultaty sa opublikowane w pra-
cach Autora, przy czym, poniewaz poszczeg6lne podrozdziaty w zasadzie po-
krywajg sie z odpowiednimi publikacjami, po tytule podrozdziatu podany jest
numer wtasciwej publikacji. W zwigzku z tym nie ma potrzeby kazdroazowego
cytowania danej publikacji we wszystkich twierdzeniach i wnioskach danego

podrozdziatu.

3. Stosowana terminologia

W pracy uzyto powszechnie stosowanej symboliki i terminologii,spotyka-
nej w wiekszosci monografii z dziedziny teorii sterowania (np. [I53], [33%,
[335] ). Sybmole i pojecia, (szczeg6lnie z dziedziny analizy funkcjonalnej)
rzadziej spotykane w literaturze teorii sterowania, a wigec mogace sprawic
trudnoséci Czytelnikowi, zostaty doktadniej oméwione w teks$cie pracy,a po-
nadto dodatkowo wyszczegélnione w wykazie oznaczen, zamieszczonym na kon-
cu pracy.

Kazdy rozdziat pracy zawiera podrozdziat poswiecony wytacznie omowie-
niu stosowanej w nim symboliki oraz podaniu podstawowych definicji, wta-
$ciwych dla danej klasy uktadéw dynamicznych. W zasadzie stosowane symbo-
le sg obowigzujgce w danym rozdziale. Poniewaz zwyczajowo pewne wielkos$ci
sg oznaczane z go6ry przyjetymi symbolami, wiec moze sie tak zdarzy¢,zeten
sam symbol w réznych rozdziatach bedzie oznaczat te samg jakosSciowo wiel-
kos¢, lecz wyrazong nieco innag zaleznos$cig matematyczng, zwiazang ze spe-
cyfikg danego uktadu dynamicznego (np. macierz sterowalnos$ci oraz opera-
tor sterowalnos$ci sa zwyczajowo oznaczane tym samym symbolem).

Poniewaz w literaturze czesto stosuje sie rézne nazwy dla tego samego
rodzaju sterowalnos$ci, w pracy przyjeto zasade, aby uzywa¢ nazwy najbar-
dziej popularnej (dotyczy to miedzy innymi takich pojeé¢, jak catkowita lub
totalna sterowalnos$¢). W niektérych przypadkach podawane jest w nawiasie

alternatywne nazewnictwo (np. funkcyjna lub absolutna sterowalnos$¢).



Praca jest podzielona na siedem rozdziatéw, odpowiadajacych tematycz-
nie punktom wyszczeg6lnionym w podrozdziale 2. Poszczegdlne rozdziaty se
podzielone na podrozdziaty. Numeracja wszystkich twierdzen .wnioskéw, uwag
oraz poszczeg6lnych wzoréw i relacji jest tréjcztonowa i sktada sie z nu-

meru rozdziatu, podrozdziatu oraz numeru kolejnego w danym podrozdziale.



RO ZDZIAL 1

STEROWALNOSC LINIOWYCH, CIAGLYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH
Z OPOZNIENIAMI W STEROWANIU

1.1. Wprowadzenie

Problematyka sterowalnos$ci dla ukitadéw dynamicznych z opéznieniami jest
ezczegod6lnie rozlegta, a literatura dotyczgca tego zadadnienia jest wyjat-
kowo obszerna. Spowodowane jest to zaréwno réznorodnos$cig rozpatrywanych
uktadéw dynamicznych (opézZnienia skupione, roztozone, opé6Znienia w sta-
nie, w sterowaniu, uktady dynamiczne neutralne), jak i réznorodnoécig me-
tod stosowanych do rozwigzywania tych zagadnien.

Oddzielng klasg¢ uktadéw dynamicznych z opézZnieniami stanowiga uktady dy-
namiczne liniowe, ciggta, skonczenie wymiarowe, z opézZnieniami w sterowa-
niu. Pierwsze prace rozpatrujgce sterowalnos$¢ tych uktadéw dotyczyty sta-

cjonarnych uktadéw dynamicznych ze skupionymi, statymi w czasie opéznie-

niami w sterowaniu [IlI] , [56] , [297] . Sterowalno$¢ niestacjonarnych ukta-
déw dynamicznych ze statymi, «kupionymi opézZnieniami w sterowaniu omawia-
nia byta w pracach [26lj , [298] , natomiast ze zmiennymi, skupionymi op6z-
nieniami w pracach [I75] , [I77j , [I80] , [I81] , [I82] , a z roztozonym o-
péznieniem w publikacjach [I65] , [I7S] , [I181]

Praca [225] dotyczy wzglednej sterowalnos$ci niestacjonarnych uktadow
dynamicznych ze statymi opdéZnieniami w stanie i w sterowaniu, natomiast w
pracy [22i] sformutowano warunki wystarczajgce wzglednej sterowalnos$ci

stacjonarnych uktadéw dynamicznych z roztozonymi opdéznieniami w stanie o-
raz w sterowaniu.
Sterowalno$¢ uktadéw dynamicznych z opéznieniami w sterowaniu wigze sig

Scisle z problematykg sterowania minimalno-energetycznego tymi uktadami.

Zagadnienia te sa omawiane w pracach [I76] , [I77] , [78j , [180], s,
[182] .

W niniejszym rozdziale zostang sformutowane warunki konieczne i wystar-
czajgce ro6znych rodzajéw sterowalnos$ci dla niestacjonarnych, liniowych,

skornczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych ze skupionymi oraz roztozony-
mi opéznieniami w sterowaniu. Warunki te uzyskano w oparciu o odpowiednio
zdefiniowang macierz wzglednej sterowalnos$ci, ktéra wykorzystywana jest
ré6wnocze$nie do rozwigzania zagadnienia sterowania rainimalno-energetyczne-

go rozpatrywanymi uktadami dynamicznymi. Osséwione zostang rébwniez pewne
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przypadki szczegé6lne dotyczace uktadéw z wielokrotnymi, skupionymi opé6z-

niemiami w sterowaniu.

1.2. Opis uktadu dynamicznego 1 podstawowe definicje [I77] , ji.78], [I80],
[184 , [182]

Niech bedzie dany liniowy, ciggty, skonczenie wymiarowy uktad dyna-
miczny ze skupionymi oraz'roztozonymi opézZnieniami w sterowaniu, opisany

nastepujacym réwnaniem rézniczkowym:

i»M O
x(t) - A(t)x(t) + |IBx(t M y~t)) +f B(t,s)u(t+s )ds
1=0 (1.2.1)
spetnionym prawie wszedzie w przedziale [tg.tj , (tQ < tj), gdzie:
x(t) 6 Rn - wektor stanu chwilowego,

A(t) jest n X n - wymiarowg macierzg, ktérej elementy sg mierzalnymi

oraz ograniczonymi funkcjami czasu w przedziale .

B(-,s) 6 L2( [tjj.tJ «Znp)

B(t. ) 6 12( [-h.oj , ofnp)

6 L2( KO,tll '*np5" dla 1 = O0'1*2 M
Anp - zbiér n x p - wymiarowych macierzy o elementach rzeczywistych
vi : L*o'*II ~AR< 1 =0,1,2,... ,M, sg absolutnie ciggtymi, silnie ros-

nacymi funkcjami, okredlonymi w przedziale [tp.tj oraz spetniajgcymi na-

stepujace nieréwnos$ci

(t-h)C VvM(t )< vM 1(t)<...< vx(t)<...< vx(t)< vQ(t)4 t, t 6[tO0,t]]

(1.2.2)
u(-) 6 4 ([t0-h,tj , Rp)

Funkcje y~t), i =0,1,2,...,M, reprezentujgca przesuniecia argumentu w

sterowaniu, moga by¢ takze przedstawione w nastepujacej postaci:
y~t) =t - h~t), i =0,1,2 M, t 6 [to'l!l] (1.2.3)

gdzie h+x(t) ) O, i >0,1,2,...,M sa zmiennymi w czasie opézZnieniami ste-
rowania.
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Poniewaz funkcje y~"t) sa $cisle rosnace, wiec mezna zdefiniowad

funkcje do nich odwrotne r~t) o [vi(ton! [to'tll' A =0,1<2»
okreslone nastepujaca réwnosécia:

ri (ve(t)) = t, i =0.1.2 M, t£ [tjj.tj] (1.2.4)

Dla funkcji u(* ) 6 L1([tQ - Rp) symbol u( oznacza funkcje okre-

Slong w przedziale [-h,0) oraz zdefiniowana nastepujaco: ut(s) = u(s),
dla s £[t-h,t), t6 [to.tj] .

IV przypadku uktadéwdynamicznych z opéznieniami w sterowaniu oprécz

stanu chwilowego x(t)6 R n wprowadza sie takze pojecie tzw. stanu zupet-
nego w chwili t, z =]x(t),ul, [, [56] , [65], [220] , [222] ,
[261] . 1 J

W zwigzku z tym dlauktadéw dynamicznych z opéZnieniamiw sterowaniu
rozré6znia sie dwa podstawowe rodzaje sterowalnos$ci - sterowalno$¢ wzgled-
ng oraz sterowalno$é¢ absolutng, [II] , [56] , [165], [220] , \z2~ , [26jQ .

Definicjg 1.2.1. Uktad dynamiczny (1.2.1) nazywa si¢ ukiadem wzglednie
sterowalnym w przedziale ([tg.t ], jezeli dla kazdego poczatkowego stanu

zupetnego z oraz kazdego wektora X.£ Rn istnieje sterowanie u6lL
to 1
([tO.ti]. Rp) takie, ze odpowiadajgca temu sterowaniu trajektoria

x(t,z ,u) uktadu dynamicznego (1.2.1) spetnia nastepujgcy warunek:
0

X (ti.z .u) = xa (1.2.5)

Definicja 1.2.2. Uktad dynamiczny (1.2.1) nazywa sie ukiadem absolut-

nie sterowalnym w przedziale [tQ,t/], (tQ< t -h), jezeli dla kazdego po-

czatkowego stanu “"zupetnego z = -Ix(tn),u |I. oraz kazdego koncowegosta-
ro u oi

nu zupetnego z{ = } istnieje sterowanie ub L™ [tg.tj ,RP), takie

ze wu(b)=u (s) dla s 6[t -h,t.) oraz odpowiadajgca temu sterowaniu

1 1 1
trajektoria x(t,z ,u) uktadu dynamicznego (1.2.1), spetnia nastepujacy
warunek: 0
x(tl(zt™Mu) = x1 (1.2.6)

Z powyzszych definicji wynika, Zze absolutna sterowalnos$¢ w przedziale
[tg#11l] implikuje wzgledng sterowalno$¢ w przedziale [tjj.tJ uktadu dyna-
micznego (1.2.1).

W przypadku gdy B(t,s) £ O dla (t#s)6 [*q>tJ x [-h«°] « t2n* brak jest
w uktadzie roztozonego opdézZnienia w sterowaniu, otrzymuje sie uktad dyna-
miczny z wielokrotnymi, zmiennymi w czasie, skupionymi op6Znieniami w ste-

rowaniu, opisany nastepujacym réwnaniem:



1-M
x(t) = A(t)x(t) + *) J (t)u(vx(t)) t 6[t0,t1] (1.2.7)
i=0
W przypadku wielokrotnych, skupionych statych opéznien w sterowaniu

otrzymuje sie uktad dynamiczny opisany nastepujgcym réwnaniem:

i=M

i=0

Dla statych opéznien (vi(t) =t - hx, i =0,1,2,...,M) funkcje odwrotne

rn(t) noga by¢ przedstawione w postaci:

ri(t) =t + hi> i = 0,1,2 *eeefM, t 6 [to-h.t~-h] (1.2.9)

Uwaga 1.2.1. W pracy [I78] rozpatrywano nieco szersza klase uktadéw dy-
namicznych, a mianowicie uktady dynamiczne, w ktérych sterowanie wyznacza-
to miare catkowania w catce typu Lebesque'a-Stieltjesa. Przy zatozeniu bra-
ku czes$ci osobliwej w sterowaniu przypadek ten jest réwnowazny uktadowi

dynamicznemu (1.2.1).

1.3. Warunki wzglednej sterowalnos$ci [1Is8o] , [I81)

Zasadniczym celem niniejszego podrozdziatu bedzie sformutowanie warun-

kéw koniecznych i wystarczajacych wzglednej sterowalnos$ci w przedziale

[tfj.tJ wukladu dynamicznego (1.2.1). W tym celu nalezy najpierw wyznaczy¢

rozwigzanie réwnania rézniczkowego (1.2.1). Wiadomo, [II] , [220], 2221 ,

ze przy zadanym poczatkowym stanie zupeinym z , rozwigzanie x(t,z ,u)
o

réwnania rézniczkowego (1.2.1), odpowiadajgace sterowaniu u 6 [tQ,tJ , RT),

mozna przedstawi¢ w nastepujgcej formie:

(1.3.1)

gdzie F(t,tQ) jest macierzg tranzycji réwnania rézniczkowego jednorodne-
go [40] , [I53], [258] . Ola t = tt relacja (1.3.1) moze byé przedstawiona

w postaci:



Bez utraty ogdélnos$ci mozna zatozyé¢, za tQ » v|gtl), gdzie m< M. Warto-
$§ci sterowania u(t) dla t < tQ wchodze do okres$lenia poczgtkowego sta-

nu zupetnego z . Wcelu ich odseparowania nalezy zauwazy¢, ze pierwsza

catka we wzorze (1.3.2) da sie przeksztatci¢ nastepujeco:

ZM vi’j’\
F(tl,ri (1))BA(ri(4))ri(Hu(4)dt -

i»0 Vi(t0o)
i»« Vi(*1}
a J F(tl.ra(H))Bi(ri())ri(Hu(t)dt +
i=0 tQ
i=m *0
. n F(tl,ri($))Bi(ri())ri(f)ut (+)dt +
i-0 vt(tO) 0
i=M Vin i~
+ J F(tl,ri(H))Bi(ri(t))ri(f)ut (+)dt (1.3.3)
i=m+l v1(tQ) 0

Ponadto, zmieniajgc kolejno$¢ catkowania w drugiej catce we wzorze (1.3.2)
oraz stosujac symetryczne twierdzenia Fubiniego [337, str. 123] uzyskuje

sie nastepujace zaleznoS$ci:



0 . +Ss
s )B(t-s,s )u(t )dtjds =
h +sF" 0 -
Or t
ds +
[0}
t, b

I ,t—s)B(t—s,s)u(t)dt}s (1.3.4)

Wprowadzajgc oznaczenie

B(t:s), dla | g iwy |t 36 [-h.oj
B(t,s) °- (1.3.5)

0 dla t > ~ 36 [-h.oJ

mozna ostatnig catke we wzorze (1.3.4) przeksztatci¢ w sposéb

nastepuja-
cy:
°rt,+s -1 °pti
IT T -s )B(t-s ,s)u(t)dtlds = J ( F(tl,t-s)B(t-s,s)u(t )dt Ilds =
-h tr )
t,. O
A A F(tlft-8)B(t-s,s )dsju(t )dt (1.3.6)
Wykorzystujgc zaleznos$ci (1.3.2), (1.3.3), (1.3.4) oraz (1.3.6) wartos$¢

rozwigzania réwnania (1.2.1) w chwili t = t°

mozna przedstawi¢ jako sume
dwéch sktadowych

x(t, ,z, ,u) = x(t,.z ,0) ¢ x(t.,O,u) (1.3.7)
1 1 *0
gdzie:
i=m O
x(tl.zt .0) - F(V t0).(t0) £ ~ F(tl.ri(t))Bi(ri(t)fi(t)Uto(t)d f



i=M w
y~i S F(ti'ri(t))Bi(rp (B (e (de+
i=m+| vifto)

2 r *P 1
\ \ F(tl't-s )B(tTs,s)B(t-s ,s)ut (t)dt Ids (1.3.8)
-h *t +s 0 J
i=» vi(tl)
X(V 0.U) =1T f OF(tl,ri(t))Bi(ri(t))r. (Yu(t)dt =+
i-0 11
+ A A F(tl,t-s)B(t-s,s )ds u(t)dt (1.3.9)
to‘- h
Sktadowa x(t ,z ,0) zalezy wytacznie od poczgtkowego stanu zupetnego
z i nie ma wptywu na wzgledng sterowalnos$¢ w przedziale [to'tll wuktadu
to
dynamicznego (1.2.1).
Sktadowa x(t1,0,u) jest zalezna od sterowania u&€ [tO»t] . RP) i
ma decydujgce znaczenie dla wzglednej sterowalnos$ci w przedziale [*0 **1]

uktadu dynamicznego (1.2.1).

Dla skrécenia zapisu wprowadza sig¢ nastgepujace oznaczenia:

j=i
G.(t ,t) =V F(t , t))B t t =0,1,2 M
I(l ) /-|( lr())J(rJ( ))rJ() i
j =0 (1.3.10)
G ft .t). i =0.1.2 M, sg n x p - wymiarowymi macierzami.
i 1
§(tl1.t) = -s)B(t-s,s )ds (1.3.11)

S(t/\,t) jest n X p - wymiarowag macierza.

RN 3 q(z .,x ) =x. ~x(t ,z ,0) (1.3.12)
*0 O
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q(z LX) jest statym n-wymiarowym wektorem, zaleznym od poczgtkowego
.
[0}

stanu zupetnego z oraz koncowego stanu chwilowego X., do ktérego na-

lezy przeprowadzi¢ uktad dynamiczny.
Fundamentalne znaczenie dla dalszych rozwazan ma macierz wzglednej ste-

rowalnosci W(t0O<t1l), zdefiniowana nastgepujaca roéwnoscia:

i=m-1 vV *i N j=i

S f S Fl'rj(0))Bj (rj ()ri(® +

=0 Vi+l (tl)L J=°

t J F(tj.t-8 )B(t-s,s)ds £ F(tl,tj(t))Bj(rj(t (t)
-h j Lj=o

0

+ F(l1,t-s )B(t-s ,s)dsj dt =

i=m-1 Vi~ i ~

dt

(1.3.13)
Macierz wzglednej sterowalnos$ci W(tg,t ) jest macierza n x n - wymia-

rowa, symetryczng, poétdodatnio okreédlong, tzn. dla dowolnych wektoréw

X 6 Rn  spetnia nastepujacy warunek:

XTW(t0,t1)x =<x, W(t0O<tl ;x> >0.

Wprowadzajagc oznaczenia

,Bi(t), dla t G[tO,tJ , i=0,1,2 M
B.(t) (1.3.14)
dla t > t.
i=m-1
3(t1(t) = ~ F(ti,ri(t ))Bi(ri(t))ri(t), t6 tc ' aal\ il.3.15)
i=0
p{tlft) =5(4 .t) + S(tx.t) (1.3.186)



mozna macierz wzglgegdnej sterowalnos$ci przedstawi¢ w dogodniej-

szej do dalszych rozwazan postaci

W(to>th) = r P(tl#t)P(tlft)Tdt (1.3.17)

Nalezy zaznaczy¢, ze przy zatozeniach odnos$nie do macdierzy A(t),Bi (t),
i =0,1,2,...,M, B(t,s), uczynionych w podrozdziale 1.2, a takze na pod-

stawie relacji (1.3.15) oraz (1.3.16) otrzymuje sie, ze

Sftj.t)612( [t0.°0).Xnp).P(t1.t) 6 12( [t0.00) J5np).

Uwaga 1.3.1. Macierz wzglednej sterowalnos$ci Wftg.”), zdefiniowana
rownosci? (1.3.13), jest uogé6lnieniem na przypadek zmiennych w czasie o-
raz roztozonych opdznien, znanej [298] macierzy wzglednej sterowalnos$ci
dla przypadku statych opoé6znien.

Uwaga 1.3.2. Wprowadzenie zapisu (1.3.16) oraz (1.3.17) znacznie upra-
szcza dowody twierdzen, gdyz umozliwia skorzystanie z ogé6lnych wtasnosci

operatoréw liniowych w przestrzeniach Hilberta.

Uwaga 1.3.3. W przypadku braku opéZinienh w sterowaniu macierz wzglednej
sterowalnosci redukuje sie do znanej - [40] , [355, str. 513) - ma-

cierzy sterowalnos$ci liniowego, niestacjonarnego uktadu dynamicznego.

TWIERDZENIE 1.3.1. Uktad dynamiczny (1.2.1) jest wzglednie sterowalny
w przedziale [*o'+I] wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad W(tQ,t1) = n (1.3.18)

Dowo6d. Wykorzystujgc zaleznos$ci (1.3.8), (x.3.9),(1.3.11),(1.3.12)

oraz (1.3.16), mozna réwnos$¢ (1.3.7) zapisa¢ w nastepujgcej postaci:

q(z ,x ) = x(t ,0,u) = P(tl,t)u(t )dt (1.3.19)

Definiuje sie liniowy, ograniczony operator

kreslony réwnoscia



Na podstawie definicji 1.2.1 uktad dynamiczny (1.2.1) jest wzglednie ste-

rowalny w przedziale [tQ,tJ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych ztn
oraz x1 istnieje sterowanie u € j~tg.tjj , RP) takie, ze zachodzi row-
no$¢ (1.3.19) lub réwnowaznie, gdy przeciwdziedzina operatora K jest ca-
ta przestrzenia Rn. Wiadomo - [84], ze przeciwdziedzina operatora K Jest

catg przestrzeniag Rn wtedy i tylko wtedy, gdy symetryczny, skonczenie
wymiarowy operator K K* jest dodatnio okre$lony (K* oznacza operator

sprzezony do operatora K). Poniewaz [84]

J=i t .

K* = Sftj.t) > ~  Bl(«-j(t))FT(tl.rj(t))rd(t).dl. t 6(vi+i(tl),vi(t1)d
3=0 i =0,1,2. .. (m-1)

(1.3.21)

wiec na podstawie zaleznoé$ci (1.3.10), (1.3.11) oraz (1.3.13) zachodzi niw-

0s¢
K K* = Wfto.”n) (1,3.22)

Poniewaz operator K K* : Rn->Rn jest reprezentowany n X n - wymiarowg
macierzg, wigc jego dodatnia okres$lonos$¢ Jest réwnowazna jego odwracalno-
§ci, co z kolei jest réwnowazne warunkowi (1.3.18). Zatem twierdzenie zo-

stato udowodnione.

Uwaga 1.3.4. Twierdzenie 1.3.1 moze by¢ takze dowiedzione bez wprowa-

dzenia operatora K, a jedynie w oparciu o pewne rezultaty z teorii ma-
cierzy i analizy matematycznej [1soy] , [i8l] , [220] , [221] , [261]

Uwaoa 1.3.5. Twierdzenie 1.3.1 jest uogé6lnieniem znanych [261] , [298]
warunkéw koniecznych i wystarczajgcych wzglgegdnej sterowalnos$ci w przedzia-

le [to-tjJ wuktadéw dynamicznych o statych opéznieniach w sterowaniu.Uogél-
nienie to polega na uwzglednieniu zaréwno zmiennych w czasie op6zZnien,jak

i uwzglednieniu opé6znien roztozonych.

1.4. Warunki absolutng-! sterowalnos$ci [I81] , [I82]

Zasadniczym celem niniejszego podrozdziatu bedzie sformutowanie warun-
kéw koniecznych i wystarczajgcych absolutnej sterowalnoéci w przedziale
[t ,t ] uktadu dynamicznego (1.2.1). Zostanie dowiedzione, ze absolutna
sterowalnos$¢ w przedziale [tg.tj ukiadu dynamicznego (1.2.1) jest réwno-
wazna sterowalnos$ci pewnego, odpowiednio okreslonego uktadu dynamicznego
bez op6zinien w sterowaniu. Zgodnie z definicjg 1.2.2 w catlym niniejszym
podrozdziale zaktada sie, ze tQ< t™ - h.
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TWIERDZENIE 1.4.1. Uktad dynamiczny (1.2.1) jest absolutnie sterowalny
w przedziale [*O**1] wtedy i tylko wtedy, gdy uktad dynamiczny bez op6z-
nien w sterowaniu o postaci

x(t) = A(t)x(t) + D(t)u(t) (1.4.1)
gdzie
i=M
D(l') * (t))BH(rH(t ))r<(t) + Sft~t) (1.4.2)
i=0
jest sterowalny w przedziale - hj.
Dowo6d. Poniewaz tQ< t™ - h, wiec wykorzystujagc zaleznoS$ci

(1.3.10), (1.3.11) oraz (1.3.12) mozna relacje (1.3.1) przedstawi¢ w na-
stepujgcej postaci:

qztoA) 3P (i (0)Bi (1l (£)~i () +SHfHdude +

i=VM tl)r
. \ F(t1.rjl(t))Bi (ri(t))r (t) + §(t ,t)lu (t)dt (1.4.3)
i=0 t/-h . J 1

Poniewaz drugi sktadnik we wzorze (1.4.3) Jest zalezny od zadanego stero-

wania wu(t) dla te wiec wprowadzajgc dodatkowe oznaczenie
*n» - < v\ )-gqg(v "i)- 3 S F<*E»LittjBl(ri(t))K t) o
1-oUj-h
+ S(«a.c>juc”Cc>dc (1.4.5)

mozna réwnos$¢ (1.4.3) zapisa¢ w nastepujacej fornie:

Vr ) 1

q(zt0,2t1) m J [ F(ti*ri(t))Bi(ri(t)”~ 1(t) + S(t1,t)Ju(t)dt (1.4.6)
Stad uktad dynamiczny (1.2.1) Jest absolutnie sterowalny w przedziale
[*O0**1] wtedy 1 ty11*0 wtedy, gdy dla dowolnych =zt oraz zt istnieje

u €LY ([tg.tj~-h], Rp) takie, ze zachodzi réwno$¢ (1.4.6). Z drugiej strony
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powyzsze stwierdzenie jest réwnowazno sterowalnos$ci w przedziale fro'* -h]
uktadu dynamicznego okreélonego zaleznos$ciami (1.4.1) oraz (1.4.2). Zatem
twierdzenie zostato dowiedzione.

Wniosek 1.4.1. Uktad dynaniczny (1.2.1) jest absolutnie sterowalny w
przedziale [tO,t1l], wtedy i tylko wtedy, gdy

tish

rzed S t+ ( = rzad J Fft~t )D(t )DT(t )FT(tl<t)dt = n (1.4.7)
*0

O o w6 d. Warunek (1.4.7) jest warunkiem koniecznym i wystarczajecym

sterowalnos$ci w przedziale [tQ,t1-h] wukitadu dynamicznego (1.4.1) [40], [i57]
[158] , [335, str. 513] , a zatem na mocy twierdzenia 1.4.1 jest jednocze$-
nie warunkiem koniecznym i wystarczajagcym absolutnej sterowalnos$ci w prze-

dziale [tg.tJ ukiadu dynamicznego (1.2.1).

Wniosek 1.4.2. Uktad dynamiczny (1.2.7) jest absolutnie sterowalny w
przedziale [to**!] wtedy i tylko wtedy, gdy

vMAL LA Ti=M 1
rz3d fOF(tl.t) ~  F(tl,ri(t))Bi(ri(t))ri(t)

0 L1 J

ri=m _ [t
F(tl.ri (t))Bi(ri(t))rt(t) FT(tl,t)dt = n (1.4.8)

Li=0 J
Dowoéd. Poniewaz dla uktadu dynamicznego (1.2.7), B(t,s) =0 dla
(t,s) 6 [*O**1] * L"h'°J ' "iec ns p°dstawie (1.4.2) oraz (1.4.7) zachodzi

warunek (1.4.8).

Whniosak 1.4.3. Uktad dynamiczny (1.2.8) jest absolutnie sterowalny w
przedziale [*O0**1] wtedy i tylko wtedy, gdy

vV hM ri=m J
J F(tl'uhi)Bi<t+hi)
t0 Li=o J
ri-H -T
I F(tl.t+hi)Bi (t+hi)l FT(t1,t)dt = n (1.4.9)
Dowéd. Na podstawie zaleznos$ci (1.2.9), (1.4.8) oraz faktu, ze

M (t) =1, dla i =0,1,2,... ,M otrzymuje sie warunek (1.4.9).



Uwaga 1.4.1. Wzgledna sterowalno$é w przedziale [*0**]1] uktadu dyna-
micznego (1.2.1) nie gwarantuje pozostania uktadu w stanie chwilowym x(t1)
dla t~"< t nawet w przypadku catkowitego wytgczenia sterowania (u(t) =0,
dla t < t). Stad miedzy innymi dla celéw stabilnos$ci wynikta potrzeba
wprowadzenia pojecia silniejszego, a mianowicie pojecia absolutnej stero-
walnos$ci w przedziale [tQ,t:J

Uwaga 1.4.2. W pracy [262] sformutowano warunki konieczne i wystarcza-
jace istnienia sterowania stabilizujgcego stan chwilowy uktadu dynamiczne-
go ze statymi opéznieniami w sterowaniu. Istnienie sterowania stabilizuja-
cego jest pojeciem posrednim pomiedzy sterowalnoéciag wzgledng a sterowal-
nos$cig absolutng. Istnienie sterowania stabilizujgcego jest wiec tylko wa-

runkiem koniecznym absolutnej sterowalnos$ci ukitadu dynamicznego.

1.5. Sterowanie z minimalna energia lisd] , [183]

¥ przypadku gdy uktad dynamiczny (1.2.1) jest wzglednie sterowalny w

przedziale jjtQ,tJ , wéwczas istnieje nieskonczenie wiele réznych sterowan

u6L2(~0'tj <rP)« zapewniajagcych przeprowadzenie ukitadu dynamicznego z

zadanego poczatkowego stanu zupetnego z do zadanego koricowego stanu
chwilowego x» 6 R w chwili 4 . Wynika 90 z faktu, ze przebieg trajekto-
rii uktadu pomiedzy stanami chwilowymi x(tQ) oraz X1 nie jest z gory

okreélony, a ponadto na sterowanie u nie sa natozone zadne ograniczenia.
W zwigzku z tym sensowne jest sformutowanie nastepujgacego problemu optyma-
lizacyjnego: znalezé sterowanie u SLA([t ,tj , Rp),przeprowadzajace
wzglednie sterowalny w przedziale [tg.tj wuktad dynamiczny (1.2.1) z po-

czatkowego stanu zupeitnego z do zadanego stanu chwilowego X w chwi-

3
i t~ oraz minimalizujace ngstepujqcy kwadratowy wskaznik jakos$ci:

3(u) = ~ UuT(t)R(t)u(t)dt = ~JJu(t)]|~t)dt (1.5.1)
to ‘o
\
gdzie R(t) jest p X p - wymiarowag, symetryczng, ograniczona, dodatnio

okreslong dla t 6 [tg.tj macierza.
Zatem istnieje macierz odwrotna R_1(t), dla te [tg,t ].

Przy zatozeniu wzglednej sterowalnos$ci w przedziale [tg~t] uktadu dy-
namicznego (1.2.1) powyzszy problem optymalizacyjny posiada zawsze jedno-
znaczne rozwigzanie, ktérego posta¢ analityczna jest $cisle zwigzana z ma-

cierzg wzglednej sterowalnos$ci (1.3.13).
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Dla skrécenia zapisu wprowadza sie nastepujgace oznaczenia:
i=m-1  vi(ti 5

M - S n [Gi<ta.t) * S~ . tjR -~tJ " .t) +
i-o  vi+tld(tl)

- T
+ Sftj.t ) dt (1.5.2)

uopt(t) " A A At - t) +

+ S(t1.t)] WRL(*o,tl)g(zt0'Xl) dla 16 [vi+I(tl),Vi(tl))

(1.5.3)
i —0.,1,2,....(m-1)

TWIERDZENIE 1.5.1. Oezeli uktad dynamiczny (1.2.1) jest wzglednie ste-

rowalny w przedziale [tQ.tJ , to sterowanie uopt(t)* [fo'*1l * zdefi“

niowana réwnos$cig (1.5.3), przeprowadza uktad dynamiczny (1.2.1) z po-

czagtkowego stanu zupetnego z do zadanego konhcowego stanu chwilowego x°
*

w chwili t . Ponadto, jezeli ubLg([t~tj , RP) jest dowolnym sterowa-

niem przeprowadzajgcym uktad dynamiczny (1.2.1) z poczgatkowego stanu zu-

petnego z do zadanego koncowego, stanu chwilowego x w chwili t*woéw-

czas zachod;i nieré6wnos¢

S £1
5«r;ft~ (t)dt> 5 luopt(tAR(t)dt (1-5%4)
to ro

oraz minimalna warto$¢ wskaznika jakos$ci (1.5.1) jest dana nastepujgca za-

leznoscig :

IW Xl’ (1.5.5)

*0

Dowé6d. Z relacji (1.5.3) wynika bezpos$Srednio, ze uQpt(t)6 L2( [tQ,
tl]* rP”~ Ponadto> podstawiajgc (1.5.3) do wzoru (1.3.2),po prostych prze-
liczeniach otrzymuje sie réwnosé

(1.5.6)
x(tl*zt0'uopt) = X1



Zatem sterowanie uopt(t) przeprowadza uktad dynamiczny (1.2.1) z po-
czatkowego stanu zupetnego zt do zadanego koricowego stanu

z°zatozenia u(t) spetnia réwniez

chwilowego
x1 w chwili tl# a poniewaz

powyzszy

warunek, wiec na podstawie zaleznoéci (1.3.9) otrzymuje sie
i=m-1 W
x(t1,0,u) = f [pi~r1'*) + S(tl1.t)J S(t)dt =
= ViR
i=m-1  Vini »
S [Gi (t1't) + Sfti.tj u (t)dt x(ti.O,uo )

i=°  Vi*l(tl) (1.5.7)

Po odjeciu stronami, uzyskuje sig

i=m-1 f
s ) [@it*i.t> & 5(tl1ft)] [u(t) - uopt(t)]dt - O
120 vifl(tl)

(1.5.8)
Zatem

i=m-1 W

s V $t SIG fti*t> + «(«i-t] [D(t)-% pt(t)]dt.

WR (tO'tl)q(2t0'XI~>Rn = ° (1.5.9)

Wykorzystujgc réwnos¢ (1.5.9)

oraz wtasnosci
je sie relacje:

iloczynu skalarnego otrzymu-

i— 1 vi(*l> 7/ \

J V TF>S % <y )% < e>> /"
1o Vi+IJt:L)

= A <™M(u(t) - uwopt(t)). R(t)uopt(t”> dt = 0 (1.5.10)
to

Korzy3tajec z wtasnosci

iloczynu skalarnego i normy
(1,5.10)

oraz z zaleznoS$ci
otrzymuje sie nastepujece réwnosci:
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f<Q€(t) " uopt(t))* R(O(u(t) - uopt(t))” ndt

f<(u(t) - uwopt(t))* R(t)uort (tHS PGt +
/7 Rn

+ t<&pt(t)* R(t)uOPt (t)

(u(t) - uopt(t)* «tO M O - uopt(t)r>Rndt

i 2 i
—_ n m
S « = > * 39
*0
T/ 2 . . ocer
Poniewaz flu(t) - u () dt >0, wiec na podstawia zaleznoS$ci
« °P R(t)
(1.5.11) zachodzi dla dowolnego u G12( * rP~ na8tePulJeca

nos¢ :
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*1 2 2

N Hu®]] dt > 2 HuoDt (t)ll dt (1.5.12)
2 R(t) J °Pt R(t)

o o

Zatem nieréwnos$¢ (1.5.4) w tezie twierdzenia 1.5.1 zostata wykazana.

W ostatnim kroku dowodu zostanie wykazana prawdziwo$¢ réwnosci (1.5.5)
okreslajacej minimalng warto$¢ wskaznika jakos$ci 37uopt)> odpowiadajaca
sterowaniu optymalnemu u

°P /
>
3'“op«> -J

*0

i=m-1 Vintin
12

S S + S(ti.t)IJTw;1(to.ti)g(z ,x ) dt
- R(t)
i-0 | 0

\A\tl" / T
=7] A0 ~AtAL) +8E L) Crae x .
i=0 "'i+1<tl> °

R(t)R“L(t)[Gi(tl.t) + §(t1-t)IJTWRL(tO,tl)q(zt ,XI1)\ ndt (1.5.13)

O " R
Poniewaz macierz MRfrOe<*L) jest symetryczna, wi*c na mocy (1.5.2) oraz
(1.5.13) wskaznik jakos$ci 3(uOpt) wyraza sie nastepujacymi zaleznoscia-
mi :
i-m-1 Vi p12
N “opths = S \ < g(ztn-xI> WRL(tO0.t1)[Gi (t1,t)+ g(tl.t)]R-1(t).
i"0O Vi+l (tl )X 0

i(11,t) + Bftj.tj w;1(t0.t1)q(zto.x1)\>Rndt =

i=m-l  vi~tin or

q(2t ' xl)* *Sit'o*tl) S t LGi (t1't} +
=0 Vi+l~i)



(1.5.14)

Zatem réwnoé$¢ (1.5.5) zostata dowiedziona, co jednoczednie konczy dowdd

twierdzenia.

1.6. Uwagi o sterowalnos$ci uktadéw dynamicznych z opézZnieniami

w stanie uktadu [.358]

Réwnolegle z rozwojem teorii sterowalnos$ci dla uktadéw dynamicznych z
op6éznieniami w sterowaniu powstata teoria sterowalnoéci dla uktadéw dyna-
micznych z opé6zZnieniami w stanie uktadu. Podobnie jak w przypadku opdznien
w sterowaniu, takze dla uktadéw dynamicznych z opézniemiami w stanie ukta-
du wprowadza sie dwa zasadnicze rodzaje sterowalnosci, a mianowicie:

wzgledng sterowalno$¢ oraz absolutng sterowalnos$¢.

Opré6cz nazwy wzgledna sterowalno$¢ stosuje sie réwniez nazwy: R - ste-
rowalno$¢ oraz euklidesowa sterowalnos$¢ [52] , [356] . W przypadku gdy kon-
cowy stan chwilowy = 0, woéwczas stosuje sie nazwe wzgledna sterowal-
nos¢ do zera” lub "wzgledna zerowa sterowalno$¢”, [220] , [222], ktora dla

uktadéw dynamicznych z opéznieniami w stanie uktadu nie jest réwnowazna
wzglednej sterowalnos$ci ]225j , co wigze sie $cidle zmozliwoécig degenera-
cji uktadu dynamicznego [222] .

Pojecie absolutnej sterowalnos$ci (zwanej takze funkcyjng sterowalno-
§cig) polega, intuicyjnie rzecz biorgc, na przeprowadzeniu uktadu dyna-
micznego z opéznieniem w stanie ukitadu z dowolnego poczatkowego stanu zu-
petnego do dowolnego koncowego stanu zupetnego, [112]
padku gdy koncowy stan zupeiny jest stanem zerowym, to woéwczas moéwimy o
tzw. absolutnej sterowalnos$ci do zera lub absolutnej zerowej sterowalno-
Sci  [222] .

Poniewaz uktady dynamiczne z opé6Znieniami w stanie mozna traktowac¢ ja-
ko uktady dynamiczne okre$lone w odpowiedniej przestrzeni topologicznej
[74] , [223] , [226] , [227] , [263] , wiec wprowadzajgc przestrzenie topolo-

giczne ~ funkcji okre$lonych w przedziale [-h,0] , o wartosciach w R ,
w spos6éb naturalny uzyskuje sie odpowiednio definicje & - sterowalnos$cj,
gr_ aproksymacyjnej sterowalnosci, ? - aproksymacyjnej zero sterowalno-

Sci [T4] ., [75] . [223] ., [226] , [227]
walnosci [22] , [34] . [14] . [224]

, [263] , [264] oraz spektralnej stero-
, [226] .

, [220] , [222]
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Sformutowanie kryteriéw badania wyzej wymienionych rodzajéw sterowal-
nos$ci nastrecza o wiele wiecej trudnoséci niz w przypadku wzglednej stero-
walnos$ci.Przy rozwigzywaniu tych zagadnien stosuje sie réznorodne metody
postepowania, ws$réd ktérych mozna wyrézni¢ nastepujace trzy zasadnicze

grupy:

1) metody bazujace na analizowaniu catkowej postaci rozwigzania réwna-
nia r6zniczkowego z op6znionym argumentem [34] , [35] , [471 , [72] ,[2007],
[241] . [263] , [264] , [319] ,

2) metody algebraiczne oparte na wtasnosciach pewnych pier$cieni funk-
cyjnych [22] . [76] , [77] , [102] , ([103] , [159] , [160] , [l6l] , [307] , [308] ,
[309] , [347] , [348],

3) metody polegajgce na sprowadzeniu réwnania rézniczkowego z opéznio-
nym argumentem do réwnania rézniczkowego zwyczajnego bez opodéznien,okres$lo-
nego w odpowiednio zdefiniowanej nieskohczenie wymiarowej przestrzeni funk-

cyjnej [74], [75], [223] . [226] , [227] , [263] . [264] .

W przypadku uktadéw dynamicznych stacjonarnych z opézZnieniami w stanie
uktadu, sterowalno$¢ wzgledna oraz sterowalno$¢ absolutna zalezg w istot-
ny sposéb od ditugoéci przedziatu czasowego, w ktérym rozwazana jest stero-
walnosé [220] , [222] . Sytuacja taka nie miata miejsca w przypadku stacjo-

narnych uktadéw dynamicznych bez opé6zniern, gdzie sterowalno$¢ jest nieza-

lezna od diugos$ci rozpatrywanego przedziatu czasowego 1401 , [152] ,[153],

[355] .

Wiele rezultatéw dotyczacych sterowalnos$ci niestacjonarnych uktadéw dy-
namicznych z wielokrotnymi, zmiennymi w czasie opé6Znieniami w stanie oraz
z roztozonymi opéznieniami w stanie zawartych jest w nastepujacych pozy-
cjach literaturowych: [13] , [I5], [140] , [197] , [198] , [206] , [209] , [354] .

Wtasnos$ci topologiczne zbioréw osiggalnych w odpowiednich przestrze-
niach funkcyjnych, dla uktadéw dynamicznych z opéznieniami w stanie ukta-

du, analizowane sa szeroko w nastepujacych pracach: [12] , [l4j ,[201] ,[264].

Podobnie jak w przypadku uktadéw dynamicznych bez opé6zZnien, takze dla
uktadéw dynamicznych z opoéznieniami w stanie uktadu stabilizowalnos$¢ ich
jest $cisle zwigzana z réznymi rodzajami sterowalnos$ci [71] , [721 ,[741,
[202] , [223], [226] . [227], [228] , [262] , [265] , [268] ., [279] ,

Sytuacja znacznie sie komplikuje w przypadku, gdy w uktadzie dynamicz-
nym wystepuja réwnoczes$nie opoéznienia w stanie uktadu oraz w sterowaniu.
W publikacjach [22a] oraz [225] sformutowano szereg warunkéw Kkoniecznych
i wystarczajacych wzglednej oraz absolutnej sterowalnos$ci dla takich ukta-
déw dynamicznych.

Problematyka wptywu fluktuacji parametrow uktadu dynamicznego z opo6z-
nieniami w stanie na ich sterowalnos$¢ rozwazana jest w pracach [14], [142],
[264] .

Oddzielng klase uktadéw dynamicznych z opéznieniami stanowiag neutral-
ne uktady danymiczne, tzn. uktady dynamiczne, ktérych dynamike opisuje

neutralne réwnanie ré6zniczkowe (opdéZnienie wystepuje réwniez w pochodnej).
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W oparciu o wtasnos$ci operatoréw Fredholma w pracach: [l41] , [142] , [286] ,
[317] sformutowano kryteria dla réznych rodzajéw sterowalnos$ci tych ukta-
déw. Natomiast stabilizowalno$¢ neutralnych uktadéw dynamicznych rozpatry-
wana jest w publikacjach [58] oraz [270] .

Podsumowujac powyzsze uwagi i spostrzezenia nalezy podkres$li¢, Zze pro-
blematyka sterowalnos$ci dla uktadéw dynamicznych z opéznieniani w stanie
uktadu jest bardzo szeroka, a metody badawcze bardzo zréznicowane.



ROZDZIAL 2

STEROWALNOSC NIELINIOWYCH UKEADOW DYNAMICZNYCH

2.1. Wprowadzanie

Teoria sterowalnos$ci dla nieliniowych uktadéw dynamicznych nie jest
tak spdjna i jednolita jak w przypadku liniowych uktadéw dynamicznych.
Wiekszo$¢ uzyskanych kryteriow sterowalnos$ci na jedynie charakter lokalny
lub odnosi sige tylko do pewnej, na og6t dos¢ waskiej klasy uktadéw dyna-
micznych.

Zasadniczg przyczyng trudnos$ci wystepujgcych przy badaniu sterowalno-
$ci nieliniowych uktadéw dynamicznych jest brak ogélnych metod rozwigzywa-
nia nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, co wyklucza mozliwos¢
zastosowania szeregu metod badawczych opartych na analizowaniu jawnej po-
staci rozwigzania réwnania (jak to miato miejsce w przypadku liniowych u-
ktadéw dynamicznych).

W badaniach nad sterowalnos$cig nieliniowych uktadéw dynamicznych stosu-
je sie rézne metody, w zaleznos$ci od typu réwnania ré6zniczkowego opisuja-
cego rozpatrywany uktad dynamiczny. Do najczeéciej stosowanych naleza me-

tody bazujgce na:

1) wykorzystaniu twierdzen o punktach statych odwzorowan nieliniowych (naj-
czes$ciej stosuje sig¢ twierdzenie Schaudera o punkcie statym),

2) zastosowaniu teorii p6l wektorowych oraz algebr i grup Liego,

3) okres$laniu sterowalnos$ci uktadu z perturbacjami na podstawie badania
sterowalnos$ci prostszego uktadu bez perturbaciji,

4) zastosowaniu zasady maksimum.

Wyboér odpowiedniej metody uwarunkowany jest w gtéwnej mierze charakte-
rem nieliniowos$ci wystepujgcej w danym réwnaniu rézniczkowym opisujacym
uktad dynamiczny.

Stosowanie twierdzen o punktach statych umozliwia uzyskanie warunkéw wy-
starczajgcych sterowalnos$ci zaréwno o charakterze globalnym, jak i (przy
stabszych zatozeniach) o charakterze lokalnym. Niestety, wada tej metody
postepowania jest fakt, Ze mozna jg stosowac¢ jedynie w odniesieniu do dos¢
waskiej klasy nieliniowych uktadéw dynamicznych, a mianowicie do uktadéw
dynamicznych, w ktérych réwnaniach da sige wyodrebni¢ sktadniki nastepujag-
cej postaci: A(t)x(t), A(t,x(t))x(t) lub A(t,x(t), u(t))x(t), [69], [I71]
[172] , [242] , [243] .



Metoda ta pozwala réwniez na uzyskiwanie warunkow sterowalnosci dla
nieliniowych uktadéw dynamicznych z opéznieniami w stanie uktadu [67] , o-
p6zZniemami wsterowaniu [I73] , [179] , [185] , [I87] oraz dla nieliniowych
neutralnych uktadéw dynamicznych [51] , [52] , [53]. msy.

Przy stosowaniu twierdzenn o punktach statych uzyskuje sie najczesciej
sterowalnos$é¢ w przestrzeni funkcji ciggtych, co wynika z faktu, ze kry-
terium zwartos$ci zbioru funkcji ciggtych jest stosunkowo ‘tatwe do spraw-
dzenia [337] . NV dalszej czes$ci niniejszego rozdziatu zostang sformutowane
warunki wystarczajgce sterowalnos$ci uktadéw nieliniowych, przy wykorzysta-

niu twierdzen o punktach statych odwzorowan nieliniowych.

Zastosowanie teorii pél wektorowych oraz algebr i grup Liego pozwolito
na uzyskanie szeregu warunkéw koniecznych lub wystarczajacych sterowalno-
$ci. gtownie dla symetrycznych uktadéw dynamicznych [124] , [127) , 1291 ,
[130] . [131] . [132].[138] . [139]. [144] . [147] , [208] .[212] . [275] , [313] .
[314] . [315] . [316]. [320] . [321]. [322] . [323].

Metoda poréwnawcza byta stosowana najwczed$niej [207] i daje szczeg6l-

nie dobre rezultaty w przypadku addytywnych perturbacji [49], [50] , [54],
[55] . [59] . [60] . [61] . [62] . [63] . [64] . [65] . [143] . [215] . [216] . [217].
[292] . [293] . [303] . [325] .

Stosowanie specjalnych wersji zasady maksimum do badania sterowalnos$ci
wymaga wprowadzenia skomplikowanego aparatu matematycznego [337]j i stad
nie jest czesto spotykane w literaturze [I20] , [337], [338] , [339] , [340],
[352]

Wiele rezultatéw dotyczy sterowalnos$ci nieliniowych uktadéw dynamicz-
nych o dwéch wspétrzednych stanu (uktady dynamiczne okres$lone na ptaszczyz-
nie) - [I], [2]. [3] oraz [9].

Do badania sterowalnos$ci nieliniowych uktadéw dynamicznych wykorzystu-
je sie rowniez funkcje Lapunowa [lI6] , [l48] , p*wne metody geometryczne
[5], [6]1, [195] . a takze inne metody analizy matematycznej [86] , [166]
[269] , [296].

Sterowalno$¢ stochastyczna nieliniowych uktadéw dynamicznych byta roz-
patrywana w pracach [189] . [306] , [312] , sterowalnos$¢ aproksymacyjna nie-
skorficzenie wymiarowych nieliniowych uktadéw dynamicznych w pracach [46j ,
[111] , [835] , natomiast wtasnoéci zbioréw osiggalnych dla tych uktadéw ba-
dane byty w publikacjach [128] oraz [28]] .

Wyodrebniong klase nieliniowych uktadéw dynamicznych stanowig bilinio-
we uktady dynamiczne zaréwno ciagte, jak i dyskretne, bedgce modelami ma-
tematycznymi wielu proceséw chemicznych, fizycznych oraz biomedycznych
[245] . Przy formutowaniu warunkéw sterowalnos$ci dla ciggtych, biliniowych
uktadéw dynamicznych wykorzystuje si¢ zaréwno teorige algebr Liego [29]
[30] , [38] , jak i inne matody analizy matematycznej [342] , [343], [344] .
Wzgledna sterowalnos$¢ ciggtych, biliniowych uktadéw dynamicznych z opéz-
nieniami w stanie rozwazana jest w pracy [164]. Sterowalno$¢ dyskretnych,

biliniowych uktadéw dynamicznych badana jest przy uzyciu metod algebraicz-
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nych, a uzyskane na tej drodze rezultaty dotyczg waskiej klasy tych ukta-
dow [87] . [88] , [90] , [12£] . [318] . Zagadnienie to bedzierozpatrywane
szerzej w rozdziale 7 niniejszej pracy.

2.2. Opis uktadu dynamicznego i podstawowe definicje [I71]

Niech bedzie dany niestacjonarny, nieliniowy, skonczenie wymiarowy u-

ktad dynamiczny, opisany nastepujacym roéwnaniem rézniczkowym zwyczajnym:

Xx(t) = A(t,x(t))x(t) + B(t,x(t))u(t) + f(t,x(t)). té& [»o™1] (2.2.1)
gdzie:

x(t) 6Rn jest wektorem stanu uktadu dynamicznego (2.2.1)

ué ([Qtr], ),

A(t,x) jest n x n - wymiarowgmacierzg,ktérojelementy ai .(t,x), i =
=1,2,3,...,n, j =1,2,3,... ,n saprzyustalonymt ciggtymi funkcja-
mi  x oraz przedziatami ciggtymi funkcjami t przy ustalonym x,

B(t,x) jest n x p - wymiarowg macierza, ktérej elementy b~ ~At,x), i =
= 1,2,3 e j =1,2,3,....p sa przy ustalonym t ciggtymi funk-
cjami x oraz przedziatami ciggtymi funkcjami t przy ustalonym x,
f(t,x) : R x Rn—“-Rn jest funkcja wektorowa, ciggta wzgledem x przy
ustalonym t oraz przedziatami ciggtag wzgledem t przy ustalonym x.
Zaktada sig, ze prawa strona réwnania (2.2.1) spetnia warunki gwarantu-
jace jednoznacznos$¢ rozwigzania. Ponadto zaklada sig, ze macierze A(t,x)

B(t,x) oraz funkcja wektorowa f(t,x) spetniaja nastepujace dodatkowe za-

tozenia :
latj (t #x)]< N, dla t € [tO.tj . xfcRn, i,j =1,2,3,...,n (2.2.2)
Ibij (t#x)l< M, dla t 6 *+ X6R , i=1,2,3,... ,n, j “ 1,2,3,...,p
(2.2.3)
JF(t«x)d Kf, dla t6 * X 6Rn (2.2.4)
gdzie
Kf >0, M>0, N>O (2.2.5)

Poniewaz rozpatrywany uktad dynamiczny (2.1.2) jest uktadem nielinio-
wym, wiec nalezy rozré6zni¢ sterowalnos$¢ globalng oraz sterowalnos$¢ lokal-

na [49] . [50] . [59] . [60] , [129].



- 33 -

Definicja 2.2.1. Uktad dynamiczny (2.2.1) nazywa si¢ uktadam globalnie
(lokalnie w obszarze DC Rn) sterowalnym w przedziale [tO.tj] . jezeli dla
kazdego stanu poczgtkowego x(tg)6RnNn (x(tg) SD) oraz dla kazdego wekto-
ra xL6Rn 1x70) istnieje sterowanie u6 ™ ([tjj.tJ , Rp) takie, ze od-
powiadajagca temu sterowaniu trajektoria x(t,x(t0O),u) uktadu dynamiczne-
go (2.2.1) spetnia nastgpujgcy warunek: x(~,x(tQ),u) = Xj.

Ze wzgledu na niestacjonarno$¢ uktadu dynamicznego (2.2.1) sensowne jest
wprowadzenie pojecia sterowalnos$ci w chwili t oraz catkowitej sterowat—

nosci [I58] , [199] , [207] .

Definicja 2.2.2. Uktad dynamiczny (2.2.1) nazywa sie ukiadem globalnie
(lokalnie w obszarze OCR") sterowalnym w chwili tQ, jezeli istnieje
A B6(~,0) takie, ze uktad dynamiczny (2.2.1) jest globalnie (lokalnie

w obszarze DCRn) sterowalny w przedziale [tg#*}] «

Definicja 2.2.3. Uktad dynamiczny (2.2.1) nazywa sie ukiadem catkowi-
cie globalnie (lokalnie w obszarze DCRnNn) sterowalnym w chwili tQ, jeze-
li dla kazdego tx G (tQ,o0) uktad dynamiczny (2.2.1) jest globalnie (lo-

kalnie w obszarze DC Rn) sterowalny w przedziale [tg.tj

Definicja 2.2.4. Uktad dynamiczny (2.2.1) nazywa si¢ uktadem catkowi-
cie globalnie (lokalnie w obszarze DCRnN) sterowalnym, jezeli jest cat-
kowicie globalnie (lokalnie w obszarze DC Rn), sterowalny w dowolnej chwi-
i tQ6s.

Pomiedzy przytoczonymi rodzajami sterowalno$ci zachodze nastepujgce im-
plikacje: catkowita globalna (lokalna) sterowalno$¢ f==" catkowita global-
na (lokalna) sterowalnos$¢ w chwili tQ|] => globalna (lokalna) sterowal-
no$¢ w przedziale [t~ t] globalna (lokalna) sterowalno$¢ w chwili
*Q*

W niniejszym rozdziale do badania sterowalno$¢! zostanie wykorzystana
nastepujgaca wersja twierdzenia Schaudera o punkcie statym [337, str.195] ;
"Kazdy ciagty operator, przeksztatcajgacy domknigety i wypukty podzbiér prze-

strzeni Banacha w jego zwarty podzbiér, posiada przynajmniej jeden punkt

staty".
Niech Cn [tfJ,ti] oznacza przestrzen funkcji ciggtych okredlonych w prze-
dziale [tQ.t1] . ° warto$ciach w przestrzeni Rn, z normg zdefiniowang w

spos6éb nastepujacy: [337 , str. 129]

y 6C rtn*til lHlyll m max !y (t)], gdzie [y(t)]= max ly~0Ol
nLO ~ tn<tct. 1-1.2........ ..
0 1 (2.2.6)

Przestrzen cn [50,,:1] Jest przestrzenig Banacha, [337, rozdz. 1.5,str. 129].

Uwagg 2.2.1. W relacji (2.2.6), definiujgcej norme w przestrzeni
C LO'tlJ , mozna zamiast normy w przestrzeni Rn, |Jy(t)], okres$lonej pra-
n



wag rownoscia, uzy¢ dowolnej innej normy w przestrzeni Rn, np. |y@®)] =
i=n /i=n xél'

e s lyl(t)] lub  y(t)] - s yz"(tj . Wiadomo, ze wszystkie normy w
1=1 \i=| \j

przestrzeni Rn sg topologicznie réwnowazne [337, rozdz. 1.3, str. 39] ,

a ponadto crrt0O'ti] dla kazdej z tyOll norm Jest przestrzenia Banacha
[337] . Przyjecie jednej z proponowanych norm w przestrzeni Rn nie ma wpty-

wu na sterowalnos$c uktadu dynamicznego (2.2.1), a jedynie modyfikuje nie-
co nieréwnos$ci wystepujgce w dowodach twierdzen (oszacowania wielkos$ci wy-

razaja sie nieco innymi zaleznos$ciami).

Jwaga 2.2.2. Wrelacji (2,2.6) w lewejrownosci zamiast symbolu "max"
mozna uzyc symbolu "sup", co w niczym nie zmienia przeprowadzonych obli-
czen [337, str. 129]

Podstawiajgc w réwnaniu {2.2.1) zamiast argumentu Xx(t) (t 6 [tQ>t~])<

w macierzach A(t,x(t))> B(t,x(t)) oraz funkcji f(t,x(t)) dowolng funk-

cje y€cn[to,ti] Otr2Ymuie sie=

x(t) = A(t,y(t))x(t) + B(t,y(t))u(t) + f(t,y(t)) t 6 [tQ.t)
(2.2.7)

Dla kazdego ustalonego y ~~ ~ o '1l] wu%x”ad dynamiczny (2.2.7) jest ukta-
dem liniowym, Kktérego trajektoria przy zadanym stanie poczatkowym x(ton
oraz sterowaniu u6 Il 1( [tgftjd , Rp) wyraza sie nastepujacym wzorem catko-

wym [69] , [242]

t
X(t,x(t0),u) = F(t ,tO0jy)x{t0O) + ~ F(t,x;y)B(x,y)u(s )ds +

to

N F(t,s;y)f(s,y )ds, t > tQ (2-2-8)

gdzie
F(t,t0;y) jest macierzg tranzycji nastepujacego niestacjonarnego ukta-

du liniowego

x(t) = A(t.y(t))x(t) (2.2.9)

z warunkiem poczatkowym F(tQ,t0;y) = 1I.
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Macierz sterowalnos$ci dla uktadu dynamicznego postaci (2.2.7) jest na-

stepujgaca [69] . [152] . [153] . [242] , [255]

t
W(tQ,tjy) = i F(tO,s;y)B(s,y )BT(s,y)FT(tO.s;y )ds (2.2.10)

*0

Wykorzystujagc wprowadzone zatozenia oraz oznaczenia mozna sformutowacd
warunki wystarczajgce r6znych rodzajéw sterowalnos$ci ukiadu dynamicznego
postaci (2.2.1).

2.3. Warunki wystarczajgce sterowalnosci globalnej [I71]

W niniejszym podrozdziale zostang sformutowane warunki wystarczajgce
réznych rodzajéw globalnej sterowalnoé$ci dla nieliniowego,niestacjonarne-
go uktadu dynamicznego (2.2.1).

TWIERDZENIE 2.3.1. Jezeli przy ustalonych tQ oraz t= spetnione sag
zatozenia dotyczgace uktadu dynamicznego (2.2.1) sformutowane w podrozdzia-

le 2.2, a ponadto istnieje stata dodatnia [ taka, ze zachodzi nieréwnosé

inf det W(t ,t. ;y) >c
ySCnPo*1!] ! (2-3*1)

wéwczas uktad dynamiczny (2.2.1) jest globalnie sterowalny w przedziale
[*O**l] *

Dowéd. Dowdéd twierdzenia jest oparty na sformutowanym w podroz-
dziale 2.2 twierdzeniu Schaudera o punkcie statym.

Niech sterowanie uglL~” e rP) bedzie dane nastgpujacym wzorem:

u(t) = - BT(t,y)FT(tO,t;y)w"1(t0.t1;y) [x(tQ) - F(tQ.tl;y)x1 +

+ ~"F(tO.s;y)f (s,y )dsj (2.3.2)

to

gdzie x16Rn jest dowolnym wektorem.

Wstawiajgc (2.3.2) do (2.2.8) otrzymuje sie przebieg trajektorii uktadu dy-

namicznego (2.2.7) przy uzyciu sterowania postaci (2.3.2).



|
x(t) = F(t,t0;y)x(t0) + § F(t,s;y)f(s.y)ds

N F(t,s;y)B(s,y)BT(8,y)FT(tQ,8;y )ds

*1
W"'L(tO,tljy) [x(tQ) - F(tOitl;y)x1l + ~ F(tQ,8;y)f (s.y)daj (2.3.3)
*0
Wykorzystujgc zatem zaleznos$¢ (2.2.10) oraz fakt, ze na nocy zatozenia

(2.3.1) macierz W1(tO,tljy) istnieje dla t = tl1# uzyskuje sie nastepu-

jace zaleznosci:

*1
x(tl) m Fdj.tjjiyMtjj) + § F(tlf8ty)f(s,y)ds -

*0

u

~ F(tIP8}y)B(8,y)BT (x,y)FT (t0 ,8{y)d8

*0

- W_1(t0,tl;y) [x(t0) - F(t0 ,tl;y)x1l + ~F(tQ ,asy)f(x,y)ds] -

*0
F(t1,t0;y)x(t0) F(t1,8;y)f(8,y)ds- Fft~rtgjy) [xC )- F(tQ,tljy)™-»
*0
¢ N~ F(t0,8jy)f(s.y)ds] - F(tl1.tO»y)x,(tO0) +

ko

Y

+ N"F~N.sjyJdf(s.y)ds - F(tl1,tO0;y)x(t0) + xA -

o

s»y)f(8,y)ds » xA (2.3.4)



Z réwnosci (2.3.4) bezposrednio wynika, Zze sterowanie u(t) okres$lone
zaleznoé$ci? (2.3.2) przeprowadza uktad dynaniczny (2.2.7) z dowolnego sta-
nu poczatkowego x(tQ) do dowolnego wektora XI6Rn w chwili tj (dla kaz-
dej ustalonej funkcji y 6Cn[tg*1]])*

W dalszej czes$ci dowodu zostanie wykazane, ze istnieje co najmniej Jed-
na funkcja y 6cn[tO*ti]' ktéra JOst jednoczednie rozwigzaniem réwnania
rézniczkowego (2.2.1). W tym celu zostanie wykorzystane wspomniane poprzed-
nio twierdzenie Schaudera o punkcie statym. Pierwszym krokiem w tym kie-
runku bedzie sformutowanie nieliniowego operatora.

Prawa strona réwnos$ci (2.3.3) definiuje nieliniowy operator P(y)(t),
ktéry odwzorowuje przestrzen Banacha w 8*ebiO. Wynika to bez-
posrednio z ksztattu tego operatora, ktéry explicite jest dany nastepuja-

cg rownoscia :
t
pP(y)(t) = F(t,t0;y)x(tg) + ~ F(t.s;y)f(s.y)ds -
*0

t
- " F(t.s;y)B(s.y)BT (s,y)FT(tg.s;y)ds

w'l(tg,tl;y) [*(t0) - F(tg.tl;y)xl +

A F(tg.s:y)f(s.y)dsj , t6 [tg.tij (2.3.5)

Z ciggtej zalezno$ci rozwigzania réwnania rézniczkowego (2.2.7) od pa-
rametréw wynika, ze operator P : Cn[tg,tJ AN[tg .t jest operatorem
ciggtym wzgledem topologii indukowanej przez norme postaci (2.2.6). Zatem

réwnos$é¢ (2.3.3) moze by¢é¢ przedstawiona w postaci:

X (t)-P (y)(t) «e[tg.tj] (2.3.6)
Stosujgc twierdzenie Arzela-Ascoli [337 , str. 34, 131] mozna dowie$é¢ (do-
woéd w dodatku), za operator P odwzorowuje domkniegty, wypukty podzbidr

przestrzeni Banacha Cn[tg.tj w jego zwarty podzbiér. Poniewaz operator
P jest ciagty, wiec na podstawie twierdzenia Schaudera istnieje co naj-
mniej jeden punkt staty operatora P. Stad istnieje przynajmniej jedna

funkcja taka, ze zachodzi nastgepujgaca réwnosc¢:



x(t) = y(t) = P(y)(t) t 6[tg.t] (2.3.7)

Poprzez rézniczkowanie wzgledem zmiennej t mozna wykazaé¢, ze funkcja
x(t ), okres$lona réwnos$cig (2.3.7), jest rozwigzaniemréwnania rézniczkowe-
go (2.2.1), odpowiadajagcym sterowaniu u(t), t 6 [tg.tjJd (sterowaniu u(t)
otrzymuje sie wstawiajgc do wzoru (2.3.2) funkcje y(t) zamiast dowolnej
funkcji y(t)). Poniewaz sterowaniu u(t) przeprowadza uktad dynamiczny
(2.2.1) z dowolnego stanu poczatkowego x(1lg) do dowolnego wektora 6 Rn
wiec na podstawie definicji 2.2.1 rozpatrywany uktad dynamiczny (2.2.1)

jest globalnie sterowalny w przedziale [tO>tJ
Wniosek 2.3.1. 3ezeli zatozenia twierdzenia 2.3.1 spetnione sg dla:
1) pewnego t, > tQ przy ustalonym tQ,
2) kazdego N > tQ przy ustalonym tg,
3) dowolnego tQ oraz kazdego ~ > tQ,
wowczas uktad dynamiczny (2.2.1) jest odpowiednio:
1) globalnie sterowalny w chwili tg,
2) catkowicie globalnie sterowalny w chwili tg,
3) catkowicie globalnie sterowalny.

Dowo6d. Wniosek 2.3.1 wynika z twierdzenia 2.3.1 oraz z definicji
2.2.2, 2.2.3, 2.2.4.

".Vniosek 2.3.2. Oezeli uktad dynamiczny

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) t 6 [ 0’*] (2.3.8)

jest sterowalny w przedziale [tg'l-']" a Ponadto funkcja f(t,x(t)) spet-
nia zatozenia (2.2.4) oraz (2.2.5), woéwczas uktad dynamiczny postaci

Xx(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + f(t,x(t)) t ¢ [trtj (2.3.9)

jest globalnie sterowalny w przedziale [tg.tJ

Dowo6d. Oezeli uktad dynamiczny (2.3.8) jest sterowalny w przedzia-

le [tg.tj , to

det F(tg.s)B(s )BT(S)FT(tg,s )ds > 0. (2.3.10)

Zatem na mocy twierdzenia 2.3.1 uktad dynamiczny (2.3.9) jest globalnie

sterowalny w przedziale
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Niech bedzie dany uktad dynamiczny opisany nastepujacym réwnaniem roéz-

niczkowym :

*(t) = [A(t,x(t)) + £A(t,x(t))] x(t) + [B(t,x(t)) +

+6B(t,x(t))]u(t) + f(t,x(t)), te [to'l!l] (2.3.11)

gdzie macierz A(t.x(t)), A(t,x(t)), B(t,x(t)), B(t,x(t)) oraz funkcja
f(t,x(t)) spetniajag zatozenia poczynione w podrozdziale 2.2, natomiast ¢
jest dodatnig liczbg rzeczywistg. Wykorzystujagc rezultaty zawarte w pra-
cach [69] oraz [242] , a takze twierdzenie 2.3.1 mozna sformutowaé¢ warunki

wystarczajgce réznych rodzajow sterowalnos$ci dla uktadu (2.3.11).

TWIERDZENIE 2.3.2. Oezeli spetnione sa zatozenia twierdzenia 2.3.1,wow-
czas uktad dynamiczny (2.3.11) jest globalnie sterowalny w przedziale

A0 **1] dla matych »

Dowo6d. Niech
Ae(t,x(t)) =A(t.x(t)) +6A(t,x(t)) (2.3.12)
B (t,x(t)) =3(t,x(t)) +£B(t,x(t)) (2.3.13)
Ponadto, niech t:.tQ;y ) oznacza macierz tranzycji nastepujgacego uktadu
liniowego:
X (t) =AE(t,y(t))x(t) (2.3.14)
z warunkiem poczatkowym = 1*

W pracach [69] oraz [242] dowiedziono, ze zachodzi nastepujgca relacja:
det = det Is(tO«tl;y) + * °(£2) (2.3.15)

gdzie:

fl
W to'ti;y~r=J R (to*s;y)BE(s>y)Q (8*Y )FA (t0.s;y )ds (2.3.16)

ro

Q(to»ti;y) jest dla kazdego YO6QONTO*tl] stata wielkoscia,
O(£2) jest nieskonhczenie matg drugiego rzedu wzgledem zmiennej 6.

Oezeli spetniona jest nieré6wno$¢ (2.3.1), woéwczas na mocy rownosci
(2.3.15) dla dostatecznie matych wartos$ci £ zachodzi nastepujgca nieréw-

nos¢ :



inf det W, (t ,t jy)>c, >0, (2.3.17)

V' <U*0-*]

ktéra na nocy poczynionych zatozen jest warunkiem wystarczajgcym global-

nej sterowalnos$ci w przedziale [to»tJ uktadu dynamicznego (2.3.11).

Uwaga 2.3.1. Dla uktadu dynamicznego (2.3.11) mozna sformutowaé¢ odpo-
wiednik wniosku 2.3.1, okres$lajacy warunki wystarczajgce pozostatych ro-
dzajéow sterowalnosci.

Uwaga 2.3.2. Twierdzenia 2.3.1 oraz 2.3.2 uogdélniajag rezultaty uzyska-
ne w pracach [69] , [242] . Uogé6lnienie to polega na uwzglednieniu w réw-
naniu rézniczkowym opisujacym uktad dynamiczny dodatkowego sktadnika w

postaci funkcji wektorowej f(t,x(t)).

Uwaga 2.3.3. Nalezy podkreslic¢, ze ograniczono$¢ funkcji wektorowej
f(t,x(t)) jest istotnym zatozeniem, bez ktérego twierdzenia 2.3.1 oraz
2.3.2 nie bytyby prawdziwe. Zatozenie ograniczonos$ci wyklucza liniowg po-
sta¢ funkcji wektorowej f(t,x(t)).

Przyktad 2.3.1. Niech bedzie dany uktad dynamiczny postaci (2.2.1), o-

pisany nastepujacymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi:

x_(t)
* (t) = x (t) + sin [exp (- x?(t) - x2(t)jju(t) + ---m-e-=-2 oo g—
1 |2 L 1 n J 1+ x;(t) + x,(t

*, (1)
Xg(t) » - xt(t) + sin pPxp (- x*(t) - x2(t))] u(

okre$lonymi dla t6 [0.tJ , tt > O.

Zatem na podstawie réwnania (2.2.1) otrzymuje sig

0 1" sin [exp(-
A(t,x) = , B(t,x) -
o1 0 sin [exp(-
x2(t)

1+ x”(t) + x| (t)
f(t,x)
x(t)____

1+ X2(t) + X2(t)



Poniewaz rozpatrywany uktad dynamiczny jest ukitadem stacjonarnym, wiec
uwzgledniajgc posta¢ macierzy A (t,x) uzyskuje sie nastepujace réwnosci

okreslajace macierz tranzyciji:

cos(t) sin(t)
F(t,to5y) = F(t;y) = F(t) =
-sin(t) cos(t)
Zatem, na podstawie wzoru (2.2.10), otrzymuje sie macierz sterowalnos$ci

postaci nastepujacej:

t fcos2(l) +sin(bcos(l)
sin2 [exp(-x2(t) - x2(t))] dt

Wykorzystujagc rezultaty zawarte w pracy [69] uzyskuje sie spetnienie
nieré6wnosci (2.3.1) dla dowolnych wartosci t . Ponadto funkcja wektoro-
wa f(t,x) spetnia warunek (2.2.4), natomiast macierze A(t,x) oraz B(t,x)

spetniaja odpowiednio warunki (2.2.2) oraz (2.2.3). Odpowiednie state o-

graniczajgce wynoszga: N=1, M= 1, Kf “ °«5*
Poniewaz spetnienie nieréwnos$ci (2.3.1) zachodzi dla dowolnego t~, a
ponadto rozpatrywany uktad dynamiczny jest ukiadem stacjonarnym, wiec na

podstawie wniosku 2.3.1 punkt 3, uktad dynamiczny jest catkowicie global-
nie sterowalny.

Powyzszy przyktad jest rozszerzeniem przyktadu zawartego w pracy [69].
Rozszerzenie to polega na uwzglednieniu funkcji wektorowej f(t,x). Mozli-
we sg liczne modyfikacje tego przyktadu, polegajgce na przyktad na opu-
szczeniu jednego ze sktadnikéw wystepujacych pod znakiem eksponenty w ma-

cierzy B(t,x).

2.4. Warunki wystarczalace sterowalnos$ci lokalnej [172]

Warunki wystarczajace globalnej sterowalno$ci, sformutowane w podroz-
dziale 2.3, ze wzgledu na dos¢ silne zatlozenia nie sg spetnione dla wielu
nieliniowych wuktadéw dynamicznych (np. dla biliniowych uktadéw dynamicz-
nych). Z drugiej strony, w praktyce czesto interesujgca Jest jedynie lo-
kalna sterowalno$¢ danego nieliniowego uktadu dynamicznego. Warunki wystar-
czajgce lokalnej sterowalnos$ci w pewnym obszarze DC Rn wymagaja zawsze
stabszych zatozen niz warunki wystarczajgce globalnej sterowalno$ci i z
tego wzgledu mogag by¢ spetnione przez szerszg klase nieliniowych uktadow
dynamicznych.

W niniejszym podrozdziale, korzystajgac z rezultatéw podrozdziatu 2.3,

zostang sformutowane warunki wystarczajgce lokalnej sterowalnos$ci w oto-



czeniu zera nastepujacego nieliniowego, niestacjonarnego uktadu dynamicz-

nego :
*(t) = A(t,x(t))x(t) + B(t,x(t))u(t) + f(t,x(t)) te [tQ.tJ (2.4.1)
przy czym, oprécz zatozenn sprecyzowanych w podrozdziale 2.2, ktére nadal

pozostaje w mocy, dodatkowo zaktada sie, ze macierze A(t,x(t)), B (t,x(t))

oraz funkcja wektorowa f(t,x(t)) spetniajag nastepujgce ograniczenia:

[aij (t ,x)] < N, dla tfiDo.tJ. M<K, i,j =1,2,3 n (2.4.2)
Ibi .(t,x)] < M, dla t 6 [tO.t] , X <K. i =1,2,3........... j-1,2,3 e

(2.4.3)
| f(t,x)] <Kf, dla t e [tO»tL[ . X < K (2.4.4)
gdzie M, N, sg statymi dodatnimi.

Niech DCI?" oraz EC Cn[tO,tj bedag podzbiorami okreslonymi w sposéb
nastepujacy:

D. jxtRn : |x]« KD1

E{y 6Cafto't) i IVIK K

(2.4.5)

przy czym Kp < K sg statymi dodatnimi, zwigzanymi miedzy soba nastepu-

jaca zaleznoscig:

K > [(1 + KV)KO + KOKwexp(nN(tl - tQ)) +

+ Kf(tl “ to~(l + KI(exp(nN(tl " t0))J exp(nN(t1-tQ)) (2.4.6)

gdzie:
Kw = suPEI|w"1(t0,t1;y)]InpM2(t1l- tO)exp(2nN(tl - tQ)) (2.4.7)
Zalezno$¢ pomiedzy statymi K oraz jest konsekwencjg wzoréw (4)

oraz (5) zamieszczonych w dodatku, a takze faktu, ze x(tQ)6 D oraz x™ 6D
zgodnie z definicjg 2.2.1. Z relacji (2.4.6) wynika, ze w przypadku gdy
stata Kj jest duza, dobér odpowiedniej statej na podstawie znajomo-
Sci statej K moze by¢ niemozliwy. Trudnos$ci te nie wystepujg, gdy w réw-
naniu rézniczkowym (2.4.1) nie wystepuje funkcja f(t,x(t)), (Kf = 0)[69],
[242] . Woéwczas dobér odpowiedniej statej KQ na podstawie znajomos$ci sta-

tej K jest zawsze mozliwy.



TWIERDZENIE 2.4.1. Jezeli przy ustalonych tQ oraz t spetnione se
zatozenia dotyczgce ukiadu dynamicznego (2.4.1), a ponadto istnieje stata

dodatnia c taka, ze zachodzi

inf det w(tn.t ;y) > ¢ (2.4.8)
y 6 E 0o 1

woéwczas uktad dynamiczny (2.4.1) jest sterowalny lokalnie w obszarze D, w

przedziale [t~ t]

Dowéd. Dowéd twierdzenia 2.4.1 przebiega analolicznie jako dowdd
twierdzenia 2.3.1, z te tylko réznice, ze zamiast przestrzeni C
rozpatruje sie jej podzbiér E. W zwiezku z tym, powtarzajec dowéd twier-

dzenia 2.3.1, z zamiane *n[to,tl] na Podzbiér E, otrzymuje sie teze
twierdzenia 2.4.1.

Wniosek 2.4.1. Dezeli zatozenia twierdzenia 2.4.1 se spetnione dla:
1) pewnego tj > tQ przy ustalonym tQ,
2) kazdego tt > tQ przy ustalonym tQ,
3) dowolnego tQ oraz kazdego ~> tQ,
wéwczas uktad dynamiczny (2.4.1) jest odpowiednio:
1) sterowalny lokalnie w obszarze D, w chwili tQ,
2) catkowicie sterowalny lokalnie w obszarze D, w chwili tQ.
3) catkowicie sterowalny lokalnie w obszarze D.
Dowo6d. Wniosek 2.4.1 wynika z twierdzenia 2.4.1 oraz z definicji
2.2.2, 2.2.3, 2.2.4.

Wniosek 2.4.2. Oezeli spetnione se¢ zatozenia twierdzenia 2.4.1.wéwczas
uktad dynamiczny (2.3.11) jest sterowalny lokalnie w obszarze D w prze-

dziale [*0**1] dostatecznie matych wartosci t

Dowoé6d. Wniosek 2.4.2 wynika z twierdzenia 2.3.2 oraz z twierdze-
nia 2.4.1. Dowdéd wniosku przebiega analogicznie jak dowéd twierdzenia 2.3.2
z te tylko réznice, ze zamiast przestrzeni cn[tO«tl] rozpatruje sie jej

podzbiér E.

Uwaga 2.4.1. Uwagi poczynione w podrozdziale 2.3, a dotyczece global-
nej sterowalno$ci, se stuszne takze dla przypadku lokalnej sterowalnos$ci
w obszarze DC Rn.

Uwaga 2.4 .2. Warunki wystarczajece lokalnej sterowalnos$ci w obszarze D

gwarantuje, ze trajektoria uktadu dynamicznego (2.4 .1).odpowiadajeca ste-

rowaniu realizujgcemu przejécie ze stanu x(tde D do stanu xl€ D. le-
zy catkowicie w podzbiorze EC Cn [tg.tJ . Ma to istotne znaczenie w przy-
padku, gdy wystepuje ograniczenia natozone na wspotrzgdne stanu uktadu

dynamicznego.



Uwaga 2.4.3. W przypadku gdy f(t,x) = O, wbéwczas zmniejszajgc odpo-
wiednio statg uzyskuje sie spetnienie nieréwnosci (2.4.6), przy za-

danej wartos$ci statej K.

Przyktad 2.4.1. Niech bedzie dany uktad dynamiczny postaci (2.4.1),0pi-
sany nastepujacymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi:

X.(t) = u (t) + =—mememe Sz

x2(t) = u2(t)

okreslonymi dla te [0. 0,011 , X< 0,1 , |Ix]< 0,1, tQ =0, tlI = 0,01.

Zatem na podstawie réwnania (2.4.1) otrzymuje sie nastepujgce zaleznoS$ci:
X2 (t)

Stad, uwzgledniajgc posta¢ macierzy A(t,x), uzyskuje sie macierz tranzy-
cji uktadu F(t.tQ;y) = F(t;y) = F(t) =1, I - macierz jednostkowa.

Zatem, na podstawie wzoru (2.2,10), otrzymuje sie macierz sterowalnos$ci

postaci nastepujacej:

W(t0.ti;y) = IV(0, 0,01) = £ I dt = 0,01 X

otate ograniczajgce przyjmujg wigegc odpowiednio nastepujace wartosci:
K =0,1, N = O, M= 1. Kf = 0,2

Na podstawie wzoru (2.4.7) stata = 4.

Statag KQ dobiera sie tak, aby spetniona byta nieré6wnos¢ (2.4.6). Zate
0,1 >9 KQ +0,01
Stad otrzymuje sige nastepujace oszacowanie od gory statej Kn
KD & 0,01.

Zatem, na podstawie twierdzenia 2.4.1, rozpatrywany uktad dynamiczny jest

lokalnie wokot zera sterowalny w przedziale [0. 0,0l]



Powyzszy przyktad jest modyfikacje przyktadu zawartego w pracy [69] ,

gdzie uzyskano analogiczny wynik, jednak na drodze odmiennego postepowa-
nia.

Rozpatrywany uktad dynamiczny nie moze by¢ globalnie sterowalny ze
wzgledu na zerowanie sie mianownika funkcji f(t,x) dla x1(t) = 1 oraz
Xg{ti = 1.

Mozliwe se liczne modyfikacje tego przyktadu, polegajgece na uwzglednie-

niu w funkcji wektorowej f(t,x) niezerowego elementu w drugim wierszu.



ROZDZIAL 3

STEROWALNOSC NIELINIOWYCH UKEADOW DYNAMICZNYCH
Z OPOZNIENIAMI W STEROWANIU

3.1. Wprowadzenie

Problematyka sterowalnos$ci niestacjonarnych, nieliniowych uktadow dy-
namicznych, z opéznieniami w sterowaniu lub w stanie uktadu, jest stosun-
kowo ubogo reprezentowana w literaturze, a metody badania nastreczajag licz-
ne trudnos$ci. Spowodowane jest to z Jednej strony nieliniowos$ciag uktadu
dynamicznego, a z drugiej strony nieskonczong wymiarowos$cia przestrzeni
stan6éw, wynikajgacag z istnienia op6zZnien.

Z licznych metod badania sterowalnos$ci uktadéw nieliniowych.przytoczo-
nych w podrozdziale 2.1, dla przypadku wystepowania opéznien najlepiej na-
dajag sie metody bazujgce na zastosowaniu twierdzen o punktach statych od-
wzorowan nieliniowych. Szczegélnie przydatne, podobnie jak w przypadku u-
ktadéw dynamicznych bez opéznieh, jest twierdzenie Schaudera 0 punkcie
statym. We wszystkich przytoczonych ponizej publikachach wykorzystywano do
badania sterowalnos$ci wtasnie twierdzenie Schaudera, przy czym stosowano
je w réznych przestrzeniach Banacha, co z kolei implikowato konieczno$¢ u-
zycia roéznych kryteriéow zwartosci zbioréw (w przypadku przestrzeni funk-
cji ciaggtych wykorzystuje sie twierdzenie Arzelo-Ascoli o zwarto$ci zbio-
réw ).

W pracy [67] sformutowano warunki wystarczajgce wzglednej sterowalno-
$§ci nieliniowych uktadéw dynamicznych z opé6Znieniami w stanie uktadu. Pu-
blikacje [511 , [52] , [53] , [IlI5] dotycza zagadnien wzglednej i absolutnej
sterowalnoéci nieliniowych, neutralnych uktadéw dynamicznych. Natomiast w
pracach [I73] , [I79] , [IB5], [i87] , [36l] podano szereg warunkéw wystarcza-
jacych wzglednej sterowalnos$ci nieliniowych uktadéw dynamicznych ze sku-
pionymi i roztozonymi opéZnieniami w sterowaniu.

Nalezy zaznaczyé¢, ze jedng z zasadniczych trudnos$ci wystepujacych przy
stosowaniu twierdzenia Schaudera o punkcie statym jest konieczno$¢ okres$-
lenia a priori podzbioru, w ktérym dziata operator nieliniowy.Trudnos$¢ te
mozna cze$ciowo omingé, wykorzystujgc tzw. miary niezwartos$ci zbioréw w
przestrzeniach Banacha |36o] .

W niniejszym rozdziale zostana sformutowane warunki wystarczajgace wzglLeo-

nej globalnej oraz lokalnej sterowalnos$ci, niestacjonarnych, nieliniowych



uktadéw dynamicznych z wielokrotnymi, zmiennymi w czasie,skupionymi op6z-

nieniami w sterowaniu. Omoéwione bede takze pokrétce zagadnienia absolut-

nej

sterowalnos$ci tych uktadoéw.

3.2. Opis uktadu dynamicznego i podstawowe definicje [I73] , [i79] ,

[m8s] , [187]

Niech bedzie dany niestacjonarny, nieliniowy, skonczenie wymiarowy u-

ktad dynamiczny, z wielokrotnymi, zmiennymi w czasie opé6zZnieniami w ste-

rowaniu, opisany nastepujacym rdéwnaniem rézniczkowym zwyczajnym:

x(t) = A(t,x(t))x(t) + 2 *x(t))u(vi(t)) t £ Po'*1] (3.2.1)

gdzie:

Xx(t)6 Rn jest wektorem stanu chwilowego uktadu dynamicznego (3.2.1)

A(t,x) jest n x n - wymiarowg macierzg, ktoérej elementy ai;.(t,x),i =

=1,2,3 n, j - 1,2,3,...,n sa przy ustalonym t ciggtymi funkcja-
mi X oraz przedziatami ciggtymi funkcjami t przy ustalonym x,

B+(t,x), i =0,1,2,3,... ,M, sa n x p - wymiarowymi macierzami, kté-
rych elementy bj~(t,x), i =0,1,2,...,M, j =1,2,3,...,n,k=1,2,3,.++p

sa przy ustalonym t ciggtymi funkcjami x oraz przedziatami ciggty-
mi funkcjami t przy ustalonym X, funkcje y~t), i =0,1,2,3,... M

spetniaja zatozenia zamieszczone w podrozdziale 1.2, a ponadto sg kla-

sy c(l1f[tOo"til* ” .
u6 PCp[y ~t~ .tj klasa funkcji przedziatami ciggtych w przedziale

l[_Mbth , 0 wartosciach w przestrzeni Rp.

Zaktada sie, ze prawa strona rownania (3.2.1) spetnia warunki gwaran-

tujace jednoznaczno$¢ rozwigzania.

Ponadto zaktada sie ze macierze A(t,x), B~(t,x), i - 0,1,2,3,+.« M spet-

niajag nastepujace dodatkowe zatozenia:

la  (t,x)] <N, dla t6 [tfj.t.] , x6RNn, i =1,2,3,...,n, j =1,2,3 n
113 1 (3.2.2)
jbi M (t.x)] <Qi, dla t¢ [to*1]] ' x~Rn» 1 =0,1,2,... ,M, j =1,2,3, ,n,

gdzie N oraz <2~ i =0,1,2 M, sa dodatnimi statymi.



Poniewaz uktad dynamiczny (3.2.1) jest wukiadem dynamicznym z opé6zZnie-
niami w sterowaniu, wiec oprécz stanu chwilowego x(t)ERn wprowadza sig
pojecia tzw. stanu zupeinego w chwili t, =/x(t), ud- [Il] ,[220.],[%,
[2973 , [298], gdzie ut(s) = u(s) dla se[vMt), t), t6 [o0o'*!]-

ze wzgledu na fakt, Zze rozpatrywany uktad dynamiczny (3.2.1) jest ukta-
dem niestacjonarnym, nieliniowym oraz z opdéznieniami w sterowaniu, wpro-
wadza sie .nastepujace rodzaje sterowalnos$ci: wzglednag globalng (lokalna)
sterowalno$¢ w przedziale [tg.t.J, wzgledng globalng (lokalng) sterowal-
nos¢ w chwili tg, absolutng globalng (lokalng) sterowalno$¢ w przedziale
[tgitj , absolutng globalng (lokalng) sterowalno$¢ w chwili tg [49], [50],
[60] , [129] , [220] , [222], [261] , [297] , [298] .

Definicja 3.2.1. Uktad dynamiczny (3.2.1) nazywa sie ukitadem wzglednie
globalnie (lokalnie w obszarze DC Rn) sterowalnym w przedziale [*0**13
jozeli dla kazdego poczatkowego stanu zupeitnego z{ =jx(tQ),ut” (x (tQ) 6 O)

oraz dla kazdego wektora x16Rn (Xj6 D) istnieje sterowanie u 6 PC
[*0**1] takie, ze odpowiadajgca temu sterowaniu trajektoria x(t,z ,u) u-

*0
ktadu dynamicznego (3.2.1) spetnia warunek: x(t ,z ,u) = X

.. o 1
Qqfinicja 3.2.2. Uktad dynamiczny (3.2.1) nazywa sie uktadem wzglednie
globalnie (lokalnie w obszarze DC Rn) sterowalnym w chwili tQ,jezeli ist-
nieje t~rg (tg*00) takie, ze uktad dynamiczny (3.2.1) jest wzglednie glo-

balnie (lokalnie w obszarze DC Rn) sterowalnym w przedziale Lto,tiJ*

Uafinicja 3.2.3. Uktad dynamiczny (3.2.1) nazywa sie ukiadem absolut-
nie globalnie (lokalnie w obszarze DC Rn) sterowalnym w przedziale

(tQ < vM(t )). jezeli dla kazdego poczgtkowego stanu zupetnego

Zt0 ={ X(t0}' Utg} (x(tg)e D) oraz dla kazdego korncowego stanu zupetne-

go zt = m|x1, (x1€D) istnieje sterowanie u 6PCp [tg.tj~ takie.ze
u(s) = ut (s) dla s 6 [vM(tl1l),t1) oraz odpowiadajgca temu sterowaniu
trajektoria x(t,t ,u) uktadu dynamicznego (3.2.1) spetnia nastepujacy
warunek: x(ti,th,u) = xl.

Definicja 3.2.4. Uktad dynamiczny (3.2.1) nazywa sie uktadem absolut-
nie globalnie (lokalnie w obszarze DC Rn) sterowalnym w chwili tg, je-
zeli istnieje t~"g (rM(tg),ao) takie, ze uktad dynamiczny (3.2.1) jest
absolutnie globalnie (lokalnie w obszarze DCRnN) sterowalny w przedzia-
le CtO'tl] *

Przy zatozeniu, zo tg < ~(tj), pomiedzy powyzszymi rodzajami stero-
walnoéci zachodza nastepujace implikacje:
absolutna globalna ~lokalna) sterowalno$¢ w przedziale [tg”~tj r~1> abso-
lutna globalna (lokalna) sterowalnos$¢ w chwili tQ fc=> wzgledna globalna
(lokalna) sterowalno$¢ w przedziale [tg.tj | wzgledna globalna (lo-

kalna) sterowalnos$¢ iv chwili tg.



Uwaga 3.2.1. W pracy [I85] rozpatrywano nieco szerszy klase uktadéw dy-

namicznych, a mianowicie niestacjonarne, nieliniowe uktady dynamiczne, w
ktSrych wystepowato zaréwno skupione, jak i roztozone opéZinienie w stero-
waniu. Roztozone opéznienie sterowania wystepowato w catce typu Lebes-

gue'a-Stieltjesa. Uzyskane w niniejszym rozdzale wyniki przenosza sie¢ (po
pewnych modyfikacjach obliczeniowych, dotyczacych sterowania u) na przy-

padek roztozonych opdézZnien sterowania.

3.3. Warunki wzglednej globalnej sterowalnos$ci [I73] , [|I791 , [185] .[187)

W niniejszym podrozdziale zostane sfromutowane warunki wystarczajace
wzglednej globalnej sterowalnos$ci w przedziale [to’tl] uktadu dynamicz-
nego postaci (3.2.1).

Podstawiajagc w réwnaniu (3.2.1) zamiast argumentu x(t) (te [*0**11~
w macierzach A (t,x(t)), B.(t,x(t)), i =0,1,2,...,M dowolnag funkcje
yECnT_tO’ti?J otrzymuje sie réwnanie

x(t) = A(t,y(t))x(t) + 2 Bt (t,y(t))u(v:(t)) t 6 [tQ.tJ
1=0 (3.3.1)
Pla kazdej ustalonej funkcji y € Cn[tg.tJ uktad dynamiczny (3.3.1)

jest liniowym uktadem z opézZnieniami w sterowaniu, ktérego trajektoria,

przy zadanym poczatkowym stanie zupetnym N oraz stero-
wahiu ue PCp [tQ#t1] , jest dana nastepujgcym wzorem catkowym:
t i=M
x(t,zt ,u;y) = F(t,tQ;y)x(t0) + ~ F(t,s;y) 2 Bj,(x,y J)u(v(s ))ds
1-0 (3.3.2)

gdzie Fft.tNjy) jest macierzag tranzycji niestacjonarnego ukfadu linio-
wego postaci (2.2.9).

Wykorzystujac oznaczenia oraz przeksztatcenia zamieszczone w podroz-

dziatach 1.2 oraz 1.3 na podstawie wzoru (3.3.2) uzyskuje sig¢ nastepuja-

ce zaleznosSci:

,ujy) = x(t ,z  ,0;y) + x(tX,O,u;y) (3.3.3)



gdzie
Xti'2t '0jy> = Fftlcto{y)x<to) +
i=m *0
$ S F(ti»ri(s)iy)8i (ri(s).y)fjL(s)ut (s)ds +
i-0 VAftO)
i=M W
x oA ACFE(t1.7i(s);y)BA(ri(s).y)ri(s)ut (s)ds (3.3.4)
i=m+1 vt (tQ) 0
i=ra VvV tl)
x(tl,0,uiy) - | F(tl.ri(s );y )Bi(ri(s).y Jyu(s )ds (3.3.5)
i=0 Vi (tQ)

%

Ponadto, dla skrécenia zapisu wprowadza sie nastepujgace oznaczenia:

Gj_’\i—tiy) =N F(ti*ri(t);y)Bi(ri(t),y)r\(t) i -0,1,2,...,M (3.3.6)
Rn3q(zt .xi;y) = - x(t1,zt ,0) (3.3.7)
G~ rtNMtjy), i o =0,1,2,...,M sag h x p - wymiarowymi macierzami, natomiast

q(zt0,xl ;y~ Jest dla ustalor,ej funkcji Y O6CNn[tO*tJ statym n- wymiaro-

wym wektorem zaleznym wytacznie od poczgtkowego stanu zupetnego z* oraz

koncowego stanu chwilowego  x”.
Macierz sterowalnos$ci Wftg.t y) dla uktadu dynamicznego (3.3.1) jest

postaci [I77]

i=m-l  vi~rtIn
»(to-tidy) = C 6i (t1,tjy)G (tl,t;y)dt (3.3.8)
i-0 vi+lJtl)

TWIERDZENIE 3.3.1. CJezeli przy ustalonych tQ oraz tl1 spetnione se
zatozenia dotyczace uktadu dynamicznego (3.2.1), sformutowane w podroz-
dziale 3.2, a ponadto istnieje stata dodatnia «c¢ taka, ze zachodzi naste-

pujaca nieré6wnos$c¢:

inf det W(t ,t ;y) >c (3.3.9)

y~r"nPo**!]
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woéwczas uktad dynamiczny (3.2.1) jest wzglednie globalnie sterowalny w

przedziale [tg.tj

O o w6 d. Dowéd twierdzenia 3.3.1, podobnie jak w przypadku uktadu dy-
namicznego bez opéZnienh w sterowaniu, Jest oparty na sformutlowanym w pod-
rozdziale 2.2 twierdzeniu Schaudera o punkcie statym odwzorowan nielinio-
wych.

Niech sterowanie u6 PCp [tQ't) bedzie dane nastgpujacym wzorem:
u(t) = GA(tl,t;y)W-1(t0,tl;y)q(zt™,x1ljy)
dla t6 [vi+1(tl),vi(tl)j, i = 0,1,2}*¢el(m-1) (3.3.10)

gdzie z jest dowolnym poczagtkowym stanem zupetnym uktadu dynamicznego

(3.3.1), (n)atomiast xt 6 R jest dowolnym wektorem.

Wstawiajac zalezno$¢ (3.3.10) do wzoru (3.3.3) oraz uwzgledniajgc row-
nosci (3.3.4), (3.3.5), (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8) otrzymuje sie przebieg
trajektorii uktadu dynamicznego (3.3.1) przy wuzyciu sterowania postaci
(3.3.10):

i-0  v£(to)

=M VA(1)
i=m(t )+1 vi (tQ) o
i=m(t) Vi(t)
gdzie
fm. dla t6 (rni(t0), rmtI(t0j, m=0,1,2 M-1
m(t) = 4 (3.3.12)

[ m, dla t > rM(tQ)



Zatem dla t = t~ na podstawie (3.3.11) otrzymuje sie nastepujacag row-

nos¢ :

X(ti'zt0'u;y) = Fd 1.t0;y)x(t0) +

i°m-I to
'y | C PAXi eri (s );y )Bx(ri(s),y)ri(s)u (s )ds +
i-o v.{t0) o
i-M W
* $ F(tl'ri(s”;y)Bi(ri(s),y)ri(s)ut (s)ds +
i=m v.,(tQ) 0
i=S!_1 vi(tl)
+ 2. \ G (tl,s;y )G (tl.s;y)W-1(t0.t ;y)(x - x(t.,zt ,0;y))ds
i=0 v1J‘r‘|(t,1) [e)
(3.3.13)
W réwnos$ci (3.3.13) wykorzystano w spos6b istotny zatozenie, ze tQ =

= vm~tl™ (podrozdziat 1.3), dzieki ktéremu na podstawie (3.3.12) uzyskuje
sie zalezno$¢ m(t;L) = m. Uwzgledniajgc zaleznos$ci G.3.4), (3.3.6), (3.3.7)
oraz (3.3.8) na podstawie relacji (3.3.13) otrzymuje sie nastepujacag row-

nos¢ :

Z réwnosci (3.3.14) Dezposdrednio wynika, ze dla kazdej funkcji
y€Cnl-tO'tJ sterowanie u6 PCp [tQ,t]j okres$lone wzorem (3.3.10) przepro-
wadza uktad dynamiczny (3.3.1) z dowolnego poczatkowego stanu zupetnego

z do dowolnego wektora x.l€Rn w ihwili t

W dalszej czesé$ci dowodu zostanie wykazane, ze istnieje co najmniej jed-
na taka funkcja y 6”7 to'1l]] m ktéra jest jednoczednie rozwigzaniem réow-
nania rézniczkowego postaci (3.2.1). W tym celu zostanie wykorzystane
wspomniane poprzednio twierdzenie Schaudera o punkcie statym odwzorowan
nieliniowych. Pierwszym krokiem w tym kierunku bedzie sformutowanie nieli-

niowego operatora P : cjt~tj — C ~ .tJ

Prawa strona réwnos$ci (3.3.11) definiuje nieliniowy operator P (y)(t),
ktéry odwzorowuje przestrzen Banacha Cn[tQ,t ] w siebie. Wynika to bez-

poérednio z ksztattu tego operatora oraz z podstawowych witasnoséci catek
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[337, str. 1li] . Zatem réwnoé$¢ (3.3.11) moze by¢ przedstawiona w nastepu-

jacej postaci:

x(t) = P(y)(t) t6 [to-t] (3.3.15)

Z ciegtej zaleznosci rozwigzania réwnania ré6zniczkowego (3.3.1) od pa-
rametrow wynika, ze operator P ~*"Cn ~o'*J Jest operatorem

ciegtym wzgledem topologii indukowanej przez norme postaci (2.2.6).

Miech V Cn[t0’'tl] b®dzie kul? domknieta o $rodku w zerze i promieniu

K > 0, tzn.
y m{y 6Cn[to*til !llvIU k} (3.3.16)
gdzie:
f i=m
K=1U(tn)l+y~!(tQ -vi(t0))pQiKiKzexp(nN(ri(t0) - tQ)) +
| i=1
+ Kg[(tl " tO)pn ~ e xP(2nN(tl - ‘o)) +
jam
+ - tO0)[2pngiKiexp(NN(tl+vi(tl)-ri(tQ)-t0))

+ png2K2exp(2nN(tl - ri(t0)))jllexp(nN(tl - tQ))  (3.3.17)
K. = 1Ir ®11 i =0.1,2 M (3.3.18)
z (3.3.19)
K = sup Iv1(to,t yll [x Jexp(nN(t - t )) +]Ix(t )]

q YECN [*0** )

" %0)d (3*3*20)

i=m
+y pQi K2(to “ vid 0))Bxp(nN(ri(to)
i=1

Zbiér V jest na mocy (3.3.16) zbiorem domknietym i wypuktym.



Niech fj bedzie obrazem zbioru V poprzez przeksztatcenie nieliniowe P,

tzn.
& = P(V) (3.3.21)

Stosujac twierdzenie Arzela-Ascoli [337 , ss. 34. 13l] mozna dowies¢ w
analogiczny 3poséb jak w dodatku, ze 12 jest zwartym podzbiorem zbioru V.
Poniewaz operator P jest ciagty, wigc na podstawie twierdzenia Schaude-
ra istnieje co najmniej jeden punkt staty operatora P. Zatem istnieje
przynajmniej jedna funkcja y 6 cn[t0O*tJ taka, ze zachodzi nastepujgca réw-

nos¢ :
x(t) = y(t) = P(y)(t) tf£ fco.tj (3.3.22)

Poprzez rézniczkowanie wzgledem zmiennej t (w spos6b analogiczny jak
w dodatku) mozna wykazaé¢, ze funkcja x(t) okreilona réwnosciag (3.3.22)
jest rozwigzaniem roéwnania rézniczkowego (3.2.1), odpowiadajgcym sterowa-
niu u(t)é6 pCp[tQ,tJ (sterowanie u(t) otrzymuja sie wstawiajgc funk-
cje y(t) do wzoru (3.3.10) zamiast dowolnej funkcji y 6 cp [tjj.tj]). W po-
dobny sposéb jak w dodatku mozna sprawdzi¢, ze y(tQ) = x(tQ). Poniewaz
sterowanie u(t) przeprowadza uktad dynamiczny (3.2.1) z dowolnego poczat-
kowego stanu zupeitnego do dowolnego wektora x16Rn, wigc na pod-
stawie definicji 3.2.1 rozpatrywany uktad dynamiczny (3.2.1) jest wzgled-

nie globalnie sterowalny w przedziale [*0**1] «

Wniosek 3.2.1. Jezeli zatozenia twierdzenia 3.2.1 sa spetnione dla pew-
nego tj > tQ, przy ustalonym tQ, woéwczas uktad dynamiczny (3.2.1) jest

wzglednie globalnie sterowalny w chwili tn.

Oo w6 d. Wniosek 3.2.1 wynika bezposrednio z twierdzenia 3.2.1 oraz
z definicji 3.2.2.
Niech bedzie dany uktad dynamiczny opisany nastepujgcym réwnaniem réz-

niczkowym :
x(t) =[a(t,x(t)) +E£A(t,x(t)jlx(t) +

i=M
+5ZCBi(t'x(t™c +£2~(t~ft )] u(vx(t)), t6 [tp.tj (3.3.23)
i=0
gdzie macierze A (t,x(t)) oraz B..(t.x(t)). i - 0.1,2 M spetniaja
zatozenia poczynione w podrozdziale 3,2, natomiast £ jest dodatnig licz-
ba rzeczywistg.
Wniosek 3.2.2. Jezeli spetnione sag zatozenia twierdzenia 3.2.1 to u-
ktad dynamiczny (3.3.23) jest wzglednie globalnie sterowalny w przedziale

[tO»tJ dla matych £
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Oo w6 d. Wniosek 3.2.2 jest konsekwencjg twierdzenia 2.3.2,a takze

rezultatéw zawartych w pracach [69] oraz [242] .

3.4. Warunki wzglednej lokalnej sterowalnos$ci [I72] , [179]

Przestanka uzasadniajgcg potrzebe rozpatrywania wzglednej lokalnej ste-

rowalnos$ci jest fakt, ze z praktycznego punktu widzenia czesto interesu-
jace sa wtasciwoséci uktadu jedynie w pewnym obszarze przestrzeni stanow.
Ponadto, w przypadku nieliniowych uktadéw dynamicznych, ich sterowalnos$¢

w istotny spos6b zalezy od lokalnych wtasnos$ci tych uktadéw.

W niniejszym podrozdziale, korzystajac z rezultatéw podrozdziatow 2.4
oraz 3.3, zostang sformultowane warunki wystarczajace wzglednej lokalnej
sterowalnos$ci nieliniowych uktadéw dynamicznych z wielokrotnymi,zmiennymi
w czasie opézZnieniami w sterowaniu.

Niech bedzie dany uktad dynamiczny (3.2.1), przy czym oprécz podstawo-
wych zatozenn sprecyzowanych w podrozdziale 3.2 dodatkowo zaktada sie, ze
macierze A(t,x) oraz Bi(t,x), i =0,1,2,...,M spetniaja nastepujace

ograniczenia:

Jai;j(t,x)] < N, dla t6 [tO.tj , X< K, i -1,2,3......... j =1,2,3,...,n
(3.4.1)
Ibjk(t.x)] < Qi ,dla t6 [tO,tj , [ XI< K, i-0,1,2 M j=1,2,3 n
k =1,2,3,...,p (3.4.2)
gdzie N oraz Qit i =0,1,2,...,M, sa statymi dodatnimi.

Niech DC Rn oraz EC Cn[tQ,tJ beda podzbiorami okreslonymi w sposéb
nastepujacy:

D= |x6Rn K < KQ| (3.4.3)
E" {vecn[0**]] : liyli<a4 (3.4.4)

przy czym KD < K sg statymi dodatnimi zwigzanymimiedzy sobaga nastepuja-

cag zalezno$cig:
i=m

KD + ~ (tQ - vi (t0))pQi KiK2exp(nN(ri (t0)- tQ)) +

+ Kg[(tl " tO)pn<” exp(2nN(ti " *0~ +



i=m
+ ~>2 - tQ) [2pnQiKiexp(nNN(tl + vi(tl) - ri(tQ) - tQ)) +
i=1
+ pnQ2K2exp(2nN(tl - ri (t0)))]llexp(NnN(tl -tQ)) (3.4.5)
gdzie Ki? i =0,1,2,...,M oraz K se dane odpowiednio wzorami (3.3.18)
oraz (3.3.19), natomiast stata wyraza sie nastepujece zaleznos$cig:
K- = sup Ilw” 1(t0,tl!ly i\[k exp(nN(t - t ))+K +
i=m
+ X ] p(iiKz(to " vi(tO)5eXp(nN(ri (t0) " 'O55 (3.4.6)

Zaleznos$ci (3.4.5) oraz (3.4.6) se konsekwencje wzoréw (3.3.17) oraz
(3.3.20), a takze faktu, ze zgodnie z definicje 3.2.1 x(tQ)6D oraz xxe Q
czyli |x(t0O)] <KD,

TWIERDZENIE 3.4.1. Jezeli dla ustalonych tQ oraz t spetnione se za-
tozenia dotyczece uktadu dynamicznego (3.2.1) oraz zachodze nieréwnosci
(3.4.1), (3.4.2) oraz (3.4.5), a ponadto istnieje stata dodatnia c¢ taka,

ze zachodzi nieréwnos$¢

inf det W(tn,t ;y) > ¢ (3.4.7)
y 6 E u 1
woéwczas uktad dynamiczny (3.2.1) jest wzglednie, lokalnie w obszarze D,

sterowalny w przedziale Jjt~J

Dowé6d. Dowéd twierdzenia 3.4.1 przebiega analogicznie jak dowdd
twierdzenia 3.3.1, z te tylko réznice, ze zamiast przestrzeni CnLtO 'tl]
rozpatruje sig¢ jej podzbiér E. W zwiezku z tym, powtarzajec dowdéd twier-
dzenia 3.3.1 z zamiang przestrzeni na <i0- P°dzbiér E, otrzymu-

je sie teze twierdzenia 3.4.1.

Wniosek 3.4.1. Jezeli zatozenia twierdzenia 3.4.1 se spetnione dla'pew-
nego t~ > tQ przy ustalonym tQ, wéwczas ukitad dynamiczny (3.2.1) jest

wzglednie, lokalnie w obszarze D, sterowalny w chwili tQ.
Dowo6d. Wniosek 3.4.1 wynika bezpos$rednio z twierdzenia 3.4.1 oraz

z definicji 3.2.2,

Wniosek 3.4.2. Jezeli spetnione se zatozenia twierdzenia 3.4.1,wéwczas
uktad dynamiczny (3.3.23) Jest wzglednie, lokalnie sterowalny w obszarze

D w przedziale [tg.tj , dla dostatecznie matych wartosci £



Oo w6 d. Wniosek 3.4.2 wynika z twierdzenia 3.4.1 oraz z wniosku
3.3.2.

Uwaga 3.4.1. Obszar lokalnej sterowalnos$ci OC Rn w przypadku uktadéw
dynamicznych bez opéznien w sterowaniu zalezat jedynie od diugosci prze-
dziatu oraz od statych K,, N, M. W przypadku wzglednej lokalnej sterowat-
nosci uktadéw dynamicznych z opéZnieniami w sterowaniu jej obszar ocC Rn
jest zalezny dodatkowo jeszcze od przebiegu funkcji r~t) (stata Ki#i =
=0,1,2,...,M), a takze od przebiegu sterowania ut (t), t 6[vM(tQ),tO0]
(stata Tym niemniej, poniewaz w réwnaniu (3.2.1) nie wystepuje funk-
cja f(t,x) (Kf = 0), zawsze mozna, na drodze odpowiedniego zmniejszenia

statych KD oraz K7, zapewni¢ spetnienie nieréwnoséci (3.4.5). Wynika to

bezposrednio z postaci nieréwnos$ci (3.4.5) oraz ze wzoru (3.4.6).

Uwaga 3.4.2. Fakt. ze obszar DCRn wzglednej, lokalnej sterowalnos$ci
jest zalezny od statej Kz, pozwala na jego powiekszenie poprzez zmniej-
szenie zbioru sterowan wchodzacych w sktad poczgtkowych stanéw zupetnych

uktadu dynamicznego.

Uwagg 3.4.3. Rezultaty niniejszego podrozdziatu nozna rozszerzy¢ na
przypadek wystepowania w réwnaniu (3.2.1) funkcji f(t,x), co jednak pro-

wadzi do znacznych komplikacji natury obliczeniowej.

3.5. Uwagi o absolutneifglobalnej oraz lokalnej sterowalnosci [358]

IV literaturze dotyczacej sterowalnos$ci nieliniowych uktadéw dynamicz-
nych z opéznieniami w sterowaniu brak dotychczas opracowan traktujgcych o
absolutnej globalnej oraz lokalnej sterowalnos$ci tych uktadéw dynamicz-
nych. Wydaje sie, ze najodpowiedniejszg drog? prowadzacg do rozwigzania
tych zagadnien jest wykorzystanie rezultatéw przedstawionych w podrozdzia-
tach 1.4, 3.3 oraz 3.4, a wigec oparcie sig¢ na twierdzeniu Schaudera o
punkcie statym odwzorowan nieliniowych. Zastosowanie twierdzenia 1.4.1.
w potaczeniu z twierdzeniami 3.3.1 oraz 3.4.1 umozliwi otrzymanie warun-
kéw wystarczajgcych absolutnej globalnej lub lokalnej sterowalnos$ci oma-
wianych uktadéw dynamicznych.

Mozliwe jest rowniez bezposSrednie zastosowanie twierdzenia Schaudera o
punkcie statym w podobny sposéb jak w pracy [51] . Pocigga to jednak za so-
ba konieczno$¢ stosowania przestrzeni Banacha typu Lq[to'tl] ' c0
sie z nieciggtoéciag sterowania u(t), .teftp.tj. Kryteria zwartos$ci
zbioréw w takich przestrzeniach sa znacznie bardziej skomplikowane niz w
przypadku przestrzeni funkcji ciggtych (gdzie mozna stosowaé¢ twierdzenie
Arzela-Ascoli) i wymagaja uzycia rozbudowanego aparatu analizy funkcjonal-
nej.

Pewne nadzieje na uproszczenie kryteriéw badania absolutnej globalnej

oraz lokalnej sterowalnos$ci mozna wigza¢ z pojeciem relatywnej miary nie-


ftp://ftp.tj

zwartosci zbioréw w przestrzeniach Banacha. Zastosowanie relatywnej miary
niezawartos$ci nie wymaga badania zwartos$ci zbioru przeciwdziedziny opera-
tora nieliniowego, a tym samym upraszcza nieco procedure badania sterowal-
noséci. Tym niemniej miara niezwartosci ma takze swoje mankamenty.z ktérych
najwazniejszym jest brak ogélnych metod jej stosowania w konkretnych prze-
strzeniach.

Definicja 3.2.3 oraz 3.2.4 w czeéci odnoszgcej sie do lokalnej staro—
walnosci w obszarze OCRO moge by¢ réwniez sformutowane w taki sposo6b,
aby uwzgledniaty lokalny charakter stanu zupetnego, tzn. z CDxD gdzie
DuCPCp [V tJ - tQ

Nalezy zaznaczy¢, ze przy stosowaniu twierdzen o punktach statych od-
wzorowan nieliniowych nie otrzymuje sie rozwigzania zagadnienia sterowa-
nia z minimalny energie. Co wigcej, nie uzyskuje sie rowniez jednoznaczno-
$§ci sterowania, co jest wynikiem niejednoznacznos$ci punktu statego w twier-
dzeniu Schaudera. W celu uzyskania jednoznacznos$ci nalezatoby stosowacd
twierdzenie Banacha o odwzorowaniach zwezajacych, co z kolei prowadzitoby
do znacznie silniejszych zatozen odnosnie do samego uktadu dynamicznego.

Podobnie jak dla wzglednej sterowalnos$ci, takze dla absolutnej 3tero-
walnosci istnieje mozliwos¢ uwzglednienia roztozonych opéZznien w sterowa-

niu, jak réwniez funkcji f(t,x).



ROZDZIAL 4

STEROWALNOSC LINIOWYCH, CIAGLYCH, NIESKONCZENIE WYMIAROWYCH
UKLADOW DYNAMICZNYCH Z OPOZNIENIAMI W STEROWANIU

4.1. Wprowadzenie oraz oznaczenia

W ciggu ostatnich kilku lat w literaturze $wiatowej ukazato sie wiele
pozycji dotyczacych réznych rodzajéw sterowalnos$ci liniowych, ciggtych u-
ktadéw dynamicznych, okres$lonych w przestrzeniach nieskonnczenie wymiaro-
. 161, [I7L[31],
[81]. [82]. [911 , [93], [99]. ([104]. [l07], [135], [136] . [137] ,[193]. [196],
[233] , [257], [326] , [328] ., [330]

wych, gtéwnie w przestrzeniach Banacha oraz Hilberta [lo]

, [33l] . Brak natomiast opracowan doty-
czagcych kryteriéow sterowalnos$ci dla wyzej wymienionej klasy uktadéw dyna-
micznych z opéznieniami w sterowaniu. Pragnac wypetni¢ te luke, w niniej-
szym rozdziale sformutowano szereg kryteriéw dla réznych rodzajéw stero-
walnos$ci tych uktadéw.

Z faktu, ze w uktadzie dynamicznym wystepujg opéznienia w sterowaniu,
wynika potrzeba rozpatrywania sterowalnoéci wzglednej i absolutnej, nato-
miast nieskonczony wymiar przestrzeni, w ktérej dany uktad dynamiczny jest
okreslony, implikuje konieczno$¢ rozré6znienia pomiedzy doktadng a aproksy-
macyjng sterowalnos$ciag. Stad dla uktadéw dynamicznych nieskonczenie wymia-
rowych z opéznieniami w sterowaniu wprowadza sie nastepujace rodzaje ste-
rowalnosci: wzgledng aproksymacyjng sterowalnos$¢, wzgledng doktadng stero-
walnos¢, absolutng aproksymacyjng sterowalno$¢, absolutng doktadng stero-
walnos¢. Rozpatruje sie uktady dynamiczne z wielokrotnymi.zmiennymi w cza-
sie opo6znieniami w sterowaniu, okres$lone w przestrzeniach Banacha lub Hil-
berta, przy czym przyktadami tych ostatnich sg uktady dynamiczne opisane
réwnaniami ré6zniczkowymi czgstkowymi (typu parabolicznego z mieszanymi wa-
runkami brzegowymi).

Rezultaty niniejszego rozdziatu sa uogélnieniami“na przypadek wystepo-
wania op6znien w sterowaniu,wynikéw uzyskanych w pracach [91] , [95] , [326],
[330] dla uktadéw dynamicznych bez op6znien. Uzyskane w niniejszym roz-
dziale kryteria sterowalnoéci beda zastosowane do badania sterowalnos$ci u-
ktadéw dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi typu pa-
rabolicznego z mieszanymi warunkami brzegowymi oraz sterowaniami roztozo-

nymi i brzegowymi (rozdziat 5).
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Terminologia uzyta w niniejszym rozdziale jest zgodna z terminologie
stosowang w pracach [91] , [95] , [326], [330].

Niech X oraz U bedag przestrzeniami Banacha. Przestrzen Banacha
wszystkich ograniczonych operatoréw z przestrzeni U do przestrzeni X o-
znacza si¢ symbolem X(U,X), w szczeg6lnos$ci, dla skrécenia zapisu, stosu-
je sie oznaczenie £(X,X) =£(X). Jezeli P jest operatorem,to D(P),R(P),
N(P) oznaczajg odpowiednio: dziedzine, przeciwdziedzine (zbiér wartosci),

oraz jadro (podprzestrzen zerowga) operatora P. Symbol X* oznacza prze-

strzen dualng do przestrzeni X, natomiast x* 6 X* - ciggty funkcjonat |i-
niowy okreslony na przestrzeni X, przy czym dla przestrzeni Hilberta za-
chodzi réwnos$¢ X* = X. Operator sprzezony do operatora P 6 2?(U,X) jest

oznaczony symbolem P*6 3f(X*, U*). Operator identycznoséciowy w przestrze-

ni X (X) jest oznaczony symbolem |, natomiast |k oznacza normeg, a
Ox - element zerowy w przestrzeni X. Ponadto, jezeli X jest przestrze-
nia Hilberta, to wéwczas oznacza iloczyn skalarny w tej prze-
strzeni.

Domknigcie dowolnego zbioru EC X jest oznaczone E, wyjatkowo przez
cl(E). Jezeli En, n =0,1,2,... sg podprzestrzeniami przestrzeni X, to
symbole sp-]En, n > oj- lub sp "ENn, n =0,1,2,..A oznaczajag liniowa
otoczke tych podprzestrzeni [326] , [337 , str. 37] . Przy dowodzeniu wigk-
szoéci twierdzen niniejszego rozdziatu wykorzystuje sie nastepujacy,znany
[326] , [33(5] , wniosek z twierdzenia Banacha-Hahna: “Jezeli E jest dowolng
podprzestrzenig liniowa przestrzeni unormowanej X, to E » X wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy jedynym liniowym ciggtym funkcjonatem zerujgcym sie na pod-
przestrzeni E jest funkcjonal zerowy".

Obecnie przytoczymy szereg zatozen i wtasnos$ci dotyczacych operatora A,
ktére beda wykorzystywane w nastepnych podrozdziatach.

Niech A : XDD(A)-»R(A)CX bedzie liniowym, domknigtym, nieograni-
czonym operatorem o gestej dziedzinie, tzn. D(A) = X* spetniajacym jedno

z nastepujacych zatozen:

H 1 . A Jest infinitezymalnym generatorem silnie ciggtej poétgrupy lub

grupy (klasy CQ) liniowych, ograniczonych operatoréw S (t)j

H 2 . Spetnione jest zatozenie H 1l oraz R(S(t))CD(A)CX dla kazdego

t > O;
H 3 . Operator A generuje analityczng po6tgrupe S(t), t > O, tzn.
? a(A) = X, gdzie £a(A) oznacza zbiér wektoréw analitycznych

dla pétgrupy (grupy) S(t) [330]

Pomiedzy powyzszymi zatlozeniami zachodzg nastgpujace implikacje: naao
H 3 fc=> H 2u—> H 1. Zalezno$ci pomiedzy podprzestrzeniami D~ (A) =

n - n=|
D(AM), (DJ[A) = X) oraz £a(A), a takze zwigzki tych podprzestczeni z

réozniczkowalnoscia poétgrupy S(t) sa doktadnie wyjasnione w pracy [330]
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W przypadku gdy X jest przestrzenig Hilberta, przytoczymy jeszcze dwa
dodatkowe zatozenia, do ktérych bedziemy sit odwoltywaé w nastepnych pod-

rozdziatach.

H 4. Operator A jest operatorem nornalnym o zwartej rezolwencie
RU.A), gdzie X fcf(A), f (A) zbiér rezolwenty;
H 5. Operator A jest samoeprzezony.

Wiadomo [330] , ze dla operatora A, spelniajagcego zatozenie H 4, jego

widmo <?(A) jest widaem punktowym i sktada sig¢ catkowicie z izolowanych
wartoéci wtasnych operatora A, , k= 1,2,3,..., z ktorych kazda ma
skohczong krotnos¢ k. k = 1,2,3.......... réwng wymiarowos$ci odpowiedniej pod-

przestrzeni wtasnej. Ponadto, istnieje w tym przypadku zupetny.ortonormal-

ny zbiér wektoréw wtasnych X|l<g* kK = 1.2,3,i.., q = 1,2,...,1~, odpowiada-
jacych wartosciom wihasnym k » 1,2,3,... [33cj
4.2. Opis uktadu dynamicznego i podstawowe definicje i?86] , [193]

Niech bedzie dany liniowy, abstrakcyjny uktad dynamiczny, z wielokrot-
nymi, zmiennymi w czasie opdézZnieniami w sterowaniu, opisany nastepujacym

réwnaniem rézniczkowym :

S(t) = A x(t) +y Biu(vi(t)) t6 [t0.tJ (4.2.1)

gdzie:
x(t ) 6X - przestrzen Banacha;
x(t) jest silng pochodng (w sensie normy w przestrzeni X);

funkcje v (t), i =0,1,2,...,M spetniajag zatozenia poczynione w roz-

dziale 2;

uGL1([vM(tO),t1], U), U - przestrzen Banacha;

B.6 «C(U,X) dla i =0,1.2,...,M

operator A spetnia hipoteze H 1.

Wiadomo [IO] , [I6] , [I7] . [3I] , [?11, [93] . [I35] . [I36] . [I137] , [I93] .
[257] , 1330] , ze przy zadanym poczatkowym stanie zupetnym z(”~=-~x(t0)>ut0J>
gdzie x(tO)&X. ut = u(s) 67~ ([vM(tQ),tj , U), istnieje jednoznaczne

tzw. stabe rozwigzanie réwnania rézniczkowego (4.2.1), dane nastepujacym

wzorem catkowym:

x(t) = S(t - t0O)x(tQ) + j S(t - s) "B.u(vi(s))ds (4.2.2)



Catka we wzorze (4.2.2) jest rozumiana w sensie Bochnera [IO] i jest de-
brze okres$lona dla u 6 ([yM(tQ),tJd , U).

Oprécz uktadu dynamicznego postaci (4.2.1) bede rozpatrywane takze
szczegbélne przypadki tego uktadu, a mianowicie: sterowan skonhczenie wymia-
rowych oraz statych opé6zZnien.

rt przypadku skohczenie wymiarowej przestrzeni sterowan U = Rp, opera-
tory B.6 Au,x), i - 0,1,2,....M mozna przedstawi¢ w nastepujacej for-
mie
S tFiT AR 2 xR x A "Nipj o * ~0,1,2,... .M, j =1,2,...,p, 6 X
(4.2.3)

i woéwczas uktad dynamiczny (4.2.1) przyjmie posta¢ nastepujgca:

i=M  j=p
x(t) = Ax(t) +22~ yViju>i(t)) t 6 [tp.tjj (4.2.4)

i=0  j=1
W przypadku statych opéznien w sterowaniu, tzn. vi(t) =t - ht, i =
=0,1,2,...,M oraz O = hQ< hl<...<hi ...<h M, uktady dynamiczne (4.2.1)

oraz (4.2,4) bedg uktadami dynamicznymi stacjonarnymi (tQ = O) postaci nha-
stepujacej :

x(t) = A x(t) + B.u(t - hi) t6 [O.t] (4.2.5)

oraz
X(t) = A x(t) + ijuj (t- hi) te [0.t] (4.2.6)

Dla skrécenia zapisu uktady dynamiczne (4.2.1), (4.2.4), (4.2.5) oraz

(4.2.6) bedg w dalszej czeséci niniejszego rozdziatu oznaczane odpowiednio
M

symbolami (gérny indeks oznacza ilo$¢ opéinien w ste-
rowaniu, natomiast dolnyindeks oznacza wymiarowo$¢ przestrzeni sterowan,
litera V oznacza uktad niestacjonarny, litera Huktad stacjonarny).

Przyktadowo, uktad dynamiczny bez opédzinien oznacza sie symbolem SV~, lub

Poniewaz podprzestrzenie liniowe nieskonczenie wymiarowych przestrzeni
topologicznych nie zawsze sg domknigte, wiec istnieje potrzeba wprowadze-
nia pojecia aproksymacyjnej oraz doktadnej sterowalnos$ci [lO], [l6] , [I7] ,

[31] . [sal , [911 . [135] , [93] , [233] , [2571 , [326] , [330] .



Definicja 4.2.1. Uktad dynami
(doktadnie)

kazdego poczatkowego stanu

aproksymacyjnie

ra X oraz kazdej liczby rz
wanie u#6 [tg.tj , U) takie,
toria x(t,zt ,u) uktadu dynamic

I Ix(t1

Definicja 4.2.2. Uktad dynami

nie aproksymacyjnie (doktadnie)

jezeli

sterowalnym w przedziale

zupetnego

63

czny (4.2.1) nazywa sie uktadem wzglednie

jezeli dla

zn =-~x(tg,), ut kazdego wekto-

eczywistej £ >0,( £ = 0), istnieje stero-

ze odpowiadajgca temu sterowaniu trajek-

znego (4.2.1) spetnia nastepujacy warunek:

,zt ,u) - x1] < £ (4.2.7)
X

czny (4.2.1) nazywa sie ukitadem absolut-

sterowalnym w przedziale [tg.tJ/tg<vm(\)/*

dla kazdego poczatkowego stanu zupetnego zt3 ={x(tO). utd . kaz-
dego koncowego stanu zupeitnego zt ° | xI"ut | oraz kazdej liczby rzeczy-
wistej t >0 (6=0) istnieje sterowanie u6l”([tQ,t] U) takie, ze
u(s) = ut (s) dla s6 oraz Odpowiadajaca temu sterowaniu
trajektoria uktadu dynamicznego (4.2.1), x(t,zt ,u) spetnia nastepujacy
warunek :
Ix(t ,z ,u) - x I < £ (4.2.8)
A tO X
Modyfikacje powyzszych definicji dla przypadku uktadéw dynamicznych (4.2.4),
(4.2.5), (4.2.6) sg oczywiste i nie bedg przytaczane.

4.3. Warunki wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci [186] , [I93]

Przy zadanym stanie poczagtkowym zupetnym zt “ -~x(tQ) po pro-
stych przeksztatceniach, na podstawie (4,2.2) uzyskuje sie nastepujaca
forme rozwigzania x(t,z ,u):

X(t.,z ,u) « x(t,z ,0) + x(t,0,u) (4.3.1)
[0} [0}
gdzie
i=m(t ) tO
x(t,z .0) = S(t - tO0)x(t0) f s(t r*sjB.r~sJu (s)ds +

vA(tO)



A 8(t - ri(s))Biri(s)ut (s)ds (4.3.2)
i=n(t )+l vi (tQ)

X(t.0O.u)° | f S(t- rt(s”™~r”™s )u(s)ds (4.3.3)

m, dla »6 (rB(t0), rm+1(to)J, m=0,1,2 M-1
m (t) (4.3.4)
M, dla t > rM(tQ)

Dla uktadu dynamicznego (4.2.1) zbiér osiggalny w chwili z zerowego

poczatkowego stanu zupetnego w chwili tQ jest postaci nastepujacej:

kao'ts ={X(tI'OwEX ! vell (A0't]* U] "

Js N (t )™ (t)S (tl-ri (§)Biu(t)dt 6X :u « Lt ([tO.tj . u)l =
t0 i-o LO 1 J

A G(t)u(t)dt €X : u6L1((t0,t1] , U1 (4.3.5)

.*0

gdzie funkcja G s[yM(tQ), t~ —df(U,X) jest okres$lona w sposéb nastepu-
jacy:

G(t) =S | [vi(t0),vi(t1)] - ratjje.
i=0 1 u 1 1

TWIERDZENIE 4.3.1. Nastgpujace warunki se réwnowazne:

(i) Uktad dynamiczny jest aproksymacyjnie wzglgegdnie sterowalny w
przedziale [tQ.tJ
(ii) Kr , =X (4.3.6)
LoiJd
(iii) x*(G(t)) = O, dla te [tg.tj oraz wszystkich X*6 X* | => x* = OX*
(4.3.7)
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Dowo¢d. Réwnowaznos¢ (i) <=>(ii) wynika bezpos$rednio z zalezno-
$§ci (4.3.5) oraz z definicji 4.2.1. R6éwnowazno$¢ (ii) <=>(iii) wynika

z wniosku z twierdzenia Banacha-Hahna (podrozdziat 4.1), zastosowanego do

zbioru osiggalnego Kr , a takze z formuty (4.3.5). Roéwnowaznos$¢
11o* i
(i) < > (iii) jest oczywista.
TWIERDZENIE 4.3.2. Jezeli 87~ Z(U,*"g(A)) dla i = 0,1,2...... «(t”™ oraz

funkcje v.(t) sa analityczne w przedziale (ri(tQ),t1) dla i =0,1,2,...,
m ), woéwczas uktad dynamiczny SV~ jest wzglednie aproksymacyjnie ste-
rowalny w przedziale [tjj.tJ wtedy i tylko wtedy, gdy uktad dynamiczny bez

op6znien w sterowaniu o postaci nastepujacej :

X(t) = A x(t) + B w(t) (4.3.8)

gdzie B = * eee*Bj* eee'Bm(tx)]"’ LI~ [*0**13 ' w “ u Jest

aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [rn”~t )(tQ).t]

Dowoéd. Poniewaz funkcje vi (t) sg silnie rosngce oraz analitycz-
ne w przedziatach [r~t”~ .tj, wiec r+£(t) >0 oraz sg analityczne wprze-
dziatach (to,vi(t)), i =0,1,...,m(tl). Zatem, poniewaz B~6<af(U,?a(A)),
funkcja G (t) jest kawatkami analityczna w przedziale [tQ.tJ oraz na mo-

cy zaleznos$ci (4.3.5) otrzymuje sie nastepujaca implikacje:

/i=m(tl) \
x*(G(t)) = xx - ri(y)Bij " oex
\i=0 /
dla t6 [tQ,tJ , x*6X* I=> x* = OX*. ktdéra jest réwnowazna nastepujacym

implikacjom:

X*(S(tl - r~t)~ >0, dla te [tO.vi(t1l)], x*6 X*.

i =0,1,2..... m ~) I=> x* = OX*.

Na podstawie analitycznos$ci funkcji “ori(*NBi =0,1,..,m(t"n)

powyzsza implikacja jest réwnowazna nastepujgcej implikacji:

Xx*(S(tl - t)Bt) - 0, dla t6 [ri(t0),t1] , x*6X*,

i =0,1.... m(tl)t=>x* = Ox* (4.3.9)

Poniewaz implikacja (4.3.9) jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym

aproksymacyjnaj sterowalnoéci w przedziale [r~t j(t”~).tj] uktadu dynamicz-

nego (4.3.8) [91] . [95] . (3303 , wiec teza twierdzenia 4.3.2 zostata do-

wiedziona.



Uwaga 4.3.1. Dla skrécenia zapisu w ponizszych wnioskach indeksy n,i,j
przyjmuj? nastepujace wartosci n=0,1,2,..., i =0,1,2,... m(tl), j =
=1,2,3,...,p i w przypadku gdy nie prowadzi to do nieporozumien bede o-
puszczane.

Wniosek 4.3.1. Oezeli zatozenia twierdzenia 4.3.2 sg spetnione, to wa-

runkiem wystarczajacym wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci w przedzia-

le [tjj.tJ uktadu dynamicznego SV~ jest, aby:

3PAANBWOO, n = 0,1,2,...j- = X (4.3.10)
lub ogodlniej
spMANS(t )BWw , n,= 0,1,2,...] =X
dla dowolnego t z przedziatu [rm(t jftgJd.tJ (4.3.11)
gdzie W~ = Bw6 ONA)J
W przypadku gdy operator A spetnia réwniez zatozenie H 2, warunek

(4.3.11) moze by¢ ostabiony przez zastgpienie podprzestrzeni BW,*, podprze-
strzenie BW. Oezeli podprzestrzen BW~2jest gesta w podprzestrzeni BW
(OWoo= BW), to warunkiem koniecznym wzcfLednej aproksymacyjnej sterowalno-

Sci w przedziale [tg«*!] wuktadu dynamicznego SV~, jest, aby

spMANS(t )BW<X, n =0,1,2,...j- = X dla dowolnego t> O. (4.3.12)
Oezeli dodatkowo spetnione jest réwniez zatozenie H3, wéwczas w relacji
(4.3.12) podprzestrzen BWoo moze by¢ zastapiona przez podprzestrzen BW.

W przypadku gdy S(t) jest grupe, woéwczas warunek (4.3.12) upraszcza

sie do postaci

SAJARBW, n =0,1,2,...] = X. (4.3.13)

Wniosek 4.3.2. Oezeli przestrzen X jest przestrzenig os$rodkowg oraz

zatozenia twierdzenia 4.3.2 sg spetnione, to warunkiem wystarczajgcym
wzglednej aproksymacyj&ej sterowalnoéci w przedziale Ir_t’\.ti] uktadéw dyna-
micznych SV lub SH jest, aby zachodzita relacja !
5p]a in=0,1,2,..., i =0,1,2,...,mtr), j = 1,2,3,=.. = X
dla b..€ DJA) (4.3.14)

lub ogoélniej:
splAnS(t)biJt n =0,1,2,..., i =0,1,2,... i=12,3,....,pj- =X

dla bij 6 d<*£a) oraz dowolnego t z przedziatu [rBjt )(tQ)ttJ . (4.3.15)
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W przypadku gdy operator A spetnia zatozenie H 2, wéwczas w warunku
(4.3.15) b. .6 X. Warunek konieczny wzglednej aproksymacyjnej sterowalno-
Sci w przedziale [tej.tJ wuktadéw dynamicznych SVp lub SH” jest postaci

nastepujecej:

Sp*A Sftjb/~n. n*0,1,2,...« i =0,1,2,... ,m(t"), j —1,2,3,...,Pj- —X
p J J )

dla bi.j.s D&A) oraz dowolnego t z przedziatu (0,00). (4.3.16)

Oezeli dodatkowo spetniona jest réwniez zatozenie h 3, woéwczas w rela-
cji (4.3.16) bi .6X. W przypadku gdy S(t) jest grupe, warunek (4.3.16)
przyjmuje posta¢ nastepujece:

sp*la b”™j, n=20,1,2,...

(4.3.17)

Uwagg 4.3.2. Dowody wnioskéw 4.3.1 oraz 4.3.2 wynikaje bezposrednio z
dowodu twierdzenia 4.3.2 oraz wtasnoéci poétgrupy S(t) [33t5] , w zwiezku z
czym nie bede przytaczane.

Uwaga 4.3.3. Poniewaz liczba m(tt) zalezy od czasu t1# wiec diugos¢
przedziatu [tO,tJ ma istotny wplyw na wzgledne aproksymacyjne sterowal-

no$¢ uktadu dynamicznego.

Wniosek 4.3.3. Oezeli X = Rn oraz U = Rp, a ponadto zatozenia o ana-
litycznos$ci funkcji y~t), i =0,1,2,...,M se spetnione, to uktady dyna-
miczne SVp oraz SHp se wzglednie aproksymacyjnie sterowalne w przedziale

[tO.ti] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwnos$¢:
rzed
LBO*B1 B.(t1)-ABO*AB1......... Nt ) e A"-1BO ,An- 1B1 A"~B”"™J-n

(4.3.18)

Uwagg 4.3.4. W przypadku uktadu dynamicznego SHII\)A zachodze »nastepuje-
ce zaleznoS$ci:

ret(t) =t + hi dla i =0,1,2,....M

Uwaga 4.3.5. Wniosek 4.3.3 koresponduje z rezultatami zawartymi w pra-
cy [261, Tw. 1 oraz Tw. 2]. Podobny problem dla niestacjonarnych skoncze-

nie wymiarowych uktadéw dynamicznych byt rozwazany w pracach [I7$8] , [177]
[180] .



4.4. Warunki absolutnej aproksyroacyinal sterowalnos$ci [186] . [1®3

Przy formutowaniu warunkéw absolutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci w
przedziale [tg.tj, na mocy definicji 4.2.2, zaktada sie, ze tQ < " (tj).

Zatozenie to obowigzuje w catym podrozdziale 4.4. Przy tym zatozeniu, dla

danego poczatkowego stanu zupetnego danego przebiegu
sterowania u(t) = ut (t), t 6[vM(11).t,)J oraz dla u6 [tQ.vM(t1)] , U)
rozwigzanie réwnania 4.2.1 w chwili t = tl1 moze by¢ przedstawione w po-

staci nastepujacej:

gdzie
i=M to
to(t)dt
(4.4.2)
r(t JjB~ACt )u(t)dt (4.4.4)
tg i=0
Podobnie, jak w podrozdziale 4.3, zbiér osiggalny w chwili y*t~) z ze-
Xx(tx,0,u) 6X : u GLl’\[tO'VH"tI 2 * ull
i=M
S(vM(ti) - t) S(tx - yM(tx) *
i=0

+ ot - rE(t yu(t )dt 6X = u€ LE( [tij.yj~ftj~)] . UL (4.4.5)
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TWIERDZENIE 4.4.1. Uktad dynamiczny SvE|], jest absolutnie aproksymacyj-
nie sterowalny w przedziale [tg.tj wtedy i tylko wtedy, gdy uktad dyna-

miczny bez opéZnien w sterowaniu

i=M
Xx(t) = A x(t) + ~"T] S(t1- vM(tl)+ t- rk(t Ju(t). t 6 [tO.vM(t1)]
1-0 \Y, (4.4.6)

jest aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [*gq*vmM *

Dowo6d. Z definicji 4.2.2 oraz z' relacji (4.4.1), (4.4.5) wynika,
ze uktad dynamiczny SV~ jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w
przedziale [tg.tj wtedy i tylko wtedy, gdy RT tg ™~ )] = X" 2 dru9iej
strony wiadomo, [91] , [95] , [326] , [33C] , ze zbi6r osiegalny okreslony re-
lacje (4.4.5) jest rownocze$nie zbiorem osiegalnym w przedziale [tQ,vM(t")]
dla uktadu dynamicznego postaci (4.4.6). Zatem aproksymacyjna sterowal-
no$¢ w przedziale [tO'v |«/tl” wuktadu dynamicznego (4.4.6) jest réwnowazna
absolutnej aproksymacyjnej sterowalno$ci w przedziale [tg,tJ uktadu dy-

namicznego SM’*\‘/,I.

Wniosek 4.4.1. Uktad dynamiczny SH”, jest absolutnie aproksymacyjnie
sterowalny w przedziale [O.tJ wtedy i tylko wtedy, gdy uktad dynamiczny

bez opéinieh w sterowaniu
i=M
x(t) = A x(t) + y~1 S(hM - hi)BIU(t) te[o.tl1-hM] (4.4.7)

i=0

jest aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [o.t~-h~"].

O o w6 d. Poniewaz dla uktadu dynamicznego SH”, v+(t) =t - hx. dla
i =0,1,2,... ,M, wiegc r~t) m t + hj_oraz r~t) = 1dla i =0,1,2,... M
Zatem
S(tl " vMMIN + t ~ ri(t”~ = S(hM*“ hir  dla 1 = *M*

co konczy dowéd wniosku 4.4.1.

Wniosek 4.4.2. Jezeli S (t) jest grup? liniowych ograniczonych opera-
torow, woéwczas uktad dynamiczny SV”, jest absolutnie aproksymacyjnie ste-
rowalny w przedziale [tg.tj wtedy i tylko wtedy, gdy uktad dynamiczny bez
op6znian w sterowaniu

i=M

X(t) = A x(t) + ~ 1 S(t - r£(t))Bir(t)u(t) te [tQ,vM(t1l)] (4.4.8)

i=0

jest aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [*o,vMAtIAN*



Dowo6d. Jezeli S(t) jest grupe liniowych ograniczonych operato-
réow, woéwczas S-1(t)6~7~(X) dla t GR. Zatem na mocy (4.4.5) otrzymuje sie

nastepujac? réwnosc¢:

Poniewaz réwnoé¢ (4.4,9) okreéla jednoczeé$nie zbidér osiggalny dla u-
ktadu dynamicznego postaci (4.4.8), wiec teza wniosku 4.4.2 jest prawdzi-

wa.

uniosak. 4.4.3. Jezeli S(t) jest grup? liniowych ograniczonych opera-
toréw, to uktad dynamiczny jest absolutnie aproksymacyjnie sterowal-
ny w przedziale [p»tj wtedy i tylko wtedy, gdy ukitad dynamiczny bez op6z-

nien w sterowaniu postaci nastepujacej:

t 6[0.tj-hjJ (4.4.10)
i=0

jest aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [0.tl-hMJ.

Dowoéd. Poniewaz dla uktadu dynamicznego SHM, S(t - r.(t)) =
= S(t - t - h”) = S(-hK), i =0,1,2,....M, wiec na mocy wniosku 4.4.2 za-
chodzi teza wniosku 4.4.3.

Uwaga 4.4.1. Z przytoczonych twierdzen i wnioskéw wynika, ze absolutna
aproksymacyjna sterowalnos$¢ w przedziale [tp.tj implikuje wzgledng apro-

ksymacyjng sterowalno$c w przedziale [t"t]

Uwaga 4.4.2. .(niosek 4.4.3 jest uogdlnieniem, na przypadek nieskoncze-
nie wymiarowej przestrzeni X, rezultatéw zawartych w pracy [261, Wh, 3j

oraz w pracy [I82, .tfn.I].



- 71 -

Uwaga 4.4.3. Wniosek 4.4.2 jest uogélnieniem, na przypadek nieskoncze-

nie wymiarowej przestrzeni X, rezultatéw zawartych w pracy [I182,Tw.l]

Uwaga 4.4.4. W niektérych pozycjach literaturowych (np. [li] ,[26]]) roz-

patruje si? tzw. absolutng zerosterowalno$¢ (przyjmujac, ze u = 0),

ktéra ze wzgledu na liniowo$¢ uktadu dynamicznego oraz brak degeneracji
[222] jest w naszym przypadku réwnowazna absolutnej sterowalnos$ci

no dla aproksymacyjnej, jak i doktadnej sterowalnos$ci).

(zaréw-

4.5. Sterowalnoséc w przestrzeniach Hilberta [IS6] , [I193]

Wykorzystujagc rezultaty podane w poprzednich podrozdziatach,obecnie zo-

stang sformutowane warunki wzglednej aproksymacyjnej sterowalnoéci oraz ab-

solutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci dla szczeg6lnego przypadku, a mia-
nowicie dla przypadku, gdy przestrzen X jest przestrzenig Hilberta oraz

przestrzenh U jest takze przestrzenig Hilberta. Przypadek ten jest szcze-
go6lnie istotny z praktycznego punktu widzenia, gdyz obejmuje uktady dyna-
miczne opisane réwnaniami rézniczkowymi czgastkowymi typu parabolicznego.
TWIERDZENIE 4.5.1. Oezeli X oraz U

uktad dynamiczny SV~, jest

sg przestrzeniami Hilberta, to
aproksymacyjnie wzglednie sterowalny w prze-
dziale [tg.tj wtedy i tylko wtedy, gdy samosprzezony operator W (tg,tj)
X-»-X, okres$lony nastepujacag zaleznos$cig:

=m(tA)-1  vi(tl) k=i A
*(to*ti) = 5;? J 2 IK(t)S(tr rk(t))BKkBKkS*{ti-rk(t)),tk(t)dt +
1=0 Vi+l(t1l) k=0

vm(t )(tl} k=m(tl>

\ S )S(t1_ rk(t)BKB*S*(tl - rk(t))rk(t )dt,
t” k=0
(4.5.1)

jest dodatnio okres$lony. Ponadto uktad dynamiczny SV~ jest absolutnie

aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [tQ,tJ (tQ < vM(t1l)) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy samosprzezony operator okre$lony naste-

pujaca zaleznos$cig:

W S( it i~ IE B tricfidj

(4.5.2)

jest dodatnio okres$lony.



Dowo6d. tatwo mozna zaobserwowaé¢, ze zbiér osiggalny (j , o-

kreslony relacjg (4.3.5), jest faktycznie przeciwdziedzinag (zbiorem war-
tosci) liniowego ograniczonego operatora, okreslonego w przestrzeni dopu-
szczalnych sterowan i zdefiniowanego relacjag (4.3.5). Poniewaz z zatoze-
nia przestrzenie X oraz U sa przestrzeniami Hilberta, wigc zbiér war-
tosci operatora jest gesty w przestrzeni X wtedy i tylko wtedy,gdy ope-
rator do niego sprzezony ,est iniektywny, co z kolei jest réwnowazne wa-
runkowi, ze samosprzezony operator «(tg,”) jest dodatnio okres$lony. Za-
tem uktad dynamiczny Sv<® jest wzglednie aproksymacyjnie sterowalny w
przedziale [tg.tj wtedy i tylko wtedy, gdy «»(tg,”) jest dodatnio okre-
Slony. Zupeinie analogicznie przebiega dowéd dla przypadku absolutnej

aproksymacyjnej sterowalnoéci, w zwigzku z czym zostat pominigty.

Uwaga 4.5.1. Nalezy podkres$li¢, Zze twierdzenie 4.5.1 jest prawdziwe bez
zadnych dodatkowych zatozen o analitycznos$ci funkcji y~t), i=0,1,2,...,M

lub poétgrupy S(t).

Uwaga 4.5.2. Twierdzenie 4.5.1 rozszerza, na przypadek zmiennych w cza-
sie opOznien w sterowaniu, rezultaty podane w pracy [I86, Tw. Z] . Podobne
wyniki dla uktadéw dynamicznych bez opdéinien w sterowaniu zostaty uzyska-

ne w pracy [73] .

Uwaga 4.5.3. Jezeli operatory W(tQ,t ) lub ka(tO»t1l) dodatnio o-
kreslone, woéwczas istniejg odpowiednie operatory odwrotne, lecz nie muszg

by¢é one operatorami ograniczonymi.

TWIERDZENIE 4.5.2. Niech X bedzie os$rodkowag przestrzenig Hilberta.
Jezeli operator A spetnia zatozenia H 1, H 3, H 4? to ukitad dynamiczny
SVM jest wzglednie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [to'tJ wtedy

i tylko wtedy, gdy zachodza nastepujace réwnosci:

ro(t )
rzad Bk 1 = 17 dla k =1,2,3,... (4.5.3)
gdzie
m(t )
Bk
bl *xk *xxIAplp ,x kI A b21 ,xk 1A <$2p'xk3>x"',*, '~bin(tl)p,xkI”
<.bl I " Xk2>x <blp'xk2>x.<b21'xk2>x <b2p'Xk2>x <Em(tl )p,Xk2>x

<bll'Xklke ~**'<Cblp Xk |~ < b2p,XkIFP>~*-"<b2p'Xklks " *" (bm(tl)p XkIr>x

(4.5.4)
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Dowédd. Dowéd twierdzenia 4.5.2 wynika bezpos$rednio z wniosku 4.3.2
oraz z rezultatéw zawartych w nastepujacych pracach: [95] , [291] , [330, Tw.
3.4].

Wniosek 4.5.1. Jezeli zatozenia twierdzenia 4.5.2 sa spetnione,to uktad
dynamiczny Sy~ jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale

[tg.tj (tO0O < vM(tl))wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza nastepujgce réwno-

Sci :
rzad = 1~ dla k =1,2,3,... (4.5.5)
Dowo6d. Poniewaz w przypadku, gdy tQ < zachodzi roéwnos¢
m(t~) = M, wigc wniosek 4.5.1 jest konsekwencjg twierdzen 4.5.1 oraz
4.5.2.

Wniosek 4.5.2. Twierdzenie 4.5.2 oraz wniosek 4.5.1 sa stuszne takze w

przypadku gdy operator A zamiast zatozenia H 3 spetnia zatozenie H 5.

Dowé6d. W przypadku gdy przestrzen X jest przestrzenig Hilberta,
operator A spetniajgacy zatozenie H 5 generuje analityczng pétgrupe
S(t), t >0, liniowych, ograniczonych operatoréw [330, p. 3]. Zatem w

przypadku przestrzeni Hilberta X zatozenie H 3 jest réwnowazne zatoze-
niu H 5, co z kolei implikuje teze wniosku 4.5.2.

W przypadku gdy X oraz U se¢ przestrzeniami Hilberta, mozna stosun-
kowo tatwo uzyska¢ kryteria wzglednej doktadnej sterowalnos$ci oraz abso-
lutnej doktadnej sterowalnoéci w przedziale [tg.t] uktadu dynamicznego
postaci (4.2.1).

TWIERDZENIE 4.5.3. Jezeli X oraz U sg przestrzeniami Hilberta. to
uktad dynamiczny SV”, jest wzglednie doktadnie sterowalny w przedziale

fo'1ll] wtedy i tylko wtedy, gdy operator W ftp,”) okres$lony réwnoséciag
(4.5.1) posiada ograniczony operator odwrotny.

Dowéd. Niech Cftg.tj) bedzie liniowym ograniczonym operatorem,
Cftp,”) : Il2([tg.tj ,U) -» X, zdefiniowanym nastepujgcag réwnoscia:
i=m(tl) vi (tl)

C(t0,t1)u = | A rAtISft) - rx(t))Bxu(t)dt (4.5.6)
i-0 tQ

Zatem, uwzgledniajgc fakt, ze X* = X oraz u* = U, operator sprzezony

c*(tO.ti) : X-» L2([tO,t]j ,U), ma posta¢ nastepujaca:

C*(t0,t1)x (t) =



r (tJIJBAS*~- Tj(t))x, dla t 6 (vi+1(tl).vi (t1)] ,i=0,1,2,... .métAl

r (Oa/zJds*”™ - r.(t))x, dla t6 [tO.vm(t j]
(4.5.7)

Z definicji 4.2.1 wynika, ze uktad dynamiczny SNM jest wzglednie dok-
tadnie sterowalny w przedziale [tg.tj wtedy i tylko wtedy, gdy operator

C(tQ,11l) jest suriektywny, tzn. jego przeciwdziedzina, bedaca jednoczes$-

nie zbiorem osiggalnym Kr , Jjest catla przestrzeniag X. Poniewaz
LO 1
operator Cftg.t”) jest suriektywny wtedy i tylko wtedy, gdy samosprzezo-

ny operator W(tQ,t ) = CAtO'tI”~ C*(tO'tI™ : X X posiada ograniczony

operator odwrotny, wiec teza twierdzenia 4.5.3 zostata dowiedziona.
Wniosek 4.5.3. Oezeli X oraz U sg przestrzeniami Hilberta.to uktad

dynamiczny S\/~ jest absolutnie doktadnie sterowalny w przedziale

wtedy i tylko wtedy, gdy operator W ~tg,”), okres$lony réwnos$cig (4.5.2),

posiada ograniczony operator odwrotny.

Dowé6d. Wykorzystujgc definicje 4.2.2 oraz twierdzenie 4.5.3 u-
zyskuje sie bezposSrednio teze wniosku 4.5.3. Nalezy jedynie w miejsce ope-

ratora Cftg.t.~) podstawi¢ operator

=MV o*1 A
ca(*0'U)u =] N Ai(Bis(r C T(r)erult)dt (4.5.8)
i=0 D

Stad wa(tO0,,:I* = Ca”tO*tl~Ca~tO'tIn’ cO konozy dowéd wniosku 4.5.3.

4.6. Sterowanie z minimalng energia [I86] <

Zagadnienie sterowania z minimalng energig, nieskonnczenie wymiarowymi,
ciggtymi uktadami dynamicznymi z opéZnieniami w sterowaniu moze byé¢ efek-
tywnie rozwigzane przy pewnych dodatkowych zatozeniach. Problematyka ta,
podobnie jak w przypadku skonczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych.wig-
ze sie $cisle z wzgledna doktadng sterowalnos$cig w przedziale [tg.t]j -

Niech bedzie dany uktad dynamiczny postaci (4.2.1), przy czym dodatko-
wo zaktada sige, ze X oraz U sa przestrzeniami Hilberta, A6/ (X) oraz
u6L2([vM(tQ),tj , U). Zatozenie ograniczonos$ci operatora A (A 6X(x))
implikuje spetnienie wszystkich zatozenn wyszczegdélnionych w podrozdziale

4.1 1326~ , [330] . Kwadratowy wskaznik jakos$ci jest postaci:



0(u) = ~<”u(t), R(t)u(t)r> dt (4.6.1)

gdzie R(t)eif(U)# dla t 6 [to'l!] jest samosprzezonym ograniczonym,dodat-
nio okreslonym operatorem, posiadajagcym ograniczony operator odwrotny
R-1(t)6~f(U) dla wszystkich te [tQ,tJ

Dla skrécenia zapasu wprowadza sie nastepujace oznaczenia:

Gi(ti't)
j=i
exp(A(tl- r.j(t))B.., dla t6 (vi+1(tt).v+(tt)] ,i=0,1,2,..., (m(tL)-1)
i=0
j-m ftj)
2 . exp(A(tl - Tj(t))Bj, dla t [tO'vm(ti jCtj™)] , i = m(tx)
3=o-
(4.6.2)
k=°°.ktk
gdzie exp(At) = N—, [326] , G~tj.tJeSCfU.K) dla ustalonego t6[tO,tj.
k=0
i=m(tl) tQ
X3 q(zt .xt)=xt- I S exp(A(ti-r=(t (t )dt-exp(A(t1-tQ))x(t0)
i=0 v1(tQ)
i=M Vinn
n exp(A(tl- ~(t ))Biut (t)dt (4.6.3]
i=m (t1)+1 vt (tQ) 0
i=m(t1)-1 vi(tl)
2(X)3WR(tO.ti) = S Gi (t1't)R-1(t)G*(t1.t)dt
1=0 vi-1(tl)

vm(t1)(tl)

S G (t1) (ti*t)R"I(t)(<i(tl)(ti*,, dt (4-6-4)
o] 1

¢



L2([t0 tl1]- U)3uopt(t) * R'L(t)G*(ti-t)WRL(V £l )p(2t0°'xl) (4.6.5)
dla t6 (v1+1(t1J-Vi(ri 8 « 1 * 0.1,2.... .«(tj) - 1
dic t €[V v, (tl)(tl}3" 1 -m(*1>

WR(tO,t1l) jest samosprzezonym, poétdodatnio okreslonym opsratorsm.

Postepujac analogicznie jak w przypadku skonczenie wymiarowych uktadéw
dynamicznych (podrozdziat 1.5), mozna afektywnie rozwigzaé¢ problem stero-

wania z minimalng energig.

TWIERDZENIE 4.6.1. Oezali spetniona sa powyzsze zatozenia oraz uktad
dynamiczny (4.2.1) jest wzglednie doktadnie sterowalny w przedziale [tg.tj,
to sterowanie uOpt(t” zdefiniowane wzoreia (4.6.5), przeprowadza uktad dy-

namiczny (4.2.1) z poczatkowego stanu zupeltnego z do zadanego konco-
to
wego stanu chwilowego xt w chwili t&. Ponadto, jezeli ,U)

jsst dowolnym sterowaniem przeprowadzajgcym uktad dynaaiczny (4.2.1) z po-

czatkowego stanu zupetnego z do zadanego konhcowego stanu chwilowego x_
w chwili tj®. woéwczas zachodzionastgpuja,ca nieréwnos¢:
*1 V]
N<Au(t), R(t)u(t)™> dt~ \ <tuopt(t), R(t)“opt(t)/> dt (4.6.6)
*0 o *O U

oraz minimalna warto$¢ wskaznika jakos$ci (4.6.1) jest dana nastepujaca za-

leznoscig :

O(uopt) " < “4(zt* x| )* WRL(tO-tl )< (2to "Xl ~ vy (4.6.7)

Dowo6d. Podstawiajac (4.6.5) do wzoru (4.2.2) po prostych prze-
ksztatceniach i uwzglednieniu zaleznos$ci (4.3.1), (4.3.2), (4.3.3),(4.6.4)

otrzymuje sie

X (tl “*t0'uopt) * X1 (4.6.8)

Zatem sterowanie uOpt (t ~ przeprowadza uktad dynamiczny (4.2.1) z po-

czatkowego stanu zupeitnego z do zadanego koricowego stanu chwilowego
0

x1 w chwili ti, a poniewaz z zatozenia u(t) spetnia réwniez powyzszy

warunek, wigec na podstawie (4.3.3) otrzymuje sie réwnos$c



1=0 vi*i'ti> *0
isn~J-1 vz*(tx)
m 51 A d<Viudr(tdt +
ine vi+l (tl 5
+
t
Po odjeciu »tronami i zastosowaniu iloczynu skalarnego otrzymuje sie

zalezno$¢ nastepujac?:

x> | Jaeromy - wprt)dt +

0 M+Jtl)
* §  G(tl<tl-tts<t>"“opt<*))dt-
t
W 1<tO'tl )gq(2tO0IXi p =0 (4.6.10)
Wykorzystujgc wtasnos$ci iloczynu skalarnego, na podstawie (4.6.10) u-

zyskuje sie rownos¢

i=m(t1)-1  vi(ti)

> | \ <3 (tj- uopt(t,-R(t),,0p*(t") > dt =
i-0 vi+J(tx)



| < n(c) * uoptft)- R(tJuopt(t” u dt
*|
0

! < S(t) - uopt(t)- dt =0 (4.6.11)

Postepujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 1.5.1, po prostych
przeksztatceniach dochodzi sie do nastepujgcej nieréwnosci:

{1 *1
AN<G(t). R(tu(t)>u dt > j *(Ouopt<t))™ dt (4.6.12)
*0

Zatem nieréwnos$¢ (4.6.6) zostata dowiedziona, co konhczy pierwsza cze$¢ do-
wodu twierdzenia.

W drugiej czeé$ci dowodu zostanie wykazana prawdziwo$¢ wzoru (4.6.7),
okreé$lajacego minimalna warto$¢ wskaznika jakos$ci J(uopt)- odpowiadajaca
sterowaniu optymalnemu uOpt*

*1
3(uOPt> = 5 <(Uopt{t)' K ~ K p t~» dt -
*0
P« (tl)-1 vi(tt)
S <R"1(t)G*(tl.t)w;1(t0.tl1)q(z X,).

1=0 vi+l (ti)

Gi(tl.t)WRL(tO.tj)q(zt mxl)> dt

i(t1)(tl)

\ (t)G*(ti )(ti .t )WR (‘0”1 W ztQ,xl

G (t1)Atl "t AR AQ'*I AALjj'*1 /'u dt e (4.6.13;
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Poniewaz operator ) jest sair.osprzezony ,wiec operator Wi1in ,~ ~ 1~
jest takze operatorem samosprzezonyra.Sted wykorzystujac wtasnoéci iloczy-
nu skalarmego oraz operatoréw saaiosprzezonych wskaznik jakos$ci ~(uOpt) Wy-

razi¢ nozna naatgpujecye: wzorem:

i-mfti)-!  vi(tl)

3(uopt) *

1=0 vi +1
WA(L0 . t1)Gi (t1,t)R“1(t)G*(t:1,t)W":L(t0,t1) . q(zt~,x1j~ dt +

Vot 1)(tl)

5 < (V«i>'
*0

“el<tO'tl ,0«(t1)ttI*t)R"1ft~ (t 1){tl-t,*R1(tO'tl ~ (ztO'xl p x dt

\ q(2t0'Xl }'

l-nftj)-! vﬂ{l)
WR . . el (t1 .t)R-1(t)el (tl.t)dt «el (t0.tl )g(z IXI)+
-o  vj(tl)
v-(tl)<ti)
scelf»0*tl) A\ G (t1l)(tl"t)R“1(t)Ge.(t1)(tl*t)dt
ro
<\g(zt ,xI™" WR1(tO,t:l )q(ZtO’XIr){>X (4.6.14)

Zataa wz6r (4.6.7) zostat dowiedziony. Zatozenia o wzglednej doktadnej
sterowalnoéci w przedziale [tQ,tJ ukiadu dynamicznego (4.2.1) gwarantuje
istnienie W 1(tQ,” )£,£(X).

Uwaga 4.6.1. Twierdzenie 4.6.1 sioze byé dowiedzione takze przy nieco
stabszych zatozeniach odnos$nie do operatora A, jednak na tyle silnych,by
mogty zagwarantowaé wzgledng doktadn? etarowelno6¢ w przedziale u~
ktadu dynamicznego postaci (4.2.1), [326] , [330] .



4.7. Uwagi o stabilizowalno$ci oraz o wplywie zaktécen [358]

Zagadnienie stabilizowalno$ci ciggtych, nieskonczenie wymiarowych ukta-
déw dynamicznych jest znacznie bardziej skomplikowane niz w przypadku
skonczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych. Wynika to miedzy innymi z ist-
nienia wielu nieekwiwalentnych rodzajow stabilnos$ci, zaleznych od topolo-
g ii stosowanej w przestrzeniach nieskofAczenie wymiarowych [20] , [2]]

Problematyce tej, $cisle zwiagzanej z aproksymacyjny oraz dektadne ate-
rowalno$cie, poéwiecono w ostatnim okrasie wiele publikacji [20] ,[2]],[299,
[271] , [272] , [305) , [327] , [329] . Uzyskane w nich rezultaty zaleze w i-
etotny spos6b ed wtasnoéci operatora A, a takze od rodzaju przestrzeni X
oraz przyjetej definicji stabilnos$ci.

Prace [20] . [21] , [259] , [305] dotycze tak zwanej stabej stabilizowal-
nosci uktadéw dynamicznych oraz Jej zwiezk6w z aproksymacyjne sterowalno-
Scie dla przypadku, gdy X jest przestrzenie Hilberta. natomiast opera-
tor A generuje zwezajece poétgrupe S (t) (]IS(t)] A 1 dlat >0). Po-
nadto, w pracach tych podana jest og6lna posta¢ stabilizujacego sprzeze-
nia zwrotnego zalezna w gtdwnej mierze od postaci operator6w sterowanie.

Jedyna prace dotyczece stabilizowalnoéci nieskofAczenie wymiarowych 1-
ktadéw dynamicznych z opd6znieniami w sterowaniu jest publikacja [272] . w
ktérej podano warunki konieczne i wystarczajgce stabilizowalnosci w opar-
ciu o réwnanie Riccatiego.

Stabilizowalno$¢ niestacjonarnych uktadéw dynamicznych bez op6znien,
okre$lonych w przestrzeniach Hilberta, rozpatrywana jest miedzy innymi w
publikacjach [233-237] . [271] . [272] . [282-285] . [333] . gdzie w oparciu o
rozwiezania réwnania Riccatiego sformutowano warunki konieczne i wystar-
czajagce roznych rodzajow stabilizowalnos$ci.

Istotne z praktycznego punktu widzenia Jeet okres$lenie wplywu pertur-
bacji operator6w A oraz B”, i » 0,1,2 M na doktadne oraz aproksy-
macyjne sterowalnos$¢. Ola przestrzeni X nieskonczenie wymiarowej sytua-
cja jest nieco odmienna niz dla skonczenie wymiarowych uktadéw dynamicz-
nych. Co prawda w literaturze brak dotychczas opracowan tego zagadnienia
w odniesieniu do uktadéw z opé6zZznieniami w sterowaniu, jednak rezultaty u-
zyskane dla uktadéw bez opdznien w sterowaniu przenosze sie w catosci tak-
ze na przypadek wystepowania op6znien. Dla ograniczonego operatora A,przy
zatozeniu, ze X oraz U se przestrzeniami Hilberta, w pracach [238],[239]
udowodniono, ze zbiér uktadéw dynamicznych doktadnie sterowalnych jest
zbiorem otwartym w przestrzeni wszystkich uktadéw, natomiast zbiér ukta-
déw dynamicznych aproksymacyjnie sterowalnych nie jest ani zbiorem otwar-
tym, ani domknietym, ani gestym w tej przestrzeni. Wpublikacjach tych o-
mowiono takze szereg przypadkéw szczegdlnych. Przypadek nieograniczonego
operatora A jest doktadnie rozpatrzony w pracy [260] .



R O ZDZIA&L 5

STEROWALNOSC UKLADOW DYNAMICZNYCH O PARAMETRACH ROZLOZONYCH,
Z OPOZNIENIAMI W STEROWANIU

5.1. Wprowadzenia

Najczes$ciej spotykana w praktyce klas? uktadéw dynamicznych okres$lonych
w przestrzeniach nieskonczenie wyniarowych a? uktady dynamiczne opisane
rGwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi. 3est to oczywiscie przypadek nie-
ograniczonego operatora A, zatem do badania eterowalnos$ci tej klasy ukta-
déw dynamicznych mozna stosowaé¢ og6lne twierdzenia dotyczace sterowalno-
$ci w przestrzeniach nieskoficzenie wyniarowych [73] , [9]] . [92], [93], [326],
[330] . Tyn niemniej, ze wzgledu na szereg specyficznych probleméw zwigza-
nych z zagadnieniami eterowalno$ci tych uktadéw, w ostatnich latach ukaza-
to si* wiele publikacji dotyczacych wytacznie tej problematyki.

Ogo6lnie publikacje te mozna podzieli¢ z grubsza na dwie zasadnicze gru-
py: jedna detyczy eterowalno$ci oktadéw czgstkowych typu parabolicznego i
naleza de niej przede wszystkim prace: [28] . [36] . [37] . [73] 4 [94] . [95]
[07] . [98], [190] . [218] . [219] . [22<§ . [230] . [2301 . [232] . [254] . [255]
[256] , [278] , [288] . [291 . [299] . [BOO] . [336] , [35B] . Druga grupa publi-
kacji dotyczy eterowalnos$ci sktadéw czastkowych typu hiperbolicznego,a na-
lezg do niej naetepujgce prace: [44], [45], [?6] , [U? | , [203] .[2041 ,205],
[289] . Natomiast wzajemne zaleznos$ci pomiedzy eterowalnosci? uktadow
czastkowych typu perabelicznego oraz hiperbolicznego wyjasnione e? w pra-
cy (332) w oparciu o teorie péigrup operatoré6w oraz w pracy [290] , W opar-
ciu o twierdzenia analizy harmonicznej. Nalezy podkres$li¢, ze przy anali-
zoweniu zegadnien eterowalnos$ci uktadéw dynamicznych, opisanych rGwnania-
mi czastkowymi, istotne znaczenie posiadaja nastepujace czynniki: rodzaj
sterowania (roztozone lub brzegowe), ksztatt obszaru okres$lonoéci réwna-
nia eraz typ warunkéw brzegowych (D irichleta, Neumanna lub typu mieszane-
go).

Problematyce stabilizowalnos$ci uktadéw dynamicznych opisanych réwnania-
mi rézniczkowymi czgstkowymi, $cidle zwigzanej z zagadnieniami sterowalnj-
$§ci tych sktadoéw, poswiecone s? miedzy innymi proce [255] i [333] .

W niniejszym rozdziale, wykorzystujagc w znacznej mierze rezultaty za-
warte w rozdziale 4, sformutowane zostang kryteria wzglednej aproksymacyj-

aaj eterowalnos$ci oraz absolutnej aproksymacyjnej eterowalnos$ci uktadéw dy-
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namicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi typu parabolicz-
nego z wielokrotnymi statymi op6znieniami w sterowaniu.
5.2. Opis uktadu dynamicznego [I90] , ]I94]j
Niech bedzie dany uktad dynamiczny opisany liniowym n-wymiarowym réwna-

niem rézniczkowym czastkowym typu parabolicznego, z wielokrotnymi statymi

op6znieniami w sterowaniu
- 2 - v (=-2-»
j=1 dXj i=0

okreslonym w prostopadtoécianie O ={x6Rn : 0 «xj<d”,J=1,2,3

dla t 6[o»T] « gdzie: w(t,x) t [o,t] Rn—R,

dij, J ml,2,3 nsg dodatnimi liczbamirzeczywistymi,
0 «¢ hQ< ht< ... <hkt< ... <hM sa statymi op6znieniami,
®"(s) B (x), ~i2~x *AAp(x ) #i MO,1,2,...,M s3 p—
wymiarowymi wektorami o elementach bi~(x)€ L2(D,R), dla i m0,1,2,... M
oraz X a «p«

Zaktada sie, ze sterowania dopuszczalne wuel_2([o,t]. Rp).

Warunki poczatkowe dla uktadu dynamicznego (5.2.1) sa dane nastepujacy-

mi zalezno$ciami:

lim w(t,x) = Wg(x) 6L2(D,R) (5.2.2)
t— 0+

u(t) = uQ(t)6L2([-hMO0], Rp) (5.2.3)

gdzie wQ(x) oraz uQ(t) sg danymi funkcjami, a granica we wzorze (5.2.2)
Jest rozumiana w sensie normy w przestrzeni Hilberta L (D,R).
Zaktada sie, ze rozwigzanie w(t,x) rbwnania (5.2.1) spetnia warunek brze-

gowy O irichleta

w(t,8) = O dla te 30, (5.2.4)

gdzie 30O Jest brzegiem prostopadto$cianu O.

Przy powyzszych zatozeniach istnieje Jednoznaczne rozwigzanie réwnania
(5.2.1) [95], [290 . Poniewaz uktad dynamiczny (5.2.1) zawiera op6zZnienia

nj,



A sterowaniu, wiec poczatkowystan zupetny zQ jest parefunkciji,. tzn.

Z0 "{"o (s)* W(t)} 6 L2(0'R) * L2([-hM.Q, Rp).
W celu wyznaczenia rozwigzania w(t,x) rbwnania (5.2.1), przy zadanym
poczetkowyis stanie zupeinym ZQ, nalezy réwnanie (5.2.1) przedstawi¢ w po-

staci abstrakcyjnego réwnania rézniczkowego w przestrzeni Hilberta L (D,Ri
[on . [95], [326] , [330]. 2

1-M
y(t) m A y(t) t"BjU ft - te[0.T] (5.2.5)
i=0

gdzie y(t) = w(t,x) elL2(D,R)

® X
Y(t) « — >l jest pochodna wzgledem norny wprzestrzeniHilberta

12(d,r)

A i D(A)L2(0,R) jest liniowy«, nieograniczonyn operatorem, okreslonym
rownoscia

j=n _
Aly) - N2 iy o (5.2.6)
j-i 0 xj

D(A) "|w (t,x)f LitD.R) :A w(t,x) 6 L2(D,R), w(t,s) =0 dla s6 3DV
(5.2.7)

Ponadto
8" = Aillbi2*¢**,bi|*---,bip.] I “0,1,2,.e*,M (5.2.8)
gdzie

bil 6L2(D,R) i * 0,1,2 M, 1-1,2,3,....p

Wiadomo (29C* , [291 , [299] , [300], [330], ze operator A jest samosprze-
zony oraz posiada wytacznie punktowe widae, ktére sktada sie w catosci =z
rzeczywistych warto$ci wtasnych

L_| _ - AA (5.2.9)



gdzie:

o, »[o” .0g2,... ,ofj.... ,0ofn] jest wektorem dodatnich, catkowitych indeksow,

LT
i dj

j =1,2,3,.«<.,n sg liczbami rzeczywistymi

przy zatozeniu, ze liczby rzeczywiste cp, j =1,2,3,...,n sg liniowo nie-
zalezne nad pierscienie« liczb catkowitych, wszystkie wartos$ci wtasne
maja krotnos$¢ réwna jednosci, a ponadto znornalizowane funkcje wtasne
gck(x ), odpowiadajgce wartosciom wlasnym sg nastepujacej postaci [95],
[971 , [98] . [291] , [299] i
n 1
2 -0
ghefx) - 2 (did2...dj...dn) sin®ofjnj)

sin(c legt*2 e* inACjNj*j Neeeej, 3(cMXnXnN (5.2.10)

Stad, nozna warto$ci wtasne uporzadkowaé w sposdéb nastepujacy

e<\l<nr2< (5.2.11)

przy czyn lin X »00
k-»00

Zatem kazdej wartoéci wtasnej ~k odpowiada funkcja wtasna gk(x).Funkcje

wtasne g~ (x), k =1,2,3,... tworzg ortonornalny uktad zupetny w prze-
strzeni Hilberta L2(D,R), [95], [98] , [290]
Wiadono [91] , [97] , [291] , [300], [330] , ze oporator A jest infini-

tezyaalnyrc generatorem saraosprzezonsj, zwartej oraz analitycznej dla t>0
poétgrupy liniewych, ograniczonych operatoréw S(t) : I-2(D,R) —»L2(D,R),0-

kreslenej w spos6b nastepujacy 1

k-oe
L2(D,R)3y - 2 J\"(X)" 9k(x)> , ,D 9k (x) ~»
k-1 2,
Q k“00
—>(S(t)y)(x) - I ~2 «xp(-Xkt)gk(x)gk(v)w(v)dv =
D k-1
k-00 k==0
*y n axp(-X.kt)< w(v).gk(v))> L (D Rj9k(x) =1>_J exp(-A-kt )»kgk(x ) (5.2.12)
k-1 2 k-1

gdzie Wk - <(w(v), gk(vj> (D#
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Zatem, stosujac teorie liniowych réwnan rézniczkowych w przestrzeniach

Hilberta [91] , [29]] , [330], jednoznaczna rozwigzania réwnania (5.2.5) przy
zadanyn poczatkowym stanie zupelnym zQ »-f»*Q(x) bY¢ przed-
stawione w nastepujgcej postaci:
i i-n
y(t.z0O,u) - S(t)wQ(x) + J S(t -t) Bi (x)u(t -h~rdt
i-0
i-M
S(t)ywQ(x) AS(t- b -hi )« (x)u(t)dt  (5.2.13)
i-0 -h

Po prostych przeksztatceniach rowno$¢ (5.2.13) noze by¢ przedstawiona w na-
stepujacej fornie:

i-n(t) O
y( ,.V .> ‘ Z . SS(t -+ -hi)*i (Quo (A)dt
i-0 -n.
i-M t-fhi
+ | AN S(E - - hi)BIi(x)uQ (BHdd +
i-m(t)+l  -h.
I-«(t) t'h
+ ‘ ANoS(e - & - hi)BIi(Qu)dt -
i-0 O
» y(t.z_.0) + y(t,0,u) (5.2.14)

gdzie

rn, dla ttCh,* hm+i3 e« m “ 8,1.2,...,M-1

*>(t ) (5.2.15)

M, dla t > h.

i=m(t) O
y(t,20,0) - S(t)wQ(x) + | A S(t- - hi)Bx(x)u0(H)dt +
-0 -hi



+S I s - hBi (x)uo(t)dt (5.2.16)

i=m (t)+1 -hn
i“i#(t) trhi
y(t.O,u) = n S(t-t -hi)Bi (x)u(+)dt (5.2.17)
i«0 (e}

Sktadowa rozwigzania y(t,z0,0) zalezy jodynie od poczatkowego stanu zu-
petnego zQ, natomiast sktadowa rozwigzania y(t,0.u) jest zalezna tylko-
od sterowania uS L~( [o,t] , Rp), a zatem ma ona decydujgce znaczenie dl
sterowalnosci uktadu dynaaicznego (5.2.1).

Poniewaz pétgrupa S(t) jest zwarta, podobnie jak operatory i »
=0,,2,...,M, wiec na podstawie uwagi 4.4.5 ukiad dynamiczny postsci
(5.2.1) nie moze by¢ ani wzglednie doktadnie sterowalny, ani absolutnie
doktadnie sterowalny. Zatem, jedyny«! rodzajami sterowalnos$ci,jakie nale-
zy rozpatrywa¢ w odniesieniu do ukiadu dynamicznego (5.2.1) sai wzgledna
aproksymacyjna sterowalno$¢ oraz absolutna aproksymacyjna sterowalnos$¢.

Ponizej, dla wygody Czytelnika, zostang przytoczone jeszcze raz defi-
nicje wzglednej oraz absolutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci, przy uzy-
ciu symboliki stosowanej dla ukitadu dynaaicznego (5.2,1).

Definicja 5.2.1. Ukiad dynamiczny (5.2.1) nazywa sie ukltadem wzglednie
aproksymacyjnie sterowalnym w przedziale [e,f] , Jezeli dla kazdego poczat-
kowego stanu zupetnego zQ kazdej funkcji *T(x) £12(0,R) oraz kazdej
liczby rzeczywistej t > O istnieje sterowanie u6Ll2([o,fj , Rp) takie,
ze edpowiadejgca temu sterowania trajektoria w(t,x) uktadu dynamicznego
(5.2.1) spetnia nastepujgacy warunek:

HIw(T,x) - wt (x)]!l (D>R)< 6 (5.2.18)

Definicja 5.2.2. Uktad dynamiczny (5.2.1) nazywa sie ukiadem absolut-

nie aproksymacyjnie sterowalnym w przedziale [o,t] (hM< T), jezeli dla
kazdego poczatkowego etanu zupetnego zQ, kazdego koncowego stanu zupet-
nego zT oraz dla kazdej liczby rzeczywistej i > O istnieje sterowanie

u6t2([0,T] , Rp) takie, ze u(s) « uf (s) dla s£ [t - hMT) oraz odpowia-

dajaca temu sterowaniu trajektoria w(t,x) ukladu dynamicznego (5.2.1) spet-
nia nastepujacy warunek:

[IW(T,X) —war(X]f|™ £Q R) ~ ~ (5.2.19)
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Korzystajgc z og6lnych kryteriéw sterowalnosci podanych w rozdziata 4,
w nastepny® podrozdziale zostana sformutowana warunki konieczne i wystar-
czajagca wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci w przedziale [O.lj ukiadu
dynamicznego (5.2.1).

5.3. Warunki wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci [190] , [194]
TWIERDZENIE 5.3.1. Uktad dynamiczny (5.2.1) jest wzglednie aproksyma-

cyjnie sterowalny w przedziale [O,T] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzg na-
stepujace nieréwnosci:

i=s(T) I=p
S S 4 . $0, dla k « 1,2,3,... (5.3.1)
i=Q 1-1
gdzie
bilk = X)X 2(d.r)’ dla 1+“1,2,3 p (5*3*2)
Dowod. Operator A, okres$lony formute (5.2.6) o dziedzinie danej

relacjag (5.2.7), speinia zatozenia H 1, H4 oraz H5 [95] , [291] , [SOQ po-
dane w podrozdziale 4.1. Ponadto przestrzenn [2(D,R), w ktdérej okreslone
jest réwnanie (5.2.1), jest o$rodkowa przestrzenia Hilberta [326] , [335 .
Spetnione sa wiec wszystkie zatozenia twierdzenia 4.5.2 (na mocy wniosku
4.5.2, zalozenie H 3 jest réwnowazne zatozeniu H 5). Na podstawie rezul-

tatow podrozdziatu 5.2 krotno$é wartos$ci wiasnych jest réwna jeden,
tzn. 1™ « 1 dla k =1,2,3,... Z twierdzenia 4.5.2 wynika,ze warunkiem
konieczny» i wystarczajgcym wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci w prze-

dziale [o,t] ukfadu dynamicznego (5.2.1) Jest, aby:

rzad B (! ~, 1 dla k- 1,2,3,... (5.3.3)

gdzie

BK(T; " L\bll'9k(x)X 2(D,R) ~ blp*

9k(x)X 2(D,R)* <0*21' 9k(x)X 2(D,R)"*”

xx\ 02p° 9K(X)X 2(D,R)'*** 'A((Tjp* 9K(X~X2(D,R)J Kk * 1.2,3....
(5.3.4)



Wykorzystujac zaleznos$ci (5.3.2) oraz (5.3.4) relacje (5.3.3) mozna przed-

stawi¢ w nastepujacej formie:

rzad B*(T) - rzed[bllk blpk.b21]< b2p|< bm(T)pk]= 1. k-1.2.3....

(5.3.5)
Poniewaz relacje (5.3.5) sa rownowazne relacjom (5.3.1), zatem teza twier-
dzenia 5.3.1 zostata dowiedziona.

Wniosek 5.3.1. Jezeli T >hM, to uktad dynamiczny (5.2.1) jest wzgled-
nie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [o.t] wtedy i tylko wtedy,gdy

zachodza nastgpujace nieréwnosci:

b*lk * O. di* k- 1,2,3,... (5.3.6)

Dowé6d. Jezeli T > hM, to na podstawie zaleznos$ci (5.2.15) m(T) =

- M. Zatem teza wniosku 5.3.1 wynika bezpos$rednio z twierdzenia 5.3.1.

Wniosek 5.3.2. Jezeli T < , to uktad dynamiczny (5.2.1) jeet wzgled-
nie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [o,T] wtedy i tylko wtedy,gdy

zachodza nieréwnosci

1=P
2 bO1lk * °* dla k“ i*2"3"*x* (5.3.7)
1-1

Dowédd. Jezeli T< ht, to na podstawie zaleznos$ci (5.2.15) m(T) =

= 0. Zatem teza wniosku 5.3.2 wynika bezpoérednio z twierdzenia 5.3.1.

Wniosek5.3.3. Jezeli M= 1 oraz T > hx, to uktad dynamiczny (5.2.1)
Jestwzglednieaproksymacyjnie sterowalny w przedziale [o,l]lwtedy i tyl-

ko wtedy, gdy zachodzag nieréwnos$ci

lap I=p
z bolk + $ bUKk * °* dI" (5-3-8>
1=1 1-1

Dowéd. Jezeli M= 1 oraz T > to na podstawie zaleznos$ci

(5.2.15) m(T) = M= 1. Zatem teza wniosku 5.3.3 wynika bezpos$rednio z

twierdzenia 5.3.1.

Uwaga 5.3.1. W przypadku gdy T< hj, zpunktuwidzenia sterowalnos$ci
mamy doczynienia z ukiadem dynamicznym bezopdézZnienn wsterowaniu. Zatem

wniosek 5.3.2 jest jednocze$nie znanym [231] , [291] , [330] warunkiem ko-



niecznym i wystarczajgcym aproksymacyjnej sterowalnoéci uktadéw dynamicz-
nych opisanych réwnaniami rézniczkowymi czgastkowymi typu parabolicznego,

bez opéinien w sterowaniu.

Uwaga 5.3.2, Kryteria wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci uzyskane
w niniejszym podrozdziale sg stuszne dla innych typéw warunkéw brzegowych
i innych obszaréw okres$lonos$ci réwnania (5.2.1), jednakze pod warunkiem,
ze krotnoéci wartosci witasnych operatora A bede réwne jednos$ci.Zastrze-
zenie to jest bardzo istotne, gdyz zmiana warunkéw brzegowych lub ksztat-
tu obszaru okres$lcnos$ci réwnania (5.2.1) wptywa w zasadniczy sposéb na

krotnosci wartosci wtasnych operatora A.

5.4. Warunki absolutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci [I90] , [l194]

Wykorzystujac rezultaty podrozdziatu 4.4 (w szczegd6lnos$ci wniosek 4.4.1),
w niniejszym podrozdziale zostane sformutowane warunki konieczne i wystar-
czajace absolutnej aproksymacyjnej sterowalnoéci w przedziale [o,t] (hM<T)
uktadu dynamicznego (5.2.1). Zatozenie < T obowigzuje w catym podroz-

dziale 5.4.

TWIERDZENIE 5.4.1. Uktad dynamiczny (5.2.1) jest absolutnie aproksyma-
cyjnie sterowalny w przedziela [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodze na-

stepujace nieréwnosci:

1-p /i=M .2
Z ] expiV i )bilk + °* dla %« = 1,2,3,... (5.4.1)

1=1 'i=0 /
Dowod. Napodstawie wniosku4.4.1 uktad dynamiczny (5.2.1) jest
absolutnie aproksymacyjnie starowalny wprzedziale [o.lj wtedy i tylko

wtedy, gdy uktad dynamiczny bez opéznien w sterowaniu, postaci

i=M
S(hM - h+)Bi (x)u(t ), (5.4.2)
i=0
jest aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [0,T - hM .

Uwzgledniajgc zaleznoéci (5.2.12) oraz (5.2.8) uzyskuje sie nastepuja-

ce rownosci:

i«M i=M k=00

2 S(hN" =2 2 e*P(-VhM- hi~ Bikok(x)
i=0 i



i=M  k=oo0
I . exp(-1khM)exp(/Lhi )Bikgk(x)
i=0 k=1
ol 9*P(- v M) exp(V i )Bxk9k(x) (5.4.3)
» 1=0
bil k bipk] © 1 =0,1,2 ... M, k=1,2,3,...
(5.4.4)
oznacza p-wymiarowy wektor wierszowy.
Stosujec do uktadu dynamicznego (5.4.2) znane-[291j , [300] , [330] - kry-

teria aproksymacyjnej sterowalnos$ci w przedziale [0.T - h ] uzyskuje sieg,

ze uktad dynamiczny (5.2.1) jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w
przedziale [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy

dla k = 1,2.3 (5.4.5)

Poniewaz nieréwnos$ci (5.4.5) se¢ rownowazne nieréwnoéciom (5.4.1),wiec te-

za twierdzenia 5.4.1 zostata dowiedziona.

5*5. aproksymacyjna sterowalno$¢ jednowymiarowych

uktadéw dynamicznych typu parabolicznenn [194]

Wyniki uzyskane w podrozdziatach 4.5 oraz 5.3 moge by¢ zastosowane do
badania wzglednej aproksymacyjnej sterowalno$ci uktadéw dynamicznych typu
parabolicznego ze wspétczynnikami zaleznymi od zmiennych przestrzennych.
Niech bedzie dany uktad dynamiczny S opisany liniowym réwnaniem réznicz-
kowym czestkowym typu parabolicznego z warunkami brzegowymi typu miesza-

nego oraz z opb6znieniem w sterowaniu, postaci nastepujacej:

+ bQ(x )u(t) + bh(x)u(t - h) (5.5.1)
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okreslonym dla (t,x) 6 [0,t] * [0,d] . gdzie O0<d

oraz O<h<T, spetnia-
jacym warunki brzegowe

(Fw)(t,x) = O (5.5.2)
oraz warunki poczatkowe

lira  Ijw(t ,x) - woMX)]l L |p> =0,

t >0

gdzie wQ(x) 6 L2 [o0,d] (5.5.3)

u(t) = uQ(t)6 L2 [-h,0] (5.5.4)

gdzie p(x)6QJ[0,d] . p(xX) >0, gq(x)6CJ[o0,d], bQ(x), bh(x) 6I—2[o,d](5 5 5
i

Operator brzegowy F : H2[o,d]-»R2 (H2[o.d] jest przestrzeni? Sobolewa) jest

postaci:

00w(t,O) + alQ
(Fw)(t,x) (5.5.6)

a0dWrt,d) + 3ld 9x~t,d A~

gdzie a00, alQ. aQd. a~SR, ado + 830 F & BFal abd % 8 " O

W przypadku warunkéw brzegowych

typu Dirichlet8 7al0 = aid = °* a00

aQd = 1) operator brzegowy F = FD jest postaci nastepujacej:
Tw(t,0)I
(Ff-wyt ,x) = (5.5.7)
0 [w(t,d)J

a odpowiedni uktad dynamiczny oznacza si¢ symbolem SQ.

W przypadku warunkéw brzegowych typu Neumanna (a0Q = aQd = O, alQ
= a = 1). operator brzegowy F = F

jest postaci nastepujacej:

(FNw)(t,x) (5.5.8)

a odpowiedni uktad dynamiczny oznacza sige symbolem S~



W szczegbélnym przypadku, gdy p(x) = 1 oraz q(x) =0 dla x6 [0.d], od-

powiednie uktady dynamiczne oznacza sie symbolami 3, 30, 3N.
Dla uktadu dynamicznego S stan zupeiny w chwili t = O, zQ = /wQ(x),
uo (t7 ~*2 " nefinicja 5.2.1 wzglgegdnej aproksymacyjnej ste-

rowalnoéci w przedziale [o,tf pozostaje w mocy dla uktadu dynamicznego S.
Podobnie jak w podrozdziale 5.2, definiuje sig¢ liniowy nieograniczony ope-

rator A : D(A) **L [P,d] ™ spos6b nastepujacy:
(Aw) (t,x) = (p(x) )+ oa(x)w(t,x) (5.5.9)

oraz

D(A) = Jw(t.x) 6L2[o,d] : (Aw)(t,x)e Lg[o,d] , (Fw)(t,x)=o0j (5.5.10)

Wiadomo. [97] , [231] , [290] . [291] , [299] . ze operator A jest samosprze-

zony, a jego wartosci wtasne ~ , k = 1,2,3,... sg rzeczywiste i poje-
dyncze oraz o krotnos$ci réwnej jeden, a odpowiadajgce im funkcjo wtasne
gk(x), x 6[0.d] . k = 1,2,3,... tworze ortonormalny ukitad zupeitny w prze-
strzeni Hilberta L2J[o,dl. Ponadto, poniewaz operator A jest infinitezy-

malnym generatorem silnie ciggtej, analitycznej poétgrupy liniowych ogra-
niczonych operatoréw, wiec wszystkie zatozenia twierdzenia 4.5.2 sg spet-

nione. Wprowadza sie oznaczenia

d d
bok = j bO(x)gk(x)dx, bhk = f bh(x)gk(x)dx, k= 1,2,3,... (5.5.11)
0 0

TWIERDZENIE 5.5.1. Uktad dynamiczny S jest wzglednie aproksymacyj-
nie sterowalny w przedziale J[o,tf wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzg naste-

pujaca nieréwnosci:

2 2
bok + bhk * °* dla k = (5.5.12)
Dowo6d. Poniewaz spetnione sg zatozenia twierdzenia 4.5.2 oraz

twierdzenia 5.3.1, wiec mozna wykorzysta¢ bezposrednio tezy tych twier-
dzen. Zatem, uwzgledniajac zaleznos$ci (5.3.1), (5.3.2) oraz (5.5.11) ,a tak-

ze fakt, ze w przypadku rozpatrywanego uktadu dynamicznego S «terowanie

jest skalarne (p = 1), uzyskuje sie teze twierdzenia 5.5.1.
Uwagga 5.5.1. Funkcje wtasne gk(x), k =1.2,3,... operatora A zaleze
w istotny spos6b od typu warunkéw brzegowych oraz postaci funkcji p(x) i

q(x). Tym niemniej, dla réwnania postaci (5.5.1) oraz warunkéw brzegowych



postaci (5.5.6), (5.5.7) lub (5.5.8) krotnos$ci wartos$ci witasnych operato-
ra A J, k=1,2,3,... sg zawsze roéwne jednos$ci [97] , [231] . [29]]

, a
zatem twierdzenie 5.5.1 jest prawdziwe takze dla uktadéw dynamicznych SQ
oraz SN> Dla uktadéw dynamicznych 3, 37, SN funkcje wtasne gk(x). k =
=1,2,3,... mozna jawnie wyznaczy¢ stosujgc rezultaty prac [95],[97j,[23]],

[291] . [330]

Uwaga 5.5.2. Uktad dynamiczny SQ jest szczegbélnym przypadkiem uktadu
dynamicznego (5.2.1) dla j =1, M=1, p =1, Bg(x) = b~ (x), B (x) =
= th(x). Oczywiscie w tym przypadku twierdzenie 5.5.1 pokrywa sig catko-

wicie z twierdzeniem 5.3.1.

5.6. Wzgledna, aproksymacyjna, brzegowa sterowalnos$¢ -jednowymiarowych

uktadéw dynamicznych typu parabolicznego [194]

W uktadach dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi
mamy do czynienia z dwoma zasadniczymi rodzajami sterowania - sterowaniem
roztozonym oraz sterowaniom brzegowym. Dotychczasowe rezultaty, podane w
poprzednich podrozdziatach, dotyczyty wytacznie sterowania roztozonego
(sterowanie wystepuje bezposrednio w réwnaniu uktadu). Obecnie zostang
sformutowane warunki konieczne i wystarczajgace wzglednej aproksymacyjnej
brzegowej sterowalnos$ci w przedziale [o,t] dla jednowymiarowego uktadu dy-

namicznego S°
= J;(p(x) + g(x)w(t,x) (5.6.1)

okreslonego dla (t.x)6 [0,T]x[0,d] , O0<d, O0<h<T, spetniajgcego warun-

ki poczagtkowe

lim Jlw(t,x) - w X]I = O, gdzie WQ(X)6L,, [o,d] (5.6.2)
t-»o0+ L2 L°"dcH

u(t) - uQ(t)e L2( [-h,0] , R2) (5.6.3)
oraz warunek brzegowy
(Fw)(t,x) = BQu(t) + Bhu(t - h) (5.6.4)

gdzie operator brzegowy F oraz funkcje p(x). q(x) spetniajag zatozenia
poczynione w podrozdziale 5.5, natomiast BQ oraz Bh sg statymi macie-

rzami 2 X 2-wymiarowymi, postaci



b110 b120 bllh b12h
Bh
_b210 b220_ _b21h b22h

(5.6.5)

Podobnie jak w podrozdziale 5.5, uktad dynamiczny (5.6.1) z warunkami brze-
gowymi typu Dirichleta (F = FQ) oznacza si¢ symbolem S°, natomiast z wa-
runkami brzegowymi typu Neumanna (F = F”) oznacza sie symbolem S°.W szcze-
g6lnym przypadku, gdy p(x) =1, q(x) = O, dla xg [0.d] , odpowiednie u-
ktady dynamiczne oznacza sie symbolami S°, S°. S°,

Definicja 5.5.1. Uktad dynamiczny S° nazywa sie wzglednie aproksyma-

cyjnie brzegowo sterowalnym w przedziale [o,t] , jezeli dla dowolnego sta-
nu zupetnego w chwili t = 0, zQ ={wO0(x). u0(t)]e L, [0,d] * I2( [-h,0] ,R2),
dowolnej funkcji WwT(x) 6L2 [o,d] oraz dowolnej liczby rzeczywistej t > O

istnieje sterowanie u6Lg([0,T], R2) takie, ze odpowiadajgca temu stero-

waniu trajektoria w(t,x) uktadu dynamicznego S° spetnia warunek

Uw(T,x) - wT X)]I] <£ (5.6.6)
4 I M

Definicja 5.5.1 jest modyfikacjg (dla sterowania brzegowego) definicji
5.2.1.

W celu wyznaczenia efektywnych Kkryteriéw wzglgednej aproksymacyjnej brze-
gowej sterowalnos$ci w przedziale [o,f] ukiadu dynamicznego S°, wykorzy-
stane zostang ogélne rezultaty podrozdziatéw 4.5 oraz 5.3. IV tym celu

wprowadza sie nastepujgce oznaczenia:

BOk = [fOk* fdk]BO' Bhk = [fOk* fdj Bh* kK = i«2-3«*-* (5.6.7)
gdzie
c = nfn 1 a00 (0) - al0gk(0) f “a0d d~T (d) + aid9k(d>
Ok 2 .2 ' Tdk P(d; 2 2o '
a00 10 aod ald
k =1,2,3,... (5.6.8)

TWIERDZENIE 5.6.1. Uktad dynamiczny S° jest wzglednie aproksymacyj-
nie brzegowosterowalny w przedziale [O,ﬂ wtedy i tylko wtedy,gdy zacho-

dzg nastegpujace zaleznosci:

r22d 1BOk' Bhk] “ X' dlak = 1-2-3.--- (5.6.9)



- 95 -

Dowo6d. Rozwigzanie w(t,x) réwnania (5.6.1) z warunkami (5.6.3)
oraz (5.6.4) nozna przedstawi¢ w postaci nastgpujacego szeregu funkcyjne-
go [28] , [36] . [37] , [190] , [218] , [219] i

k=00
w(t,x) =1>1 wk(t)gk(x). (t.x)6 [0.T]x[0.d] (5.6.10)
k=1

gdzie w~(t) sg wspoétczynnikami rozwinigecia wzgledem zupetnego, ortonor-
malnego uktadu gk(x), k =1,2,3,... Wspétczynniki wk(0. k =1,2,3,...
sg jednoczes$nie rozwigzaniami przeliczalnego wuktadu réwnan rézniczkowych

zwyczajnych postaci nastepujacej [?18] , [219]

wk(t) = ~kw](*:) + BQku(t) + Bhku(t - h), k =1,2,3,... (5.6.11)

Zatem uktad dynamiczny S° jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo stero-
walny w przedziale [p#'0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k = 1]2,3mn
uktad dynamiczny opisany réwnaniami (5.6*11) jest wzglednie sterowalny w
przedziale J[o.t] . Stad, wykorzystujgc znane [261] warunki konieczne i wy-
starczajgce wzglednej sterowalnos$ci w przedziale [o*t] uktadéw dynamicz-
nych postaci (5.6.11), uzyskuje sie teze twierdzenia 5.6.1.

Wykorzystujac zaleznoéci (5.6.7) oraz (5.6.8), na podstawie twierdze-
nia 5.6.1, mozna otrzymac¢ szereg warunkéw koniecznych i wystarczajgcych
wzglednej aproksymacyjnej brzegowej‘'sterowalnoéci w przedziale [o,qg dla

szczeg6lnych przypadkéw uktadu dynamicznego S°. Przypadki te uzyskuje si$

poprzez specyfikacje elementéw macierzy Bqg oraz 7 jak réwniez poprzez
zmiane typu warunkéw brzegowych (uktady dynamiczne SA, SN) lub funkciji
p(x) oraz q(x) (uktady dynamiczne S°. 1°, $°). Ponizsze wnioski pre-
cyzuja warunki konieczne i wystarczajgce wzglednej aproksymacyjnej brze-

gowej sterowalnos$ci dla tych przypadkéw szczegélnych. Poniewaz wszystkie
te wnioski wynikajg bezposrednio =z twierdzenia 5.6.1 oraz zalezno$ci

(5.6.7) i (5.6.8), wiec zostang one podane bez dowoddéw.

Wniosek 5.6.1. Uktad dynamiczny S° jest wzglednie aproksymacyjnie

brzegowo sterowalny w przedziale [o,t] wtedy i tylko wtedy, gdy

+ (W (0) ~ (0) " b220p(d) ST (d))2 +



+ (bIlhP(0O>~  (0) - b2ilhp(d>~  (d))2 +

dg dg
+ (bi2hp(0) dT" (0) “ b22hp(d) dx (d)) * O (5.6.12)

dla k 3 1]2i3]ee-
Wniosek 5.6.2. Uktad dynamiczny S® Jest wzglednie aproksymacyjnie
brzegowo sterowalny w przedziale [0,Tj wtedy i tylko wtedy, gdy

(-bHOP(° "9k (°) + b2I0P(d)9k(d” 2 + ("bi20P(° (°) + b220p(d)9k(d))2+

+{-bllhp(0)9k(0) + b2lhp(d))2 + (-b12hp(0)9k(0) + b22hp(d)9k(d))2 * 0O

dla k = 1,2,3,... (5.6.13)
Wniosek 5.6.3. Jezeli b1l20 = b210 = bl2h = b2l1h = to uktad dyna-
miczny S Jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w prze-

dziale [o,t] wtedy i tylko wtedy, gdy
(p(0)(a@Q ~ (0) - alo09k(0)))2(b210+ b2lh)

+ (p(d)(aldgk(d) - aQd ~  (d)))2(b220 ¢ b22h > * °* dla k = 1.2,3,-.
(5.6.14)

Wnciosek 5.6.4. Jezeli bl’\O = b226 = bl?h = b22’n = 0, to uktad dynamicz-

ny S jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale

[0,i] wtedy i tylko wtedy, gdy

" aoco 371 (°) - al09k(0) , nm ” aod d” (d) +aid9k(d) 2
[ J—— 2— — 2 + 210 2 >
alo a0d + ald
99K (6) - ag. (0) "
+(bllhp(0) J & 4 o - a0d dT,, (d) taidgk(d) 2{n
aoo + aio a0d + aid

dla k =1,2,3,... (5.6.15)



Wniosek 5.6.5. Jezeli b120 ~ b210 = bl2h = b21h = °* t0 uktad dyna-~
raiczny S° jost wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny W prze-

dziale [0,i] wtedy i tylko wtedy, gdy

(P(°) S 1 (0))2<b110 + blIh5 +

+ (p(d) (d))2(b]2Q + b22) 4 0, dla k

1,2,3,... (5.6.16)

Wniosek 5.6.6. Jezeli bl20 = b220 = bl2h = b22h = 0, to uktad dynamicz-
ny jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale

[0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy

(-bliOp(°)gk(°) +b210p(d)gk(d))2 +

+ (-b hp(0)gk(0)gk(0) + b21hp(d)gfc(d))2 0, dla k= 1,2,3,...
(5.6.17)

Wniosek 5.6.7. Jezeli bl12Q = b ~ = b~ = b21lh = 0. to uktad dynamicz-

ny ~jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale

[0,T) wtedy i tylko wtedy, gdy

(P(0)gk(0))2(b210 * b2ih)

+ (p(d)gk(d))2(b]2Q + b22h~ ~ °x dla k= 1'2'3" -* (5.6.18)

Wniosek 5.6.8. Jezeli b12Q = bl1l2h = b22Q = b22h = O.to uktad dynamicz-
ny jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w przedziale

[0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy

(b110p(0) d~ (0) " b210p(d) (d))2 +

+ (b hp(0) ~ (0) - b21hP(d) dx* (d~2 * 0 dla k = 1<2«3'**"
Ih dx 1 (5.6.19")
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Przyktad 5.6.1. Niech bedzie dany uktad dynamiczny Sp, dla ktérego

b120 = b220 = bl2h = b22h = °* wiadomo. [?5] . [291] , [299] . ze dla powyz-
szego ukiadu dynamicznego wartosci witasne k =1,2,3,... oraz funkcje
wtasne 9k(x)» k =1,2,3,... maje nastepujgc? postac:

« /K3T >2

Ak = * (-d“; k=1.2,3,... (5.6.20)

9k(x) = Vf sin(~), xe[O0,d]t k =1,2,3,... (5.6.21)
Sted

dok K j

at O - 47 ¢ k=1,2,3,.. (5.6.22)

dok

« (d) = foo(-1) k =1,2,3,... (5.6.23)
Poniewaz p(0) = p(d) =1, zatem na mocy wniosku 5.6.8, rozpatrywany uktad

dynamiczny 3Q jest wzglednie aproksymacyjnie brzegowo sterowalny w prze-

dziale [0,T] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza nastepujace nieré6wnosci:

(b110 " b210(-1)I<)2 + (bllh " b21lh(-)I<)2 * °* dla k = 1.2.3,... (5.6.24)

Zaleznosci (5.6.24) sa réwnowazne nastepujacemu warunkowi:

biilo] + p2lo] lub  Pplih] = Ib2lh] (5.6.25)

Warunek (5.6.25) jest najprostszym warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym wzglednej sterowalnos$ci w przedziale [0,T] rozpatrywanego uktadu dyna-

micznego 3®.



ROZDZIAL 6

STEROWALNOSC LINIOWYCH, DYSKRETNYCH, NIESKONCZENIE WYMIAROWYCH
UKLADOW DYNAMICZNYCH Z OPOZNIENIAMI W STEROWANIU

6.1. Wprowadzenie

Réwnolegle z rozwojem teorii sterowalnos$ci ciggtych uktadéw dynamicz-
nych powstawaty prace dotyczgce zagadnien sterowalnos$ci dyskretnych ukta-
déw dynamicznych opisanych liniowymi réwnaniami réznicowymi [I52] , [I53] ,
[310] , [345] . W przypadku, gdy uktad dyskretny otrzymuje sie¢ na drodze dys-
kretyzacji liniowego, ciggtego, skonczenie wymiarowego uktadu dynamiczne-
go, sterowalno$¢ uktadu ciggtego nie zawsze gwarantuje sterowalnos$¢ ukta-
du dyskretnego. Zalezne jest to w sposéb istotny od wartosci wiasnych ma-
cierzy stanu uktadu ciggtego QI8 , [40] , [89] . Podobnie jak dla ciggtych
uktadéw dynamicznych, takze w przypadku uktadéw dyskretnych rozpatruje sie
sterowalnos$¢ uktadow ztozonych [266]

W ostatnich latach, oprécz uktadéw dyskretnych z jednag zmienng nieza-
lezna, rozpatruje sie w literaturze takze liniowe uktady dyskretne skon-
czenie wymiarowe o dwu zmiennych niezaleznych, tzw. 2-D uktady. Wigze sieg
to $cidle z zastosowaniem tych ukitadéw w teorii dwuwymiarowych filtréow Ili-
niowych [IOI] , a takze w teorii proceséw dwuliniowych [287] . W$rdéd szere-
gu prac poswieconych problematyce 2-D uktadéw kilka dotyczy bezposdrednio
zagadnien sterowalnos$ci tych uktadéw, sa to mianowicie prace: [84] ,[85]
[101] , [287] . [31A

Sterowalno$¢ liniowych, skonhczenie wymiarowych uktadéw dyskretnych z

op6znieniami w stanie lub sterowaniu byta rozpatrywana w nastgepujacych pra-
cach : [123] , [I83] , [184 . [192] , [244] , [253] .

Rozszerzenie rezultatéw dotyczacych sterowalnos$ci liniowych uktadéw dys-
kretnych na przypadek uktadéw dyskretnych okreslonych w nieskonnczenie wy-
miarowych przestrzeniach Banacha lub Hilberta oraz na analize wynikaja-
cych stad probleméw zawierajg nastepujace pozycje literaturowe : [104], [1057,
[r06] , [108] , [109] , ([lIlO] , [125] , [126] , [188] . Stosunkowo duzo uwagi po-
Swiecono w nich dyskretnym ukiadom dynamicznym z operatorem przesunigcia,
a takze problematyce ich realizacji, z wykorzystaniem podprzestrzeni nie-
zmienniczych operatora przesunigcia oraz wektorowych operatoréw Hankela
[106] , [108] , [109] .
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W niniejszym rozdziale zostang sformutowane warunki konioczne i wystar-
czajgce roznych rodzajow sterowalnos$ci dla liniowych, dyskretnych,okres$lo-
nych w nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta.uktadéw dynamicz-

nych z opéznieniami w sterowaniu.

6.2. Opis uktadu dynamicznego i podstawowe definicje [I83] , [184] , [I88]

Podobnie jak w przypadku uktadéw ciggtych, takze dla dyskretnych ukta-
déw dynamicznych z opéznieniami w sterowaniu, okres$lonych w przestrzeniach
Hilberta, mozna zdefiniowaé¢ Kkilka réznych rodzajow sterowalno$ci.W niniej-
szym podrozdziale zostang sformutowane podstawowe definicje sterowalno-
$§ci dla nastgpujacego dyskretnego uktadu dynamicznego z wielokrotnymi o-

péznieniami w sterowaniu:

i=M
x(k+1) = A(k )x(k) + Si(k )u(k-i) k6 [ko *kN—J
i=0
gdzie:
[kQ.k"] = ~"kQ,k0+I, kQ+2,...,kQ+Nj-,kQ jest liczbg catkowita

x(k)ex, dla k£ [kQ.kN], X jest przestrzenig Hilberta

u(k)eU, dla k6 tko"M,I<N-I-! * U Jest Pr2®strzenie Hilberta

A(k) e 2(X), dla k6 [KO.KN_J

B~ kjfr Z(U,X), dla ke [kO,kN_J oraz i 6 [o,n
Symbolika dotyczgaca przestrzeni Hilberta oraz operatoréw liniowych wprze-

strzeniach Hilberta, podana w podrozdziale 4.1, bedzie réwniez obowigzywa-

ta w niniejszym rozdziale. Podobnie jak dla uktadéw ciggtych, stan zupet-

ny w chwili k uktadu dynamicznego (6.2.1) jest postaci:
Zk = -(x(k)»* (k-M) ,u(k-M+1),.. . ,u(k-2),u(k-1)J-6X x Ux Ux ... x U=XxUM
Jezeli A(k) = A oraz B~k) = dla k€ [kjj.k”~J oraz 16[o,m], wow-

czas uktad dynamiczny (6.2.1) staje sie uktadem stacjonarnym nastepujacej

postaci:

i-M
x(k+1) - A x(k) + 7~ Bxu (k-i) kfe[O,N-1] (6.2.2)
i=0
Ola dyskretnych, stacjonarnych uktadéw dynamicznych mozna, baz utraty o-

g6lnosci przyjaé¢, ze chwila poczatkowa kQ a O.
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Dla nieskonczenie wymiarowych uktadéw dysktetnych z opéZnieniami w ste-
rowaniu, z tych samych wzgledéw jak dla uktadéw ciggtych (podrozdziat 4.2i
wprowadza sie nastepujace rodzaje sterowalnos$ci: wzgledng aproksymacyjnag
(doktadng) sterowalno$¢ oraz absolutna aproksymacyjng (doktadng) sterowal-
nosc¢.

Definicja 6.2.1. Uktad dynamiczny (6.2.1) nazywa sie uktadem wzglednie
aproksymacyjnie (doktadnie) sterowalnym w przedziale [kg»k~]f jezeli dla

kazdego poczatkowego stanu zupeitnego z , kazdego wektora xN6 X oraz kaz-
0 .
dej liczby rzeczywistej £ > O (t= O0O) istnieje sekwencja sterowan u(kO;.

u(ko+1) u(kN-2),u(kN-1) taka, ze odpowiadajgca tej sekwencji stero-

wan trajektoria x(k) uktadu dynamicznego (6,2.1) spetnia warunek

lIx(KN5 * XJ X < (6.2.3)

Definicja 6.2.2. Uktad dynamiczny (6.2.1) nazywa sie uktadem absolut-

nie aproksymacyjnie (doktadnie) sterowalnym w przedziale [kQ*knJ'

jezeli dla kazdego poczgatkowego stanu zupetnego z”~ , kazdego koricowego
stanu zupetnego z~ =-~x(kN),u(kN-M),u(kN~M+1),... ,u(kN~2),u(kN~1I)j- oraz
kazdej liczby rzeczywistej t >O (£=0) istnieje sekwencja sterowan
u(kO),u(kO+1),u(k0+2).......... U(kN-M-2).u(kN-M-1) taka. ze odpowiadajaca tej

sekwencjisterowan trajektoria x(k) uktadu dynamicznego(6.2.1) spet-

nia warunek
IIx(kN) - x(kN)|Ix < £ (6.2.4)

Modyfikacje powyzszych definicji dla uktadu dynamicznego (6.2.2) sg oczy-
wiste (kQ = 0).

6.3. Warunki wzglednej aproksymacyjnej sterowalnos$ci [I88]

Przy zadanym poczatkowym stanie zupetnym zfc jednoznaczne rozwigza-

nie liniowego réwnania réznicowego (6.2.1) jest nastepujacej postaci [I83],
[184] . [310]

j=k-1 i=M
x(k) = F(k,kO)x(kO0) + F(k.J+D Bi (J,u(Jd“l) dla k > kO

J“ kO 1=0 (6.3.1)
gdzieF (k,j)ei(X) jest operatorem tranzycji uktadu(6.2.1) 0 nastepu-

jacych wtasnosciach:
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F(k.j) = F(k,j*+DA(j) = A(k-1)A(k-2)...A(j+1)A(]) dla  k > j

F(k.k) I

F(k,j) nie jest okres$lony dla k< j.

W przypadku gdy operatory A(k) posiadaj? dla wszystkich k ograniczo-
ne operatory odwrotne, tzn.A-1(k) istniej? oraz A-1(k)6X(X), woéwczas o-
perator tranzycji F(k,j) jest okres$lony takze dla k< j w nastepujacy
spos6b: [183] , [192] , [3Id]

F(k.j) = A_1(K)F(k+1,j) = A"1(K)A"1(k+i)...A"1(j-2)A-1(j-1) dla k<]j

W tym przypadku operator tranzycji F(k,j) posiada pewne dodatkowe wias-
nosci
(i) F(k,j) posiada ograniczony operator odwrotny dla Wszystkich k,j,a po-
nadto zachodzi nastepujgaca réwnosc¢: F-1(k,j) = F(j,k)E <X(X)
(ii) F(k,j) = F(k,i)F(i,j) dla wszystkich k,i,j.
Oezeli A(k) = A dla wszystkich k, wéwczas F(k,j) = A™-j dla k >j, a
jesli ponadto A if(X), wéwczas F(k,j) = Ak ~ dla wszystkich k oraz j.
We wszystkich powyzszych zaleznos$ciach potegowanie operatoréw jest ro-
zumiane w sensie kolejnego sktadania operatorow.
Wykorzystuj?c zalezno$¢ (6.2.5) oraz dokonujac zmian w kolejnos$ci sumo-
wania, rozwi?zanie réwnania (6.2.1) dla k = kN mozna przedstawi¢ w na-

stepuj?cej formie:

0
i=M  j=k -i-1I
F(KN*j+i+1 ™ (j+iM j) (6.3.2)
i=0  j=kO-i
Niech
N - I, dla M > N
(6.3.3)

dla M < N
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Poniewaz wartosci sterowania wu(j) dla j6 [kg-M,kg-1] wchodze do defini-

cji stanu zupetnego z , wiec w celu ich wydzielenia nalezy zalezno$¢
kO
(6.3.2) przeksztatci¢ do nastepujacej postaci:

iz=m J”p-1
x(kN) = F(I<N-l<0)x(kOQO) + 2 "> I F(kN.j+i+1)Bi (j+i)u(j) +
i=0  j=kQ-i
i=m
) +
s _
I=° j=«ko
i=M j=kN-i3

F(KN.j+i+i)Bi (j+i)u(j)

S :
i»m+I j:ko_i

,0) + x(kN,0,u0

gdzie

F(KN'KO )x(kO) °

i-0  j=kQ@i
i=M jUKRN"i-:
(6.3.5)

s >
i=m+lg iro-1
(kN'°‘u(kQ)’ u(k.
i=a J-k -i-1

i(j) (6.3.6)
s >
i=0 j=kc

Sktadowa x(kM.z ,0) jest zalezna wytacznie od poczatkowego stanu zu-
O

petnego z, i nie ma zadnego wplywu na sterowalnos$¢ ukiadu dynamicznego
kO

(6.2.1). Natomiast sktadowa (6.3.6) jest zalezna od sekwencji sterowan

u(.k ), u(kr.+l). u(kQ+2) ... u(kN-2),u(kN-1), w zwiazku z czym raa ona de-

cydujacy wplyw na sterowalno$é¢ ukladu dynamicznego (6.2.1).
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Ola skrécenia zapisu wprowadza sig¢ nastgepujace oznaczenia:

X3E£'m(2k0 ' x(kN)) = x(kN> “ F(kN*k0)x (k0>

i= Jéo—l
'E F(KN,j+i+1)Bi (j+i)u(j)

i=0  j=kO-i
i=M J=kN-i-1 -
-E S RROHBUILY e
i=m+Il  j-kg-i
i=n(j)
X(U,X)3P(j) = Ffk~Aj+i+UB2MNj+i) j6 [k O.kN-1] (6.3.8)
i=0
gdzie
m(j) = min(m,kN-j-1) (6.3.9)

S(kQ.kN)6 a(uN.X) jest operatorem zdefiniowanym nastepujaca réwnoscia:

A=kN_1
UN9{u(kO).u(ko+1l),.... u(kN-2).u(kN-1)j_i. P(j)u(j)eX (6.3.10)
j=kO
Obecnie zostanie zdefiniowany tzw. operator wzglednej sterowalnosci

w(kO .kN).bedacy odpowiednikiem dla przypadku przestrzeni nieskonczenie wy-
miarowych, znanej, [I83] , [I84] , macierzy wzglednej sterowalnos$ci. Opera-
tor ten jest zdefiniowany w sposéb nastepujacy:

J-KN-1
w(k0.kN) = s(k0.kN)s*(k0.kN) =
J=k0
3=kN-| I=m(j ) ] “iem (j) i
J1] Fan Br(j+i)F*(kN,j+i+1) |

J=kr L i=0
i=0 (6.3.11)
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Poniewaz dla przestrzeni Hilbarta X zachodzi réwnos¢ X = X,wigc o-
perator wzglednej sterowalnos$ci Wfkg.k”) 6 i£(X) oraz na mocy (6.3.11)
W(kQ,kN) = W#*(kO,kN), czyli jest operatorem samosprzezonym. Wprowadzenie
operatora wzglednej sterowalnos$ci umozliwia badanie réznych rodzajéw ste-
rowalnos$ci uktadu dynamicznego (6.2.1) w podobny sposéb, jak w przypadku

skohczenie wymiarowych, dyskretnych uktadéw dynamicznych [I183] , [I84]
TWIERDZENIE 6.3.1. Nastepujace warunki sg réwnowazne
(i) Uktad dynamiczny (6.2.1) jest wzglednie aproksymacyjnie sterowalny

w przedziale [*o”™ nlI*

(ii) s(kQ.kN)uN = X

(iii) Operator S(kQ,kN) posiada operator odwrotny (niekoniecznie ograni-
czony).
(iv) Operator wzglednej sterowalnos$ci W(kQ,kN) posiada operator odwrot-

ny (niekoniecznie ograniczony).

Dowo¢d. (i )<=>(ii). Na podstawie definicji 6.2.1 oraz relacji
(6.3.4), (6.3.5), (6.3.6) uktad dynamiczny (6.2.1) jest wzglednie aproksy-
macyjnie sterowalny w przedziale wtedY i tylko wtedy, gdy zbior

wartps$ci operatora okres$lonego prawg strong réwnos$ci (6.3.6) jest gesty w

przestrzeni X. Poniewaz zachodzg nastepujgaco réwnosci:

T
£ S F(KN,j+i+1)Bi (j+i)u(j) =
i=0 j=kQ
j=kN-1 i=m(j)

H |Z 1 F(KN,j+i+)Qi (j+i)u(j) =
ji=kQ i-0

= P(j)u(j) = S(kO,kN)Ju(kO).u{kO+1).... ,u(kN-2),u(kN-1)j- 6 X
J=kO (6.3.12)

wiec na podstawia zaleznos$ci (6.3.6) oraz (6.3.12) uktad dynamiczny (6.2.1)
jest wzglednie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [kO«kNJ wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy zachodzi warunek (ii).

(ii) I > (iii). Dezeli zachodzi réwnos¢ (ii), to operator S~fkg.k”) ma
jednoeleraentowag podprzestrzen zerowa, tzn, N(S*(kQ,kN)) = 0X> Zatem ope-
rator S*(kQ,kN) jest operatorem injektywnym i posiada operator odwrotny,

ktéry niekoniecznie jest operatorem ograniczonym.
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(iii) | =>(iv). Oezeli operator S*(kO,kN) posiada operator odwrotny
(niekoniecznie ograniczony), to wéwczas, na podstawie zaleznos$ci (6.3.11),
operator W(kg,kN) posiada takze operator odwrotny (niekoniecznie ogra-
niczony).

(iv) t=>(ii). Oezeli operator W(kQ, ) posiada operator odwrotny,
woéwczas jego zbidér wartosci jest co najmniej gesty w przestrzeni Hilberta
X (gdyz jest operatorem samosprzezonym). Zatem na mocy pierwszej réwno-
$§ci we wzorze (6.3.11) operator S(kO,kN) takze ma co najmniej gesty zbior
wartosci w przestrzeni X

Bioragc pod uwage powyzej dowiedzione implikacje réwnowazno$¢ warunkoéw
w tezie twierdzenia 6.3.1 zostata udowodniona.

Wniosek 6.3.1. Oezeli B~ k) sg dla i 6 [o,m oraz k6 [kQ,kN J ope-
ratorami skonczenie wymiarowymi, woéwczas uktad dynamiczny (6.2.1) nie jest
wzglednie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [kO«kN] dla nieskoncze-

nie wymiarowych przestrzeni Hilberta X.

Dowé6d. Oezeli zatozenia wniosku 6.3.1 sg spetnione, to przeciw-
dziedzina operatora S(kQ»k”) jest skornczong sumag skonczenie wymiarowych
podprzestrzeni liniowych, a wigc nie moze by¢ gesta w nieskornczenie wymia-
rowej przestrzeni Hilberta X.

Uwaga 6.3.1. W przypadku stacjonarnego uktadu dynamicznego postaci
(6.2.2) operatory SCkQ,k”) oraz w(ko'lN~" P° uwzglednieniu zaleznos$ci
(6.3.8), (6.3.10) oraz (6.3.11), sa nastepujacej postaci:

s (kQ.kN>£u (kQ), u(kQ+ 1), ..., u(kN-2), u(kN~1)] =
J=kN-1 i=">(j)
Vo ~N—i (k.,-j-i-l)
y . , A N Bi (j+1i) (6.3.13)
j=koO i-0
jAN"1 i=m(j ) o -i "i=zm(j ) o
-sT--—-—-1 (k -j-i-1) o o Mk -j-i-lH
W(kO 'kN) = . A Bri+i) G B\(J“)A
c ko L 10 Lij=o
1= (6.3.14)

We wzorach (6.3.13) oraz (6.3.14) mozna przyjac¢, bez utraty ogoélnosci
rozwazan, ze k8 =0, k/N\I = N, a wiigc rozpatrywac¢ wzgledng aproksymacyjna

sterowalnos$¢ w przedziale [o,Nj.

6.4. Warunki absolutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci [I88]

Przy formutowaniu warunkéw absolutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci w
przedziale [kO,k . na mocy definicji 6.2.2 zaktada sig¢, ze M< N. Zato-
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zenie to obowigzuje w catltym podrozdziale 6.4, w ktérym zostang sformuto-
wane warunki konieczne i wystarczajgce absolutnej aproksymacyjnej stero-
walnoéci w przedziale [kQ.kN uktadu dynamicznego (6.2.1). Podobnie jak w
przypadku ciggtych uktadéw dynamicznych z opéznieniami w sterowaniu,takze
dla uktadéw dynamicznych dyskretnych z opézZnieniami w sterowaniu zostanie
dowiedzione, ze absolutna aproksymacyjna sterowalno$¢ w przedziale [KQ,KkN]
jest réwnowazna aproksymacyjnej sterowalnos$ci w przedziale [kQ, H] pew-

nego dyskretnego uktadu dynamicznego bez opézZnienn w sterowaniu,

TWIERDZENIE 6.4.1. Oezeli operatory A(k) posiadaja ograniczone opera-
tory odwrotne dla k6 [kQ,kN-1] . to uktad dynamiczny (6.2.1) jest absolut-
nie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale[kO.kf)] wtedy i tylko wtedy,

gdy dyskretny uktad dynamicznybez opéznien

x(k+1) = A(k)x(k) + D(k)u(k) (6.4.1)
gdzie
i=M
D(k) =2 Ffk.k+i+1jBrk+i) (6.4.2)
i=0

jest aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [ kO»kfg"M*

Dowé6d. Oezeli operatory A(k) maja ograniczone operatory odwrot-
ne dla k 6 [ko'kN-1] ' tO wykorzystujec wtasnos$ci operatora tranzycji F(k,j),
wyszczeg6lnione w podrozdziale 6.2 oraz zaleznoéci (6.3.4), (6.3.5),(6.3.7),
mozna rozwigzanie rownania (6.2.1) przedstawi¢ w nastepujacej.dogodnej do

dalszych rozwazan postaci:

x(kN) = *(kN.zk .0) + x(kN,0,u(kO0).u(kO0o+1I)....,u(kN-2-M),u(k-M-1)) +
+ X(kN.O,u(kN-M),u(kN-M+1) u(kN-2),u(kN-1)) (6.4.3)
gdzie
Xx(kN.O,u(kO),u(kO+1).......... u(kN-2-M),u(kN-M-1)) =
i-M  J-k,-M-i
z S F(KN.j+i+1)Bi (j+i)u(j) (6.4.4)

i=0  j=kQ
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x(KN,0,u(kN-M),u(kN-M+1),...,u(kN-2), u(kN-1)) =
i=M  J=KN-i-|
F(KN,j+i+1 )Bx(j+i)u(j) (6.4.5)
i-0 j=kN-M

Sktadowa rozwigzania dana relacje (6,4.5) jest zalezna od stanu zupet-

nego z i nie ma wptywu na sterowalno$¢ uktadu. Skitadowa rozwigzania
N
dana relacja (6.4.4) jest zalezna od sterowania w przedziale [kO «kN-M-1]

i ma decydujgcy wpityw na absolutng aproksymacyjna sterowalno$¢é w przedzia-
le [kO'kN] uktadu dynamicznego (6.2.1). Ponadto, na mocy wzoru (6.4.2),
zaleznos$¢ (6.4.4) mozna przeksztatci¢ nastepujgco:

F(kN,j+i+1)Bi (j+i)u(j) =

i-0 j=ko
i-M
=" Ip(KN.j*i-H )Bi (j+i)u(j) =
j=ko i-0
i-M
= F(kN,kN~M-1) N-M -i,j) F(j.j+i+D)Bi(j+i)u(j) =
j=kQ i-0
= F(kN,kN-M-1) F(KN-M -1.j)0 (j)u (j) (6.4.6)
j=ko

Poniewaz operator F(kN,kN~M-l) jest odwracalny, a ponadto odwrotny do
niego operator jest operatorem ograniczonym, wiec na podstawie definicji
6.2.2 uktad dynamiczny (6.2.1) jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny
w przedziale [kO,kN] wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér wartosci operatora
j=kN-M-I

" F(KN-M=-1,j)O0 (j)u (j) jest gesty W przestrzeni X, co z drugiej
j=ko
strony jest réwnowazne aproksymacyjnej sterowalnoéci w przedziale [kQ,kN-Mj
uktadu dynamicznego postaci (6.4.1) [l0o4] , [I25] , [l26] ,
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Wniosek 6.4.1. Jezeli A_1(k)eX(X) oraz B.(k) s? operatorami skon-
czenift wymiarowymi dla k6 [KQ.kN-I] . i c¢c M , to uktad dynamiczny
(6.2.1) nie jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [kg.KkjJ
dla nieskonczenie wymiarowej przestrzeni X.

Dowé6d. Jezeli zalezenia wniosku 6.4.1 se¢ speinione, to przeciw-

dziedzina operatora okres$lonego relacjag (6.4.6) jest skoriczong sumg skcn-

czenie wymiarowych podprzestrzeni liniowych, a wigc nie moze byc gesta w

nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta X.

Wniosek 6.4.2. Jezeli A"l (k) dla k 6 [KQ.kN-1] to uktad dyna-

miczny (6.2.1) jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale
Lk kj wtedy i tylko wtedy, gdy samosprzezony operator wM(kOe+kN) s X-*-X,

zdefiniowany nastepujaca réwnoscia:
j=kN-M-1
WM{kO'kN) = ~ m F(kN-M-1.j)D(j)D*(j)F*(kN-M-1,j)¢

(6.4.7)

posiada operator odwrotny (niekoniecznie ograniczony).

Dowé6d. Jezeli A"1(k)6~7"(X) dla k6 [kO.kN-1] , wéwczas operator
tranzycji jest odwracalny oraz F_ 1(kN,kN-M-1)6 *(X). Zatem, na podstawie
twierdzenia 6.4.1 oraz znanych [l04] . [l08] , warunkéw koniecznych i owy-

starcza jsSjcych aproksymacyjnej sterowalnos$é¢! w przedziale [ky.kj dyskret-

nego uktadu dynamicznego bez opéiniehnh w sterowaniu,uktad “dynamiczny (6.2.1)

jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale [kp.k~] wtedy i

tylko wtedy, gdy operator W N~ posiada operator odwrotny (nieko-
niecznie ograniczony).
W sytuacji, gdy nie wszystkie operatory A(k), k6 [kO.kN“Ij posiadaja

ograniczone operatory odwrotne, woéwczas twierdzenie 6.4.1 nie noze by¢ za-

stosowane, w zwigzku z czym nalezy poszukiwaé¢ innych, ogélniejszych Kry-

teriow absolutnej aproksymacyjnej sterowalnos$ci. U tym celu definiuje sig

samosprzezony operator «.(k”~kj : X~X w sposéb nastepujacy:

j-kN-n-i o i=M

F(KN,j+i+1)Bi(j+i) " 3*¥(jri)F*(kM,j+i+l)
WArKO,kNA= A> ]

i=ks i=0 >=o (6.4.8)

Operator W (kQ,kN) odgrywa przy badaniu absolutnej aproksymacyjnej ste-

rowalnos$ci 3te samg role,co operator W(kO.kN) przy badaniu wzglednej

aproksymacyjnej sterowalnosci.
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TWIERDZENIE 6.4.2. Uktad dynamiczny (6.2.1) jest absolutnie aproksyma-
cyjnie sterowalny w przedziale [kQ,kN] wtedy i tylko wtedy, gdy operator
Warko 'kN~ Jest odwracalny.

Dowéd. Na podstawie definicji 6.2.2 oraz relacji 6.4.4 uktad dy-
namiczny 6.2.1 jest absolutnie aproksymacyjnie sterowalny w przedziale
[kO.kN wtedy i tylko wtedy, gdy operator Sg(kQ,kN)¢ £(UN_M,X).zdefinio-

wany nastepujgcag roéwnosci?:

(6.4.9)
posiada gesta przeciwdziedzine W przestrzeni X. Poniewaz W (k k ) =
wiec gestos¢ przeciwdziedziny operatora sa (kO 'kN~

jest rownowazna istnieniu operatora wa” O,kN) (niekoniecznie ograniczo-

nego),co kornczy dowdd twierdzenia.

Uwaga 6.4.1. W przypadku gdy uktad dyskretny postaci (6.2.1) uzyskuje
sie poprzez dyskretyzacje uktadu ciggtego postaci (4.2.1), wowczas przy
zatozeniu, ze operator A jest infinitezymalnym generatorem silnie ciag-

tej grupy przeksztatcen liniowych 3(t), t 6 R, otrzymuje sie zawsze od-
wracalne operatory A(k) dla k€ [kO,kN-1J, a ponadto A"1(k)e £(X ). Dest
to uogdlnienie, na przypadek nieskoriczenie wymiarowy, znanego faktu z teo-
rii dyskretnych uktadéw dynamicznych skonczenie wymiarowych [401 , [192j ,
[310] .

Uwagg 6.4.2. Dyskretne uktady dynamiczne postaci (6.2.1) z operatorami
A (k;6 ar(X) sa uktadami dynamicznymi niezdegenerowanymi [I92] , [222], [345]
i wéwczas bez utraty ogélnosci mozna przyjeé¢, ze stan koncowy x(kN) = 0OX.
Brak degeneracji w uktadzie gwarantuje nam, ze mozliwo$¢é osiggnigcia kon-
cowego stanu zerowego jest réwnowazna mozliwos$ci osiggniecia, z dowolng
doktadnos$ciag, dowolnego niezerowego stanu koricowego. Ola uktadéw zdegene-
rowanych réwnowaznos$é¢ taka nie zawsze wystepuje (do stanu zerowego jest

sie tatwiej "dosterowac").

6.5. Warunki wzglednej oraz absolutnej doktadnel sterowalnos$ci [I88]

Wykorzystujac oznaczenia wprowadzone w poprzednich podrozdziatach ni-
niejszego rozdziatu, obecnie zostang sformutowane warunki konieczne i wy-

starczajgce wzglednej oraz absolutnej doktadnej sterowalnos$ci w przedzia-

le [ko'kN] “ktadu dynamicznego postaci (6.2.1).



TWIERDZENIE 6.5.1. Nastepujace warunki s? réwnowazne:
(i) Uktad dynamiczny (6.2.1) jest wzglednie sterowalny w przedziale

Lko 'kJ *
(ii) S(kO.KN)UN = X.

(iii) Operator S*(kO,kN) posiada ograniczony operator odwrotny.

(iv) Operator W(kO»IN) posiada ograniczony operator odwrotny.

Do w6 d. (i)<=>(ii). Na podstawie definicji 6.2.1 oraz relacji
(6.3.6), (6.3.12), a takze dowodu twierdzenia 6.3.1 uktad dynamiczny
(6.2.1) jest wzglednie doktadnie sterowalny w przedziale [kQ,kNJ wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (ii).

(ii) B i>(iii ). Podobnie jak w twierdzeniu 6.3.1, z warunku (ii) wyni-
ka, ze operator S*(k0,kN) jest odwracalny. Ponadto, poniewaz zbiér war-

tosci operatora s*(ko*kN) Jest domkniety, wiec na mocy twierdzenia o od-

wzorowaniu otwartym S-2~*(kQ,k”) jest operatorem ograniczonym.

(iii) =*(iv). Implikacja ta wynika bezposrednio z twierdzenia o od-
wzorowaniu otwartym.

(iv) t=>(ii). Poniewaz operator W(kQ,kN) jest samosprzezony oraz po-
siada ograniczony operator odwrotny, wigec uwzgledniajgc pierwszag réwnoscé
w relacji (6.3.11), otrzymuje sie warunek (ii).

Wniosek 6.5.1. Oezeli zatozenia twierdzenia 6.4.1 s? spetnione, to u-
ktad dynamiczny (6.2.1) jest absolutnie doktadnie sterowalny w przedzia-
le [kQ.kN] wtedy i tylko wtedy, gdy -uktad dynamiczny (6.4.1) jest doktad-

nie sterowalny w przedziale [kg.k"-Mj.

Dowéd. Wniosek 6.5.1 wynika bezpos$rednio z definicji 6.2.2 oraz
z twierdzenia 6.4.1.

Wniosek 6.5.2. Oezeli B..(k), k6 [kQ,kN-1] , 16 [0,m] s? operatorami
zwartymi, a przestrzen X jest nieskonczenie wymiarowa,to uktad dynamicz-

ny (6.2.1) nie jest wzglednie doktadnie sterowalny w przedziale [ko*krd '

ani absolutnie doktadnie sterowalny w przedziale [kQ,kN].

Dowédd. Oezeli spetnione sg zatozenia wniosku 6.5.2, to operator
S(kQ,kN) jest takze zwarty (jako skonczona suma operatoréw zwartych), a
wiec jego przeciwdziedzina nie moze by¢ réwna z nieskohczenie wymiaréw?

przestrzeni? Hilberta X.

Uwaga 6.5.1. Zwartos¢ operatoréow A(k), k6 [ko'kNl nie Jest warunkiem
wystarczajgcym braku wzglednej lub absolutnej doktadnej sterowalnos$ci w

przedziale [kg.kj.
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6.6. Sterowania z minimalng enar-na [I8Cj

Podobnie jak w przypadku ciggtych ukitadéw dynamicznych, takze dla dys-

kretnych uktadéw dynamicznych zagadnienie sterowania z minimalng energia

wigze sie $cisle z problematykg sterowalnos$ci.

Niech bedzie dany uktad dynamiczny (6.2.1) oraz kwadratowy wskaznik Ja-

kosci postaci

(6.6.1)

gdzie R(k)6Jf(U), k6 [kn,kN_.,] jest sasiosprzezonym, dodatnio okre$lonym

Dla skrécenia zapisu wprowadza sie nastepujace oznaczenia:

(6.6.2)

WR(kO ,kN) jest safliosprzezonym, pé6tdodatnio ck eslonyra operatorem.

Postepujac w podobny sposéb jak w przypadku ciggtych
nych, mozna efektywnie

uktadéw dynamicz-
rozwigza¢ zagadnienie sterowania z miniaiaine ener-

gie dyskretnymi, niestacjonarnymi, nieskonhczenie wymiarowymi uktadami dy-

namicznymi okre$lonymi w przestrzeniach Hiluerta.
TWIERDZENIE 6.6.1. Oezeli ukitad dynamiczny (6.2.1) jsat wzglednie dok-

tadnie sterowalny w przedziale [kg.kj , to starowanie uopt k™ zdefiniO-

wane wzorem (6.6.3), przeprowadza uktad dynamiczny (6.2.1) z poczatkowe-

go stanu zupetnego z° do zadanego koncowego w chwili kN>Ponadto,

jezeli u(k)# k 6 [kQ,kN-I] jest dowolnym sterowaniem przeprowadzajacym u-

ktad dynamiczny (6.2.1) z poczatkowego stanu zupelnego z. do zadanego

kornicowego stanu chwilowego w chwili k”~, woéwczas zachodzi nastepujag-
ca nieréwnos¢:

(6.6.4)
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oraz minimalna warto$¢ wskaznika jakos$ci (6.6.1) jest dana nastepujac? za-

leznoscig :
k=KkN- |
S U < uoPt (k~ RikK Pt(k)/ u -
k=kO
= <"m ~"ZKQ'XN~"*  "m1<kO-kN 4 (zkO-XN)> x (6-6-5)
Dowo¢d. Na podstawie twierdzenia 6.5.1 zalozenie o wzglednej dok-

tadnej sterowalnos$ci w przedziale [kO.kN] ukitadu dynamicznego (6.2.1) za-
pewnia istnienie operatora W1(k0O.JN)62Z(X). Zatem wz6r (6.6.3) .okresSla-
jacy sterowanie optymalne, ma sens.

Podstawiajgc (6.6.3) do wzoru (6.3.4) oraz uwzgledniajgc zaleznos$¢
(6.6.2) wuzyskuje sie dla dowolnych 2z~ oraz xN nastepujacag réwnos¢:

x(KN'ZkO'Uopt) “ XN (6,6'6)

Zatem sterowanie uopt(k) przeprowadza uktad dynamiczny (6.2.1) z poczat-
kowego stanu zupeitnego z.

(0]

chwili kN, a poniewaz z zatozenia sterowanie u(k) spetnia

do zadanego koncowego stanu chwilowego x~ w

rébwniez po-
WYyZszy warunek, wiec na podstawie zaleznos$ci (6.3.6), (6.3.8), (6.3.9) o-

raz (6.3.10) otrzymuje sie¢ nastepujaca réwnos¢:

g:leN—_l k:kN—I

P(k)u(k) - p(k)uopt(k) (6.6.7)

Po odjeciu stronami oraz zastosowaniu iloczynu skalarnego uzyskuje sie row-

no$¢ postaci:

P(k)(5(k) - uopt(k)). w;1(kO.kN)gnzko,xNp>x = o (6.6.8)
k - ko

ktéra implikuje na podstawie (6.6.3) nastepujaca zaleznos$¢:
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k=KkN- i
X X “(k>" P (KYRNO'KN'gnfzkn'xN'/> =
k=kQ N o) / U
k=KkN- 1
v (k) - uopt K. R(k)u (k)N =0 (6.6.9)
K=kQ N / u
Wykorzystujgc wtasnos$ci iloczynu skalarnego na podstawie (6.6.9) uzyskuje
sie rownos¢
k° kN~1 k“ kN-~
y ~ 1 v< k> - 22Z 6 (k) -wu (k).
k=kO \ ° k=kO
k*kN-1
R(k)(u(k) - uwopt(k))> ¢ 2 1] <wuopt(k)' R(k)uOpt(k)>.,
uoope /U

(6.6.10)

ktéra bezposrednio prowadzi do nieréwnos$ci (6.6.4) w tezie twierdzenia.
W drugiej czes$ci dowodu zostanie wykazana prawdziwo$¢ wzoru (6.6.5),0-
kreslajgcego minimalng warto$é¢ wskaznika jakosci 3(u t), odpowiadajaca

sterowaniu optymalnemu uOpt«

K=KN- i
°(Uopt) " I <AR“1(K)P" (K)WR1(KO 'kN)c'm(zkn'XN)"
k=kQ 0
P*(K)WR (kO ,kN)gm(zk”,xN)*> A (6.6.11)

Poniewaz operator ~R~Kkjj.k”) jest samosprzezony, wigc operator W~"fkp.I?)

S X(X) jest takze operatorem samosprzezonym. Stad, wykorzystujgc wiasno-
$ci iloczynu skalarnego oraz operatoréw samosprzezonych, uzyskuje sie na-
stepujacy wz6r na wskaznik jakosci A(uOptn:

k° KN~

J(uoptr= 2 Z j Agmr2kn' xNAWR (kQ,kN)P(k)R  (k)P*(k )WRL(KO kN)q [{zk ,xN)\ =
k=kQ 0
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e | N
= @qm(zko,xN), WR (KQ.kN)f IP(k)R  (k)P*(k)jwR (kQ,kN)gm(z k", xN)\,*
k=k0
=<9 g"(zk0' XN>- WRL(kO'kN)cm(2k0'XN)> x (6.6.12)

Zatem wzér (6.6.5) zostat dowiedziony, co jednoczeé$nie konczy dowdd twier-
dzenia 6.6.1.



ROZDZIA¢L 7

STEROWALNOSC BILINIOWYCH DYSKRETNYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH

7.1. Wprowadzenia

W ciggu ostatnich lat nastapit szybki rozwéj teorii biliniowych ukta-
déw dynamicznych zaréwno ciagtych, jak i dyskretnych - [29], [30] , [38] ,
[87]1 , [88] , [90] , [121] , [318], [342] . Wigze sie to bezposrednio z faktem,
ze dla coraz wiekszej klasy uktadéw dynamicznych, szczegé6lnie w biologii
i ekonomii [245] , a takze w astronautyce [343], [344] opis liniowy okazu-
je sie niewystarczajgcy i zachodzi konieczno$¢ wykorzystywania w coraz
szerszym zakresie modeli biliniowych.

Wraz ze wzrostem zainteresowania biliniowymi uktadami dynamicznymi roz-
wijaty sie réwniez badania dotyczace sterowalnos$ci tych uktadéw.Przy for-
mutowaniu warunkéw sterowalnos$ci dla ciagtych biliniowych uktadéw dynamicz-
nych wykorzystuje sie zarowno teorie algebr Liego [29] , [30] , [38], jak
réwniez inne metody analizy matematycznej [342] , [343], [344] . W przypad-
ku dyskretnych biliniowych uktadéw dynamicznych w ostatnim okresie uzyska-
no szereg nowych warunkéw koniecznych i wystarczajgcych sterowalnosci za-
réwno dla uktadéw Jednorodnych [87] , [88] , jak i dla uktadéw niejednorod-
nych, [90] .

W niniejszym rozdziale, wykorzystujagc kanoniczng forme Oordana dyskret-
nych, biliniowych uktadéw dynamicznych, uzyskano, dla pewnej klasy tych
uktadow, proste kryteria 3terowalnos$ci. Kryteria te bazujg na znajomosci
wartos$ci witasnych macierzy, stanowigcej liniowag cze$¢ dyskretnego bilinio-
wego uktadu dynamicznego. Otrzymane rezultaty dotycza zaréwno jednorodne-
go, jak i niejednorodnego dyskretnego biliniowego uktadu dynamicznego.
Uzyskane wyniki sg ilustrowane licznymi przyktadami.

W niniejszym rozdziale rozpatrzono jedynie pewng klase dyskretnych bi-
liniowych uktadéw dynamicznych, a mianowicie uktady, w ktérych czes¢ li-
niowa uktadu reprezentowana jest przez macierz normalng. Zatozenie to
W znacznym stopniu upraszcza kryteria sterowalno$ci. Pozostale ogranicze-
nia dotyczgce klasy rozpatrywanych uktadéw sg konsekwencjg zatozehn zamie-
szczonych w nastepujacych pracach: [87] , [88] , [90]1 , [121] , [245] , [3iaj
Zatozenia te gwarantujg istnienie rozwigzania problemu sterowalnos$ci i jak
dotychczas brak w literaturze prac dotyczacych sterowalnos$ci szerszych klas

biliniowych, dyskretnych ukitadéw dynamicznych. Problematyka sterowelnos$ci
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oirawianych uktadéw taczy sie $cidle z zagadnieniami sterowania minimalno-
energetycznego przy ustalonym stanie koricowym uktadu dynamicznego [343] ,
[344] . Nalezy takze nadmieni¢, ze uktady biliniowe stanowie jak gdyby po-

most pomiedzy uktadami liniowymi oraz nieliniowymi [245]

7.2. Opis uktadu dynamicznego i przeglad dotychczasowych wynikéw [192]

W teorii biliniowych dyskretnych uktadéw dynamicznych rozréznia sig¢ dwa
zasadnicze rodzaje uktadéw: uktady jednorodne oraz uktady niejednorodne.

Biliniowy, dyskretny, jednorodny uktad dynamiczny opisuje nastepujgce

réwnanie réznicowe [88]

x(k+1) = S(I + u(k)8)x(k) k=0,1,2,... (7.2.1)

A jest nx n - wymiarowag macierzg nieosobliwag,
| jest nx n - wymiarowg macierzg jednostkowg,

8 jest nx n - wymiarowa macierza, przy czym rzad Q = 1,

Xx(k)ERN, k=0,1,2,3,... jest wektorem stanu uktadu,
u(k)6R, k=0,1,2,... jestskalarnym sterowaniem.
Poniewaz rzad B= 1, wiecmacierz B moze by¢ przedstawiona w postaci

nastepujacej [88]

B - ¢ HT,

gdzie ¢ oraz 3 sa n-wymiarowymi wektorami, natomiast symbol T ozna-
cza transpozycje wektora.
Dyskretny, biliniowy, niejednorodny uktad dynamiczny opisuje nastepuja-

ce rownanie réznicowe [90]
x(k+1) = A((l + u(k)B)x(k) + ¢ u(k)) k =0,1,2,... (7.2.2)
przy czym zaktada sie, ze spetniony jest warunek [90] :
rzad [S jA c] =1

Dla dyskretnych biliniowych uktadéw dynamicznych (zaréwno jednorodnych,

jak i niejednorodnych) wprowadza sie nastepujaca definicje sterowalnos$ci

[88] , [90] .
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Deflnic.ia 7.2.1. Biliniowy, dyskretny niejednorodny (jednorodny), u-

ktad dynamiczny nazywa sie ukltadem sterowalnym, jezeli dla dowolne pary
stanéw poczatkowego i koricowego, x(0), xf 6Rn (x(0), xp 6¢«" - (4) ist-
nieje liczba naturalna q oraz skonczona sekwencja sterowan u(0),u(l),. ..
...,u(q-2),u(q-1) taka, ze odpowiadajgaca tej sekwencji trajektoria ukta-
du dynamicznego, wychodzaca ze stanu poczatkowego x(0), spetnia nastepu-

jacy warunek :
x(q,x(0),u(0),u(l),...,u(g-2),u(qg-1)) = xp

Uwaga 7.2.1. Dilugo$¢ sekwencji sterowan q jest w istotny sposéb za-
lezna od stanu poczatkowego x(0) oraz od stanu kohcowego xp. W przeci-
wieistwie do liniowych uktadéw dynamicznych [40] , [183J, [310] dia ukta-
déw biliniowych nie istnieje pojecie indeksu sterowalnos$ci, rozumianego
jako minimalna ilo$¢ krokéw potrzebnych do osiggnigcia dowolnego stanu kon-
cowego z dowolnego stanu poczatkowego.

Wprowadza sig¢ nastepujace oznaczenia:
a-|j :3taldJs * 0. 0 <j < n2Z
r najwiekszy wspélny dzielnik wszystkich elementéw zbioru 0.
wla i s] = [c Jae | a2¢c | ... i *n-1e]
wla ! c] jest n x n - wymiarowg macierzga, bedaca odpowiednikiem macie-
rzy sterowalnoéci dla uktadéw liniowych [40] , [I157] , [158] , [199] , [207] .
Ponizej, dla wygody Czytelnika, przytoczono znane z literatury warunki

konieczne i wystarczajgce sterowalnos$ci biliniowych, dyskretnych,jednorod-

nych oraz niejednorodnych uktadéw dynamicznych [87], [88], [89] , [90] .

TWIERDZENIE 7.2.1. Biliniowy, dyskretny, jednorodny wuktad dynamiczny
(7.2.1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad WA ; c] = rzad w[aT1 3] = n (7.2.3)
ro= 1 (7.2.4)
TWIERDZENIE7.2.2. Biliniowy, dyskretny, niejednorodny uktad dynamicz-

ny (7.2.2) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad W[a i c] = n (7.2.5)
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oraz
i aT
1 dTAr
rzad 1 dTA2r a + 1 (7.2.6)
_1 dTAar_
gdzie
a = m= rzad WAY1dl, m”~ n (7.2*7)

Uwaga 7.2.2. W pracy [90] dowiedziono, ze liczba a,dana wzorem (7.2.7),

Jest zawsze liczbe naturalne (zatem réwnos$¢ (7.2.6) ma sens).

Uwaga 7.2.3. Warunki konieczne i wystarczajece sformutowane w twier-
dzeniach 7.2.1 oraz 7.2.2 uzyskano na drodze kolejnego ostabiania warun-
kéw koniecznych i wzmacniania warunkéw wystarczajgcych. Proces ten mozna
zaobserwowac¢ $ledzgc chronologicznie nastepujace pozycje literaturowe:

[38] , [88] , [90] , [21] . [318].

Uwaga 7.2.4. W dotychczasowej literaturze dotyczacej problematyki ste-
rowalnoéci biliniowych, dyskretnych uktadéw dynamicznych brak jest kryte-
riow sterowalnos$ci dla uktadéw postaci (7.2.1) oraz (7.2.2),ale bez dodat-
kowych zatozenn odnos$nie do macierzy A oraz B. W niektérych pozycjach
literaturowych rozwaza si¢ nieco szersza klase uktadéw, ale przy dodatko-

wych ograniczeniach na sterowania [38] , [245] .

7.3. Zastosowanie kanonicznej formy Jordana do badania sterowalnos$ci
[192]

Do badania sterowalno$ci biliniowych, dyskretnych uktadéw dynamicznych,
podobnie jak w przypadku uktadéw liniowych, mozna zastosowac¢ kanoniczng
forme Jordana macierzy.

Sprowadzenie biliniowego, dyskretnego uktadu dynamicznego do kanonicz-
nej formy Jordana daje jasny poglad na jego strukture wewnetrzng, utatwia
symulacje cyfrowg, a takze w znacznej mierze upraszcza kryteria sterowal-
nos$ci uktadu. Przy generalnym - tozeniu, ktére obowigzywaé¢ bedzie w ca-
tej dalszej cze$ci niniejszego rozdziatu, Ze macierz A posiada liniowe
dzielniki elementarne [258 , s. 48] , mozna poprzez nieosobliwe przeksztat-
cenie x(k) = Q x(k), dat Q f O, k =0,1,2,... sprowadzi¢ biliniowe.dys-
kretne uktady dynamiczna postaci (7.2.1) oraz (7.2.2) do nastepujagcej ka-

nonicznej formy Jordana:

x(k+1) = A(l + u(k)B)x(k) = A x(k) + u(k)A B x(k) (7.3.1)
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x(k+1) = A((1 + u(k)B)x(k) + ¢ u(k)) = A(l + u(k)B)x(k) + A ¢ u(k)

(7.3.2)
gdzie:
n
A=Q AQ-= diag [s1,s2,... ,sif... .sj , macierz diagonalna (7.3.3)
ai, i =1,2,3,.,.,n, wartoéci wtasne macierzy A
B=Q1B Q = Q1c dTQ=¢ dT = [*d ] = [b..] . i.j-1.2,3 . n (7.3.4)
T
c = Qlc = [Cj, »pe* i end (7.3.5)
dT = dTQ = [d1,d2,... ,di..... dr] (7.3.6)

Poniewaz nieosobliwa transformacja ukitadu wspoétrzednych nie wpitywa na
sterowalnos$¢ bitiniowego, dyskretnego uktadu dynamicznego, wiec istnieje
mozliwos¢é okres$lania sterowalnos$ci uktadéw (7.2.1) oraz (7.2.2) na pod-
stawie badania sterowalnos$ci ich kanonicznych form Oordana (7.3.1) oraz
(7.3.2). Wykorzystujgc zamieszczone w podrozdziale 7.2 warunki konieczne
i wystarczajgce sterowalnos$ci, mozna sformutowaé¢ nastepujace, réwnowazne

kryteria sterowalnos$ci.

TWIERDZENIE 7.3.1. Biliniowy, dyskretny, jednorodny wuktad dynamiczny
(7.2.1) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzg réwnocze$nie na-

stepujace warunki:

1) wartos$ci wtasne si# (i = 1,2,3,...,n) sa parami rézne,
2) macierz B nie zawiera elementéw zerowych, f i=n
3) najwiekszy wspdélny dzielnik r, dla wszystkich j 6 0= bxisi *°
1 i=l
0< 34 n2< jest réwny jeden.
Dowédd. Poniewaz A = diag [sl1l,s2,....s”,...,snJ, wiec zachodza ha-
stepujace rownosci:
APC - [c151'c2s2 Cisi'” **CnSn] . P= 0,1,2,... (7.3.7)
Stad macierz WJ[a j c] ma posta¢ nastepujaca:
n-1
cls? clsl
n-1
Cc2s2
WA j c] = (7.3.8)
ci§ 1
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Wykorzystujgc witasnos$ci wyznacznika Vandermonde'a otrzymuje sie, ze
rzad Wl[a ; c] = n wtedy i tylko wtedy, gdy s~ f Sj, dla i i j oraz c”
~ 0, dla i 5 1,2,3,-..

W podobyn sposéb uzyskuje sie

ATPd = jdi1sP,d23P ... d#sP ... dns£j , p =0,1,2 (7.3.9)
Zatem macierz w 1 j dl jest postaci nastepujacej:

dl* dlsl **e dISlI *'e dlSI

d2* d2S2 " e d2S2 *'e d2S2

ZBTI q (7.3.10)

n-1
dn, di®i di8i eee di®i
n-1
d . d,s, ... dsP ... dnsn
Stad, rzad WJaT i dj = n wtedy i tylko wtedy, gdy sA 4 Sj, dla i #j
oraz tO dla i =1,2,3,... Zatem warunek (7.2.3) twierdzenia 7.2.1
jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy s ~ s dla i f j oraz cN 4 O,
d f O dla i - 1,2,3,...
Poniewaz 0 = ¢ dT, wiec niezerowanie si¢ elementéw wektoréw c oraz d

jest réwnowazne warunkowi, ze macierz B nie zawiera elementéw zerowych.

Ponadto zachodzg nastepujace réwnosci:

drANe =
[dl "d2' ****di ' *** *dnddia9js|"s2'*** «3Jeeee,snd [ Ci seee* crl
2 cidisi m 2 biiai- c<ii o< n2 (7.3.11)
i=1 i=1
Zatem
1“n 1

(
(j.waxc do 0<j<"2=-{j : 2 biigi *°.

Stad warunek (7.2.4) twierdzenia 7.2.1 jest réwnowazny warunkowi 3)
twierdzenia 7.3.1. Wykazano wigc réwnowazno$¢ twierdzenia 7.2.1 oraz twier-

dzenia 7.3.1.
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TWIERDZENIE 7.3.2. Biliniowy, dyskretny uktad dynamiczny niejednorod-
ny, postaci (7.2.2) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodze roéw-

nocze$nie nastepujgce warunki:
1) wartos$ci wtasne g (i = 1,2,3,...) sa parami rézne,
2) macierz B nie zawiera wierszy zerowych,
3) sAf 1, dla 16 1 » |i : di 4 oj-

Dowé6d. Poniewaz brak wierszy zerowych w macierzy B Jest réwno-
wazny nieréwnos$ciom c+ + 0 dla i = 1,2,3. ... wiec na podstawie dowo-
du twierdzenia 7.3.1 warunki |) oraz 2) twierdzenia 7.3.2 sg réwnowazne

warunkowi (7.2.5) twierdzenia 7.2.2..

Wykorzystujgc zaleznos$ci (7.3.9) uzyskuje sie nastepujgaca réwnosc:

1, d 1, dl a2 .o dl “* dn
1, dTA ' .o . cee
r Lodisl' deez di < dnsn
1. dTAzr Lodigir* d2*2r °* gicf " 9nSAT
| |
1. dTAPr .ov 2. d2%r °° di*r “*° dnsﬁr
1, dTA s . .o - .o
ar Lodierr d2*r di*ir dnsar
Poniewaz ar = m = rzagd W[aTj d] = ilo$§¢ niezerowych elementéw wekto-
ra d (dla przypadku, gdy 8" + s”~, i + j), wiec rzad macierzy okres$lonej
rbwnoscig (7.3.12) bedzie maksymalny, to znaczy réwny (a+l) wtedy i tylko

wtedy, gdy zachodzi warunek 3) twierdzenia 7.3.2. Wynika to bezpos$rednio
z wtasnos$ci wyznacznika Vandermonde*a oraz podstawowych zalezno$ci dotycza-
cych obliczania rzedéw macierzy. Zatem dowiedziono réwnowaznoéci warunku
(7.2.5) twierdzenia 7.2.2 oraz warunku 3) twierdzenia 7.3.2.Wykazano wigc

réwnowaznos$¢ twierdzenia 7.2.2 oraz twierdzenia 7.3.2.

Uwaga 7.3.1. Kanoniczng forme Oordana stosowano czesto do badania ste-
rowalnoéci uktadéw liniowych [40] , [43]1 , [56] , [l67j , [I70] , [258] , [355]
oraz ztozonych uktadoéw liniowych [39] , [42] , [/0] , [78], [l6a]l , [169],[I74],
[267]1 , [350] , [351] . Brak natomiast W literaturze rezultatéw dotyczacych

jej zastosowania do badania sterowalnos$ci uktadéw biliniowych.

7.4. Przyktady [192]

1) Niech bedzie dany biliniowy, dyskretny, jednorodny uktad dynamiczny

postaci (7.3.1) o nastgpujgcych macierzach i wektorach:



< © er e a

A = B = c = =-— a7 = [ 0]
° c2 . 2

81*32 , cx # 0, c2|0, n=2.

Stad otrzymuje sieg:

bi;Ls] = cISJ } O, dla O <j < n2 =4

Zatem j = -1, 2, 3, 4]. czyli r = 1.

Poniewaz macierz B zawiera elementy zerowe, wiec warunek 2) twierdzenia
7.3.1 nie jest speitniony, a zatem rozpatrywany uktad dynamiczny nie jest
sterowalny.

Niesterowalne stany poczatkowe uktadu dynamicznego mozna wyznaczy¢ na

podstawie analizy relacji (7.3.1), skad otrzymuje sie nastepujgce zalezno-

Sci :
x1(k+1) ‘si 0“ Al 0" o \ X~ (k)
s + u(k)
x2(k+1 0 s2 \o 1 o o x2(k)
e e “ul
sx O0~1fl + Cjrufk) 0 xt(k)
0 sjlc2u(k) 1 x2(k)
S1 + siciu(k) 0O Xt(k) (sl + s1c1u(k))x1(k)
B
s2C2U(k) 32 x2(k) s2c2u(k)xkt (k) + s2x2 (k)
Zatem, dla x(0) = [0 x_(0)]T (x,(0) dowolne) otrzymuje sie nastepuja-
ce rownoséci:
x1(k+1) "o 'o
s = k =0,1,2,..,
x2 (k +1) s2x2 (k) ™o

Wynika stad, ze poczgtkowe stany ukiadu dynamicznego postaci x(0) =

= [O x2(0)]T (x2(0) dowolne) nie sg sterowalne (pierwsza wspotrzedna

jest zawsze zerowa).
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2) Niech bedzie dany biliniowy, dyskretny, jednorodny uktad dynamiczny

postaci (7.3.1) o nastepujacych macierzach i wektorach:

o 1]
-b -b -b

gdzie 0 4 sx 4 s2 f O, b f O, n = 2.
Ponadto

i=n

S biiSi = bllISlI + b22s2 = bsl - bs2 = ). dla 0< j<n2=4

i-1
Poniewaz b(st - s2) 4 0, wiec r « 1. Poniewaz macierz B nie zawiera

elementéw zerowych, wartosci wtasne macierzy A sa parami rézne oraz r =
1, wiec na mocy twierdzenia 7.3.1 rozpatrywany ukitad dynamiczny jest ste-

rowalny.

3} Niech bedzie dany biliniowy, dyskretny, niejednorodny uktad dyna-

miczny postaci (7.3.2) o nastepujgcych macierzach i wektorach:
\y -
e O =°l  O- .
A = = v
B = Cs ¥l O]
0 s2 o
% -2

04 g1 * g 0. c% 40 c2+o na 2.

Zatem warunki |) oraz 2) twierdzenia 7.3.2 sa speinione.

Oezeli sx 4 1 oraz s2 4I, to réwniez warunek 3) twierdzenia 7.3.2 jest
spetniony, a wiec rozpatrywany ukitad dynamiczny jest sterowalny.

Oezeli natomiast s! =1, to poniewaz dJ =1 jt 0, wiec | «Ti :d. 40V=
- 1. Zatem warunek 3) twierdzenia 7.3.2 nie jest spetniony i rozpatry-

wany uktad dynamiczny nie jest sterowalny.
Niesterowalne stany poczatkowe uktadu dynamicznego mozna wyznaczy¢ na

podstawie analizy relacji (7.3.2), skad otrzymuje sie nastgpujace zalezno-
Sci:

XjL(k + 1) ot (K)
+ u(k)

Lx2(k+1) x2 (k) Lo



Zatem, dla x(

ce réwnosci :

Wynika stad, z
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1 o xt(k) \
+ u (k)

o S. c2u(k) x2 (k) _Co- /

1 0 Xl (k) + clu(k)x1l(k) + c~fk)

O S, c2u(k)x1l(k) + x2(k) + c2u(k)

xt(k) + clu(k)x(k) + Cjrufk)

k =0,1,2,

s2(e2u(k )xi(k) + x2(k) + c2u(k))

0) = [-1 x2(0)]T (x2(0) dowolne) otrzymuje sie nastepujag-
Xx1(k+1) -1 f-1

2(k+1 X, sk+1x2(0)_
_x2(k+1) |'_‘62 e

e poczatkowe stany uktadu dynamicznego postaci X(0) =

|-l x2(0)j

T (x2(0) dowolne) nie sa sterowalne

jest zawsze réowna -1).

Oezeli st

= 1, rozpatrywany uktad dynamiczny jest

nia 7.3.2.

# 1, to poniewaz I = -jI~-, wiec nawet w przypadku,

(pierwsza

wspétrzedna

gdy s2 =

sterowalny na podstawie twierdze-

4) Niech bedzie dany biliniowy, dyskretny, niejednorodny uktad dyna-

miczny postaci

0

gdzie s2 N O,

Poniewaz 1 =

7.3.2 sa spetnione, a zatem rozpatrywany uktad dynamiczny jest

(7.3.2), o nastepujacych macierzach
“ = Lol
0 ° O v

32 o o

o 8- e

cj f o, c2 # O, no» 2.

oraz dE = 1 f O, wigec warunki 1),

wektorach:

2),

3)

5) Niech bedzie dany biliniowy, dyskretny, niejednorodny

miczny postaci

T
0
0

(7.3.2) o nastepujgcych macierzach

o of a1 o "
- 10 B> 1 1 0 c = 1
0 s3 b b 0 b

twierdzenia

uktad

wektorach:

sterowalny.

dyna-
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Zatem I = -]I, 23, a poniewaz = 1, wiec warunek 3) twierdzenia 7.3.2

nie jest speitniony i rozpatrywany uktad dynamiczny nie jest sterowalny.

Dla poréwnania naktadu obliczen zbadamy obecnie sterowalno$¢ tego sa-
mego ukiadu dynamicznego, ale w oparciu o twierdzenie 7.2.2. tatwo mozna

sprawdzi¢, ze zachodze réwnosci

m = rzed W[anj dj = rzed £d iA™d [ A" dj =2

oraz rzed W[a |l c] = rzed jc i Ac j A2cd

1
w
I
=]

o, dla j nieparzystych
2, dla j parzystych

Zatem 3 =1{2, 4, 6, 8, czyli r =2, a wiegc a =-p =] = 1.

Wykorzystujec relacje (7.2.6) oraz powyzsze zalezno$ci otrzymuje sie na-

stepujece rownosc¢:

"1dT 11 1 0
rzed = rzed =1<2 =a+ |
1 dTA2 1 1 1 0
Tak wiec warunek (7.2.6) twierdzenia 7.2.2 nie jest speitniony i rozpatry-

wany uktad dynamiczny nie jest sterowalny. W powyzszym przyktadzie wida¢,
ze naktad obliczen przy wykorzystaniu twierdzenia 7.2.2 byt znacznie wiek-

szy niz przy stosowaniu twierdzenia 7.3.2.

Uwaga 7.4.1. Pomiedzy sterowalnoécie biliniowego, dyskretnego, jedno-
rodnego uktadu dynamicznego postaci (7.2.1) oraz sterowalnos$cie uktadu nie-
jednorodnego postaci (7.2.2) o tych samych parametrach nie ma zadnych wza-
jemnych implikacji. Uktad jednorodny moze by¢ sterowalny, natomiast uktad
niejednorodny moze by¢ niesterowalny i odwrotnie - sterowalno$¢ uktadu nie-
jednorodnego nie musi pociega¢ za sobe sterowalnos$ci ukiadu jednorodnego.
Wynika to z doktadniejszej analizy warunkéw zawartych w sformutowanych w
poprzednich podrozdziatach twierdzen. Znajduje to takze swoje odbicie w
przytoczonych przyktadach. Jezeli w przyktadzie 1) f 1, to uktad jed-
norodny pozostaje w dalszym ciegu niesterowalny, natomiast uktad niejedno-
rodny jest sterowalny. W przyktadzie 3) uktad jednorodny jest sterowalny,

natomiast jezeli =1 lub s2 = 1* t0 uktad niejednorodny nie jest

sterowalny.
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Uwaga 7.4.2. Naktad obliczen przy stosowaniu twierdzen opartych o ka-
noniczng forme Jordana jest na ogé6t mniejszy niz przy stosowaniu twier-
dzen podrozdziatu 7.2.

Uwaga 7.4.3. Stosowanie kanonicznej formy Oordana umozliwia tatwe wy-
znaczenie stanéw niesterowalnych, tworzacych rozmaitosci liniowe (przy-

ktad |) oraz przyktad 3)).



W N1 O S K. I

W pracy rozpatrzono problematyke sterowalnos$ci liniowych oraz nielinio-
wych uktadéw dynamicznych z réznego typu opézZnieniami w starowaniu. Sfor-
mutowano liczne kryteria sterowalnoé$ci dla pewnych klas uktadéw dynanicz-

nych. Do najwazniejszych rezultatéw nalezy zaliczy¢:

1) warunki konieczne i wystarczajgace wzglednej i absolutnej sterowalnos$ci
liniowych uktadéw dynamicznych ze skupionymi i roztozonymi,zmiennymi w
czasie opo6znieniami w sterowaniu,

2) warunki wystarczajgce globalnej i lokalnej sterowalnos$ci nieliniowych u-
ktadéw dynamicznych z wielokrotnymi, zmiennymi w czasie, skupionymi o-
p6éznieniami w sterowaniu,

3) warunki konieczne i wystarczajgca aproksymacyjnej sterowalno$ci linio-
wych uktadéw dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi czastkowy-
mi typu parabolicznego z opé6znieniami w sterowaniu,

4) warunki konieczne i wystarczajgce sterowalnos$ci biliniowych, dyskret-
nych uktadéw dynamicznych, umozliwiajgce w stosunkowo prosty spos6éb wy-
znaczenie niesterowalnych stanéw uktadu,

5) analityczne rozwigzanie problemu sterowania z minimalng energia uktada-
mi dynamicznymi liniowymi, niestacjonarnymi, skoriczenie wymiarowymi ze

zmiennymi opézZnieniami w sterowaniu.

Uzyskane rezultaty stanowig uogélnienie i rozszerzenie wynikéw spotyka-
nych w literaturze dotyczacej sterowalnoéci. Dzigki szerokiemu wykorzysta-
niu metod analizy funkcjonalnej, a w szczegélnos$ci teorii operatoréow |i-
niowych i teorii pétgrup operatoréow, uzyskano zwiezto$¢ i prostote dowodéw
oraz precyzje sformutowan. Przytoczono Kkilka przyktadéw ilustrujgcych za-
stosowanie podanych kryteriéw sterowalnos$ci.

Praca zawiera réwniez syntetyczny przeglad zagadnien sterowalnos$ci u-

ktadéw dynamicznych wraz z danymi bibliograficznymi.



DODATEK

W dodatku zostane zamieszczone dwa lematy, bedace uzupetnieniem dowo-
du twierdzenia 2.3.1. Dowody tych lematéw wymagaj? zmudnych przeliczen o
charakterze czysto matematycznym, nie zwigzanych bezpos$rednio 2z zasadni-

czy tematyke pracy, w zwigzku z czym umieszczone zostaty w dodatku.

Lemat |. Operator P, okreélony réwnosci? (2.3.5), przeksztatca dom-
kniety, wypukty podzbiér przestrzeni Banacha Cn [tjytj w jego zwarty pod-
zbiér.

Dowo6d. Dowé6d laraatu 1 opiera sie zasadniczo na twierdzeniu Arzela-
Ascoli [337, es. 34, 13Il] , ktére, dla wygody Czytelnika, zostanie przyto-
czone w petnym brzmieniu: "Zbiér Q C Cn[tg.tj jest zwarty wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy zachodze dwa ponizsze warunki:

1) funkcje vy (t)C £2 sg wspdlnie ograniczone, czyli istnieje stata do-

datnia K taka, ze

sup max |y(t)]< K (1)
yCs!

2) funkcje y(t)C Qsal jednakowo cigegta, czyli dla dowolnego C >0 ist-
nieje takie * > O, zalezne tylko od £, ze nieréwnos$¢ ly(t) - y(t)]l<£
zachodzi dla dowolnych t,t e * spetniajgcych warunek [t - t\<¥

oraz dla wszystkich funkcji y(t)C S

Oprécz oznaczen wprowadzonych w rozdziale 2, dla macierzy n x p - wy-

miarowych G (t), ktérych elementy g+~(t) 6 ct Lto'tl] "’ i = 1.2,3,...,n,
j =1,2,3,....p definiuje sie norme w spos6b nastepujecy:
I=n
el - max » lgisj(t) ] (2)
j i=i
Niech rozpatrywanym, domknietym, wypukiym podzbioremprzestrzeni
Cn[to,tJ bedzie kula domknieta V 6 Cn[tQ.tJ o $rodku wzerze i promie-

niu K, tzn.

r =1y =yecnfto,tj . Jlyll < I (3)

gdzie stata K wyraza sie nastepujaca zaleznos$cia:



- 130 -

BlHw) IXf*0Jd + KWIXU exPfAN(tl - *O™ +

K=
+ Kic - tO)(I+Kw)exp(nN(tl- tQ))exp(nN(tl - tQ)) (4)
gdzie:
K = sup  [w:L(t L t1;y)]InpM2(t -t_)exp(2nN(t -t_)) (5)
yAnfo'n
witc

uktadu liniowego (2.2.9),

jest macierzg tranzycji
rézniczkowe[355, s. 339]

Poniewaz F (t,t0;y)
macierzoweréwnanie

spetnia ona nastepujace,
(6)

F(t,tQiy) = A(t,y(t))F(t,t0;y)

z warunkiem poczgtkowym F(t0,tQ;y)

Zatem
t

~ A(s,y(s ))F(s,t0;y )ds

I
+

F(t,tQjy)
*0

Stad

t

HE(t,tosyll = [Il + 1 A(x,y(s))F(s,t0;y)ds [[<[[I]]

+

t

e ™ A(sHy(s))F (s, t0sy)dsI<

tr

1+~ WA(s,y(S) We]IF(s,t0O;y )l ds

<1+ N 11A(s,y(s))F (s,tQiy)llds <

Na mocy nieréwnos$ci Bellmana nieré6wnos$¢ (8) jest réwnowazna nastepujacej

nieré6wnoséci:
L

< exp(™ 11A(s,y(s))]l1ds) (9)

1 1F(t,t0 ;)11

*0
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Poniewaz na podstawie nieréwnosci (2.2.2) oraz definicji normy macierzy

(2) zachodzi

NA(t,y (t) = miix(2 Ri-7t,vatH W A~ n N
vi=i

wiec

* \
IF(t ., t0;y )t < exp(™ IlA(s.y(s))llds) < exp ~ n N ds =

*0 to
= exp(nN(t - tQ))~ exp(nN(t" )) Cli)
Poniewaz zachodzi nieréwnos$¢ (2.2.3), wiec
/i=n \
LByl ° max(®Jb..j(t.y(t))] j<n M (12)
j i=1

Wykorzystujagc definicje normy macierzy (2) oraz wtasnos$ci macierzy trans-

ponowanych, otrzymuje si¢ nastepujgce nieréwnoséci:

j=n . AN
IAT(t ,y(t DIl = maxf~r]ai;j(t.y(t))]j 4 n N (13)
i \j=1I
IBT(t,y(t DI = maxfy~![b,j(t ,y(t )Y 4 mM (14)
IIFT (t.t0;y)|Uexp(nN(t - t0))< exp(nN(tl -tQ)) (15)

PoniewazF~"(t ,tQ»y) = F(tO>t;y) [355. s. 34l] . wiec na mocy (11) otrzy-

muje sie zalezno$¢ :

HE1(t,tQ;y)ll 4 exp(nN(t - t0))< exp(nN(ti - tQ)) (16)

Uwzgledniajac nieréwnos$ci (IlI). (12), (14), (15) oraz zaleznos$¢ (2.2.10)

uzyskuje sieg:
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HE{to, t;y)B (t,y (t )< IF(tQ.,t:y)ll« Moty (t))]]«

< nMexpfnN(t - tQ)< nM exp(nN(tl - tQ}) (17)

10 (tg-t sy s s (6, Y (O < NFT(tQ. t:y )X MM exp(nN(® - tQ))
(18)

t
Iw(to ,t jy)]| = ~ nM axp(nN(tl - t0))mM exp(nN(tl - tQ-))ds =
= nmM2exp(2nN(tl - tQ))(t - tQ) < nmmM2~ - tO0)exp(2nN(tx - t0)) (19)
Powyzsze oszacowania bede wykorzystane do okres$lania promienia kuli o $rod-
ku w zerze, w ktérej znajdowac¢ sie bedzie co najmniaj jeden punkt staty
operatora P.

Niech y 6V. woéwczas na podstawia (2.3.5) oraz nieré6wnosci (Il1). (17).

(18), (19), a takzo (2.2.4) otrzymuje sig¢ nastepujaca oszacowania:

t

I'M « IJF(t.to;y)ll = Ix(t0O)] + ™ ||F(t,s;y5B(s.y)||ds

+ ~MIF(t,s;y)B(s,y)lIl < 1IBT(6,y)FT(t0.s;y)]lds

s lw  (tO.tijy) |1 (Ix(tQ) + NFftp.tj;y)ll« X~ WF(t0,a;y)ll-lf(s.y)llds)<

*0
$ | x(t0)] oxp(NN(tl - tO0)) + (tt - tO)Kf exp(nN(tl - t0)) +

+ (tx - tO)nmr)2exp(2nN(t - t )) . SUP  Ilw' 1(t0.tidy)|[(Ix(t0)] +

VECNn['0"J

+ itx - tO)Kfexp(nN(tl- t0)) +171 exp(2nN(tl - tQ))) = K (20)

Zatam |IPyll < K, a wiec operator P przeksztatca zbiér Vv w siebie, bo
alament y6Y byt wybrany w 3poséb dowolny.
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W dowodzie zwartos$ci zbioru fl= PV wykorzystane zostanie twierdzenie
Arzela-Ascoli,cytowane na wstepie niniejszego dowodu. Poniewaz na mocy
nieré6wnos$ci (20) funkcje y6 Q 8? wspoélnie ograniczone przez stat? K,
wiec warunek (I) twierdzenia Arzela-Ascoli jest spetniony.Dla dowodu jed-
nakowej ciggtosci funkcji vy t g wystarczy dowies$é, [337, rozdz. ,ze
funkcje nalezgece do zbioru S| spetniaj? w przedziale Ctgitj] warunek Lip-
schitza z jednakow? stat? U. Dla kazdej funkcji y6ft , na mocy (2.3.5)

oraz dla kazdych t,t 6[tg.tj otrzymuje sie nastepuj?ce réwnosci:

Hy(t) - y(Il = [I(F(t.t0jy) - F (t.t0;y))x(t0) +
t t
t
t

~ F(t,s;y)B(s,y)BT(s,y )FT(tO,s;y)ds).

*0

t
+ I|F(t.tO;y) ™ F(tO.s;y)B(s.y)BT(s,y)FT(tO,s;y)ds -

to
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F(t,tQ;y) ™ F(tO.s;y)B(s,y)BTs.y)FT(tO,s;y)ds]|

£0

I
Hwi(to.tif.yr] . I x(to)1+ n FQO.tliy) ® |xi11+ si[F(t0.s;y)fCs.y)| |ds

*0
(21)

|IF(t,t0O;y) - F(t,t0;y)]l wykorzystuje sie
rézniczkowalne w

W celu oszacowania wyrazenia
fakt, ze poszczeg6lne elementy macierzy F (t,tQ;y) sa

przedziale [tp.tj , [355, s. 339] . Zatem, wykorzystujgc definicje normy
macierzy (2), otrzymuje si¢ nastgpujagce oszacowanie:
Rt ,tQy) - F(t,toyll =
="~Ax(j]l]1 fLj(t.tO;y)- ded Jt-tAnd |t -
(22)

gdzie fACt.tgjy), *'3 = elementy macierzy F (t,tQ;y)
i M (t,toy))] i,j =1,2,3,.,..,n

j ton *1

d = max d..
i.d 1J

(19), a takze wykorzystujac

Korzystajac z relacji (9), (12), (14), (15),
mozna dokona¢ nastepujgcych

znane twierdzenia analizy matematycznej [.337]

oszacowan:

|F(t,t0;y) ~ F(tO,s;y)B(s,y)BT(s,y)FT(tO,s;y)ds -

k
F(t.tO;y) ~ F(tO,s;y)B(s,y)BT(s,y)FT(t0,s;s )ds]|<



- 135 -

A (1 max [I(™~- F(t,t0;y)) C F(tO,s;y)B(s,y)BT(s.y)FT(tO,s;y)ds +

tQs t < t+

+ F(3,t0;y)"- (~ F(t0,s;y )Q(s,y )BT (s,y)FT(t0,s;y)dsl] ) . |t - t

= (t <at/t ~NF(t0.s;y)B(s,y)BT(s.y)FT(tO.s;y)d8 +
o" ~1

t
10
+ F(t,tO0;y)F(tO,t;y)B(t,y)BT(t,y) F(tOo,t;y)Il ) |t - t] <

max  JACt .y )llm IR, t Syl *IF(t0*tiy)B(l:,y) [ |-1IBT(t.y)F T (t:0,t:;y)]I- Jtr-tQ+

+ IR0yl < HIF(tO . ty) Il nB(t.y)Il BT (tLy)l] HFT(to<ty)ll ) . It - t]<

<nN oxp(nN(tl - tO))nmM2exp(2nN(tl - tQ)) | - tQ| +
+ expfnN~ - tO))nmM2exp(2nN(tl - tQ)) |t - t] =
= nmM2exp(3nN(tl - tgJHNNft.~ - tQ) + 1) . Jt - t] =Kt - t] (23)
gdzie:
= moMANN~” - tQ) + lexp(3nN(tl- tQ)) (24)

Korzystajac z relacji (2.2.4), (2.2.5), (ll) otrzymujesig¢ nastepujace o-

szacowania:

t t
WFE(t,tQiy) ~ F(t0.s;y)f (s.y)ds - F(t,tQ;y) " F(tQ,s;y)f(s,y)ds]] $

*0 *0

< ( ">ax 1™ F(t,t ;y)) f F(t ,s;y)f(s,y)ds +

0/\
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F(s,tO;y) (- ~ F(t0,s;y)f(s,y)ds)fj) jt -

to

= ( max 11A(t,y)F(t,tn;y) f F(t ,s;y)f(s,y)ds +
A | tQ

+ F(t,t05y)F (Lo, t oy )f (t y)ll) It - t] <

«J( nax HAEY T IRt y)lb HIRE S ty)il TIfey) Il Jt - to ]+
*O0<t< tl

+YF (6, toyll I (totty gl [If(ty)tl) jt-t] <

< nNKf (t! - tQ)exp(2nN(tl - t0)) +Kfexp(2nN(tl- tQ)) |Jt- t] =
K2AnN~2 - tQ) + 1) oxp(2nN(tl -tQ)) |t - t]= K2 |t-t] (25)
gdzie
K2 = Kf nN((tl1 - tO) + lexp(2nN(tl - tQ)) (26)

Zatem, na podstawie nieréwnos$ci (22), (23)oraz (25) zachodzenastepuja-

ce zaleznos$ci:

/N A HY(t) ™ < nd|x(tQ)Ht - t]+ K2 Jt - t] +

yeft t.te”™.t]j

sup  Hw“1(tOo.t1;y)]] (] x(t0)]+ tO)axp(nN(tl - - t] =
Y €C g o#ty
=Lt - t] (27)
gdzie:
L = nd]x(t_)]l+ K + sup nwei(t ,t ;y)HIK (Ix(t )] +

+ Kfftj “ tQ) « exp(nN(tk - tQ))) (28)
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Z nieréwnos$ci (27) wynika, ze kazda funkcja yfeft spetnia warunek Lip-

schitza ze stat? L, w przedziale [tO,t] (stata Lipschitza L jest wspol-

na dla wszystkich funkcji ye£l ). Zatem funkcje vy tworz? rodzineg
funkcji jednakowo ci?gtych w przedziale [~ «t]j . Tak wiec, wszystkie zato-
zenia twierdzenia Arzela—Ascoli odnoénie do zbioru Si s? spetnione, a za-

tem zbiér Si jest zbiorem zwartym w topologii przestrzeni Banacha ~ [tg.tj.
W ten sposéb lemat 1 zostat udowodniony.
Na podstawie twierdzenia 2.3.1 istnieje co najmniej jedna funkcja

y€ Cn[tO,tJ , spetniaj?ca réwnosé¢ (2.3.7), tzn.
y(t) = F(t,t0;y)x(tQ) -

t
- J F(t,siy)Q(s,y)BT(s,y)FT(tp,s;y)ds W1 (tQ, y)(x(tQ) +

(4]

t x t
+ N F(tQ,35y)f (*,y )ds - F(tO0,tl;y)xD)+~ F(t,s;y)f (s,y)ds t6[t_O0,t]j

tQ to
(29)
W celu wykazania, ze funkcja y £Cn[tg.tJ spetnia réwnanie rézniczko-
we postaci (2.2.1), nalezy wykaza¢, ze:
1) y(tQ) = x(tQ)
2) y(t) = x(t) dla t6 [tQ,tJ

Wtasnoé¢ 1) wynika natychmiast z nastepuj?cych przeliczen:

y(to) = F(to'to*y)x(to) "

O
\ F(t0>8;y )B(s,y)BT(s,y )JFT(t0,s;y)dx W 1(tQ,t1;y)(x(tQ) +

f ds =
YIf(s.y)ds - Fly toxy xi) +1 F(to's;Y) (s.y)ds

= F(t~,ta;y)x(tg) = x(tg> (30)

Wtasnoé¢ 2) zostanie wykazana w lemacie 2.
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Lemat 2. Zachodzi nastepujgca réwnosc¢:

y(t) = x(t) t€ [»o0.tj

Oowo6 d. Wykorzystujgc zaleznos$ci (2.3.5), (6) oraz (30) otrzymuje
sig réwnosci:

t
y(t)= F(t.tO;y)x(t0O)-~-(F(t,t0s9) ~ F(tO,s;y)B(9,y)BT(s,y)FT(tO,s;y)ds).

*0
tl

Atg.tjNjy ) (x(tQ) + ~ F(tO,s;y)f(s.y )ds - F(tO.t"y )xt)

‘o

+ AT (F(t,t0;y)f(s,y)ds) = A(t,y)F(t.tQiy)x(tQ) -

- (A(t,y)F(t,tQ;y) ~ F(tQls;y)B(s,y)BT(s,y)FT(s,y )FT(t0,s;y )ds +
*0
+ P(t,tO;y)F(tO.t;y)B(t,y)BT(t,y)FT(tO,t;y))W-1(t0,t1;y)(x(tQ) +
*1 t
+ "F(t0,s;5)f (s,9)ds- F(tO.ti;y)XI)+A(t,y)F(t,tO;y) ™~ F(tQ,s;y)f(s,y)ds
*0 *0

+ F(t,tO0;y)F(tO.t;y)f(t,y) = A(t,y)F(t,tO;y)x(t0) -

*1
- B(t.y)BT(t ,y)FT(tO,t}y)w"1(tO.t1ljy)(x(t0) + J F(tO0,s;y)f (s,y)ds -

F(tO.t1;y)x1) +f(t.y)- A(t.e)F(t.t0;9)] F(tO0.s;y)B(s,y)(s,y)FT(tO.s;y)ds.

£0
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il
WI1(t0o.tl;y)(x(t0) + j F(t0.s;y )f(s.y)ds - F(tQ.t%y )xt) +

fo

A(t,y)F(t,t05y) J F(tQ,s;y )f(s.y)ds = A(t,y)(F(t,tQ;y)x(tQ) -

L
- § F(t,s;y)B(3,y)BT(s,y)FT (t0O<s;y)ds . W1 (tQ.t%;y)(x(tQ) +

*1
+ N~ F(tO.s;y)f(8.y)ds - F(tO,ti;y)XIl) + ~ F(t,s}y)f(s.y)ds)

*0 0

- B(t.e)BT(t,9)FT(t0. t;e)W'1(t0,t1;9)(x(t0) - F(t0.t1;9)x1 +

+ VF(to,e;El)f(s.y)ds) + f(t,y)
t.

Uwzgledniajac zaleznos$ci (2.2.8), (2.3.2) oraz (30) uzyskuje sie na-
stepujgce rownosc:

y(t) = A(t,y)x(t) + B(t,y)u(t) + f(t.y) = x(t) tf

Zatem funkcja y6C [tg.tj. okre$lona réwnosci? (2.3.5), jest rozwie-

zaniem réwnania rézniczkowego (2.2.1) z warunkiem poczatkowym y(to)

= x(tQ).
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Cnfo ™)

PCp A0 +tJ

X, U
X*, u*
A, B
A* , B*

£(u,x)

<o o >X
|.1x
sp{en.n>o0}

£

D(A)

R(A)

N(A)

VA

K[*o*tJ
diagfsj

WYKAZ OZNACZEN

przestrzen funkcji catkowalnych w g-tej potedze, okre$-
lonych w przedziale [tQ»tJ , O wartoéciach w przestrze-

ni euklidesowej RN

przestrzen funkcji ciagtych, okreslonych w przedziale
[«0,.3 > ° warto$ciach w przestrzeni Rn
przestrzen funkcji przedziatami ciggtych, okreslonych

w przedziale * 0 wartosciach w przestrzeni Rp
przestrzenie Banacha lub Hilberta

przestrzenie sprzezone do przestrzeni X oraz U
operatory dziatajgce w odpowiednich przestrzeniach

operatory sprzgezone do operatoréw A oraz B

przestrzeh operatoréw dziatajgcych z przestrzeni U do

przestrzeni X

zbiér rezolwenty liniowego operatora A
rezolwenta liniowego operatora A
wartoéci wtasne operatora A

funkcje wtasne operatora A, odpowiadajace wartosciom

wiasnym 51N

widmo operatora A

potgrupa liniowych, ograniczonych operatoréw

iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta X

norma w przestrzeni X

liniowa otoczka wypukta podprzeetrzeni EnC X,n=0,1,2,...
domknigcie zbioru E cx

dziadzina operatora A

przeciwdziedzina (zbiér wartos$ci) operatora A
podprzestrzen zerowa (jadro) operatora A

zbiér wektoréw analitycznych operatora A

zbiér osiggalny w przedziale [t",t.]

macierz diagonalna o elementach a. na przekatnej gtow-
nej 1

znak transpozycji wektora lub macierzy
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STEROWALNOSC UKLADOW DYNAMICZNYCH Z OPOZNIENIAMI

St roszczenie

W pracy sformutowano warunki réznych rodzajéw sterowalnos$ci dla szero-
kiej klasy uktadéw dynamicznych z opéznieniami w sterowaniu. Rozpatrzono
zaréwno ciggte, jak i dyskretne uktady dynamiczne, a takze skupione oraz
roztozone opéznienia w sterowaniu. Podano warunki wystarczajgce sterowal-
noéci globalnej oraz lokalnej dla pewnej klasy uktadéw nieliniowych, za-
rowno z opoéznieniami w sterowaniu, jak i bez op6Znien w sterowaniu.Rozwig-
zano w spos6b analityczny problem sterowania z minimalng energia uktada-

mi liniowymi z opézZnieniami w sterowaniu.

YMPABNAEMOCTb OUNHAMUYECKMX CUCTEM C 3AMA34bIBAHVAMW

Pes3twme

B cTaTbe CHOPMYIMpOBaHbl YyCNOBWSA pa3HbiX BWUAOB YyNpaBAsieMOCTW ANA WMWPOKOTO
Knacca AWHaMWUYECKMX CUCTeEM C 3anasfblBaHUSMW B ynpaBieHUMU. PaccMOTpeHbl  Kak
HenpepbiBHblE, TaK W AUCKPETHblE AWHAMMWYECKUE CUCTEMblI, a TaKXXe COCPefOTOYEeHHble
W pacnpegeneHHble 3anasjbiBaHua B ynpaBneHun.MpegcraBneHbl AOCTATOYHbIE YCNOBMUSA
COCBOKYMHOW W MECTHOW ynpaBnsieMoCcTW AN HEKOTOPOro Kfnacca AWHaAMMUYECKUX CUC-
TeM paBHO C 3anas3fjblBaHWsiMW 1 6e3 TaKOBbIX B ynpaBAeHUW. PeweHa aHaNUTUYECKUM
cnoco6om npo6nema ynpaBAseMOCTM C MWHUMAaNbLHOW 3Heprueil NUHENRHBIMW  CcUCTeMamu

c 3anasAbiBaHMW B ynpaBneHuwu.

CONTROLLABILITY DYNAMICAL SYSTEMS WITH DELAYS

Summary

In the paper, conditions for various kinds of controllability for broad
class of dynamical systems are formulated. Continuous and discrete dyna-
mical systems, as well as lumped and distributed delays in the control are
examined. Sufficient conditions for global and local controllability of
certain class of nonlinear systems with delays in the control and without
delays in the control are given. Analytical solution of minimum energy

problem for linear systems with delays in control is considered.
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