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OSZACOWANIE SZTYWNOSCI OBROTOWEJ DOCZOLOWYCH
POLACZEN ODKSZTALCALNYCH NA PODSTAWIE DYNAMIKI
KONSTRUKCJI

Streszczenie. W pracy pokazano mozliwo$¢ wyznaczania sztywnos$ci obrotowej
doczotowych potaczen odksztatcalnych na podstawie pomiaru amplitudy, predkosci kotowej i
ttumienia drgan harmonicznie wzbudzonych. Przedstawiono réwniez (ze wzgledu na
wspotczynnik dynamiczny) dynamiczne modele materiatu Hooke’a, Maxwella, Voigta-
Kelvina oraz standardowy. Na podstawie tychze modeli mozna wyznaczy¢ przemieszczenia
konstrukcji poddanej wptywom dynamicznym, stuzgce do okre$lenia zwigzku M(g>).

ESTIMATE ROTARY RIGIDITY OF THE SEMIRIGID JOINTS BASED ON
THE DYNAMIC CONSTRUCTION

Summary. This article has shown the method of calculation of rotary rigidity of the
semirigid joints on the basis of measurements of amplitude, circular speed and vibration
damping. Dynamic Hook, Maxwell, Voigt-Kelvin and standard models have been analysed
(in respect of the dynamic coefficient). On their basis we can calculate dislocation of the
construction necessary to define M(<p) connection.

1. Wprowadzenie

Z dotychczasowych opisywanych w literaturze, np. [1], [2], [3], doswiadczen wiadomo, ze
wszystkie doczotowe potgczenia srubowane sg odksztatcalne. Ich wiasciwosci mechaniczne
wykazujg znaczne rozproszenie, zwilaszcza sztywno$¢ obrotowa i no$no$¢ graniczna.
Przyczyng znacznego rozproszenia sztywnos$ci poigczenn sa imperfekcje geometryczne
doczotowych plaszczyzn styku, ktdre generujag w elementach konstrukcji znaczace

montazowe naprezenia wiasne.
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Do obliczen numerycznych przemieszczen i sit przekrojowych elementow
konstrukcyjnych potrzebne sg matematyczne modele sztywnos$ci obrotowej. Powinny by¢ one
zgodne z fizycznymi modelami statycznymi opisanymi za pomocag wspoétrzednych
pomiarowych M i (rys. 2a).

W pracy kierowano sie tezg, iz mozliwe jest wyznaczenie wspo6trzednych M(cp) potaczenia
odksztatcalnego metodami dynamicznymi. Przedstawiono metode wyznaczania sztywnosci
obrotowej doczotowych potgczen odksztatcalnych na podstawie pomiaru amplitudy,
predkosci kotowej i thumienia drgan harmonicznie wzbudzonych. Przeanalizowano réwniez
(ze wzgledu na wspdtczynnik dynamiczny) dynamiczne modele materiatlu Hooke’a,
Maxwella, Voigta-Kelvina oraz standardowy. Na ich podstawie mozemy wyznaczy¢
przemieszczenia konstrukcji poddanej wptywom dynamicznym, stuzagce do okreslenia

zwigzku M(<p).

2. Wyznaczanie sztywnos$ci obrotowej na podstawie drgan ustalonych

Do wyznaczenia sztywnos$ci obrotowej potaczen doczotowych wybrano model uktadu
dynamicznego o jednym stopniu swobody dynamicznej. W rachube wzieto modele fizyczne

wystepujace w konstrukcjach stalowych: belke wolnopodpartg oraz wspornik (rys.l)
8)

ZX

Rys.l. Modele fizyczne: a) belka wolnopodparta, b) wspornik
Fig.l. Physical models a) beam, b) bracket

Na tychze modelach mozemy testowaC S$ciezke réwnowagi statycznej M(<p) (rys.2b)
stopniowo zwiekszajagc masowe obcigzenie modelu generujace wstepne ugiecie elementu. W
kolejnych etapach zwiekszania obcigzenia masg mi wprowadzamy site wzbudzajacag P(t),
ktora powoduje powstanie drgan harmonicznie wzbudzonych (rys. 2). W trakcie kolejnych
etapow obcigzen dokonujemy pomiaru predkosci kotowych drgan oraz przemieszczen.

Algorytm oszacowania sztywnos$ci obrotowej potaczenia pokazemy na przyktadzie

belki wolnopodpartej (rys.3). Na podstawie pomierzonych: amplitudy y, przemieszczen oraz



Oszacowanie sztywnosci obrotowej doczotowych.. 77

predkosci kotowej drgan ustalonych mozemy wyznaczy¢ z réwnania (1) przemieszczenie yp.
Na bazie yp wyznaczymy sztywno$¢ liniowg potgczenia Cp, a nastepnie jego sztywno$é

obrotowg Cr

3)

Rys.2 a) Wspobtrzedne M i ¢p, b) testowanie M(cp) za posrednictwem pomiaru drgan ustalonych
Fig.2 a) Co-ordinates M and o b) testing M(cp) trough measurement of set vibration

taczne przemieszczenie y nalezy wyznaczy¢ biorgc pod uwage zardwno zredukowang

mase belki mz jak i obcigzenie masg skupiong m.

/vjru—mz£
% yQ

Rys.3. Skfadowe yM yQ, ypprzemieszczenia 'y
Fig.3. Components yM ye, yPofdislocation y

y=yM+va+yp @
gdzie:
yM- przemieszczenie od zginania,
y<j- przemieszczenie od sity poprzecznej,
yP=cp*L/2 - przemieszczenie wywotane obrotem potgczenia q

Na podstawie sumy przemieszczeh mozemy oszacowac sztywnos$¢ taczng ze wzoru (2):

Iiii+_1 (2

gdzie:
C =Ply -sztywnos¢ tgczna,
CM=P/yM- sztywnos¢ gietna,
CQ = P/yQ- sztywnos¢ postaciowa,
Cp = P/yp - sztywnos¢ liniowa potgczenia,
Cp = M*L/2*yp - sztywno$¢ obrotowa potaczenia.

Z réwnania (2) wyznaczamy sztywnos$¢ liniowg potgczenia Cp. Nastepnie przyréwnujac

do siebie przemieszczenie yp zwigzane ze sztywnosScig obrotowag Cp oraz liniowg Cp
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uzyskamy sztywnos$¢ obrotowg G potgczenia doczotowego. Dla belki swobodnie podpartej
sztywno$¢ obrotowg C, wyznaczymy ze wzoru:

v * D

c*= _T"

2.1. Redukcja masy wtasnej belki

Wyeliminowanie masy roztozonej belki poprzez wyznaczenie masy zredukowanej
zlokalizowanej w $rodku rozpietosci modelu pozwala na operacje zgodne z modelem o 1
stopniu swobody dynamicznej. Redukcje masy przeprowadzono z warunku réwnosci

przemieszczen belki i modelu.

yM + yQ=yMz+yQz m A
Dla belki swobodnie podpartej zastepcza masa skupiona wynosi:
5q L (5)
89

3. Dynamiczne modele materiatu

W celu oszacowania wptywu tlumienia na dynamike konstrukcji rozpatrzymy cztery
podstawowe dynamiczne modele materiatu: Hooke’a, Maxwella, Voigta-Kelvina oraz
standardowy (rys. 4 a,b,c,d), umozliwiajgce wyznaczenie przemieszczen dla uktadéw o 1 ssd.

Wptyw ttumienia mozemy oszacowac poréwnujgc wspotczynniki dynamiczne.

b)

Rys.4. Dynamiczne modele materiatu: a) Hooke’a, b) Maxwella, cjVoigta-Kelvina, djstandardowy
Fig.4. Dynamics models of materiat: a) Hook, b) Maxwell, c)Voigt-Kelvin, djstandard

3.1. Wspotczynnik dynamiczny wg modelu Hooke’a

Jest to najprostszy model odpowiadajgcy uktadowi o 1 ssd. W modelu tym nie uwzglednia

sie ttumienia konstrukcji (rys.4a).
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Réwnanie rézniczkowe [4] niettumionego ruchu drgajagcego wymuszonego sitg PO sinciot

ma postac:
my" + C-y = PO sin(a0 t) , (6)
Catka ogolna [6] réwnania (6) daje nam poszukiwane przemieszczenie masy m:

Po 2 O

sin(aQ-t) -sin(at)
C 52. ag

Z rownania (7) wyznaczamy wspoétczynnik dynamiczny przemieszczen:

2 (8)
yzfcro 2a , Sin@Qt  sina-vj

a ~ao

gdzie:
a - predkos¢ kotowa drgan wiasnych w rad/s,
C - sztywnos¢,
m - masa,
do- predkos$é kotowa drgan wzbudzonych w rad/s,
ii - wspotczynnik lepkosci.

3.2. Wspotczynnik dynamiczny wg modelu Maxwella

Szeregowe powigzanie sztywnosci i thumienia daje w tym modelu mozliwo$¢ generowania
wstepnego ugiecia elementu przy jednoczesnym uwzglednieniu ttumienia (rys. 4b)

Rownanie rézniczkowe [6] ruchu harmonicznie wzbudzonego ma postac:

(9
y" o+ m C Y-+ -C-y = < PO sin{lao-t) ,
i m m” m
Przemieszczenie w ruchu ustalonym [6] wynosi:
24 4 2 (10)
(aA 4'PM “ +a <0
msin(a0-t - X- pj,
a« 2 4 2 4f 2 2V
Pm & "0 +<x | “ - “0]j
gdzie:
20toPM Zpm (L)
tan(x) = ) tan(p) = m
a -a¥g 0
Z kolei ttumienie w modelu Maxwella opisuje zalezno$¢:
(12)

PM: 2_r\

Zatem wspotczynnik dynamiczny [6] odnoszacy sie do przemieszczenia masy m w

modelu Maxwella obliczamy ze wzoru:
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Y Jp—— <13)
a2 ApM’a’+a aQ

V « - -
2 4 2 A( 2 2)\2
4pM -a m% +a fa -aQld

3.3. Wspobtczynnik dynamiczny wg modelu Voigta -Kelvina

Model ten (rys. 4c) powszechnie stosowany w dynamice konstrukcji nie zezwala na
generowanie natychmiastowego ugiecia elementu. Ponadto, wystepuje op6znienie
przemieszczenia wzgledem obcigzenia, a amplituda drgan jest niniejsza niz w modelach
Hooke’a i Maxwella.

Réwnanie rozniczkowe [4] ruchu drgajacego wymuszonego sitg POsinctot ma postac:
my"+n y + Cy=P0-sin(a0-t) .
Catka ogdélna [6] po uwzglednieniu warto$ci poczatkowych wyznaczona przy uzyciu

transformacji Laplace'a daje nam warto$¢ przemieszczenia masy m:

(15)

y= [(“2- a02 sin(@ao )" 2P & co,(*ot)] -
C[4-pVV +(a2-a03q 1 -P.t

[zpasinftja2- pv2+ + (4py2+a02- a2 sin(tja2- pv2)]

21
[ -Pv
Ttumienie w modelu Voigta opisuje zaleznos¢:
3 (16)
Pv" 2-m ’

Wspoétczynnik dynamiczny [6] przemieszczenia masy m dla ruchu ustalonego wynosi:

a2 a7

2

2
J(“2-a0)2+t4PVao
Poréwnujac wspotczynniki dynamiczne dla modelu Maxwella i Voigta-Kelvina dla belki

swobodnie podpartej z przykfadu liczbowego wg pkt. 3.5. przy zmiennym ciezarze
podwieszonej masy m: 1000, 2000 i 3000 kg otrzymamy wartosci:
vMvv = (0.179,0.534,0.676). (18)

3.4. Model standardowy

Jest to model taczacy w sobie cechy modeli Maxwella i Hooke’a (rys. 4d). Umozliwia on
ujecie natychmiastowego przemieszczenia konstrukcji przy jednoczesnym poprawniejszym’
okresleniu thumienia.

Roéwnanie rozniczkowe [6] ruchu drgajagcego wymuszonego sitagP Osinoot ma postac:
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_ 2 s (19)
r 1 (g I2+a@ -y +a, 2yl + ....]:_.._.2...y = EO Y
2-P, 2pv m 2’Pv

esin(ao-i) + a0 cos(al t)
gdzie:
al2=Cl/m, a22=C2/m. (20)
Rozwigzania dla modelu standardowego bedg przedmiotem dalszych rozwazan.

3.5. Przykitad liczbowy

Obliczy¢ sztywno$¢ obrotowa doczotowego potaczenia kalenicowego w $rodku
rozpietosci belki swobodnie podpartej WTAS500 (z falistym S$rodnikiem gr.2 mm) o
rozpietosci 6 m. Skorzysta¢ z modelu Hooke’a. Ciezar belki gh=80.1 kg/m, 1x=59692.5 cm4 ,
p=11.76 . Do belki podwieszono mase m=1000 kg.

P(t)

6000

Rys.5. Schemat belki
Fig.5. Diagram ofbeam

Sile wymuszajaca generuje silnik o czestosci technicznej n=1200 obr/s. Daje to wartosé
sity wzbudzajacej Pow=19 kN i czestosci kotowej wymuszenia oto=125 I/s.

Obliczamy ugigcie od momentédw zginajacych i sit poprzecznych yMQ3 uwzgledniajace
zredukowany ciezar belki (wg wzoru 5). Nastepnie wyznaczamy sztywno$¢ belki oraz
czestos¢ kotowa drgan wiasnych a.

kg 'MQj i

. " .
Q" Ag(m+écf)/(s) b ron EX - o75mm Cra=— — =160073638 2= = “i=1143-
GAL,?2 yMQ. $2 nij s

W kolejnym kroku obliczamy wspétczynnik dynamiczny dla modelu Hooke’a wg (8), a na

jego podstawie przemieszczenie catkowite oraz sztywnos$¢ uktadu C.

L pow v e N _ _Pg'P8 kg
Vij=5.641 y=vVijj- 1+ 12g- =6.414mm C = e = 1988170-
e El GAVJ

Ostatecznie korzystajac z zaleznosci (2) i (3) wyznaczamy sztywno$¢ liniowg Cp oraz

obrotowg Cv potagczenia dla modelu Hooke’a:

Cp = 2251530-" 10132kNm
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Natomiast wyliczona wg [1] sztywno$¢ obrotowa potgczenia wynosi 12782 kNm. Model
Hooke’a ze wzgledu na brak uwzglednienia tlumienia zawyza przemieszczenia, czyli daje

lekko zanizone wartosci sztywno$ci obrotowej potaczenia.

4, Whnioski

Przedstawiona metoda moze postuzy¢ do sprawdzania sztywnos$ci obrotowej doczotowych
potaczen odksztatcalnych w konstrukcjach juz zrealizowanych,jak réwniez do weryfikacji
algorytméw szacowania sztywnos$ci potgczern odksztatcalnych wyznaczanych na modelach
statycznych.

Dynamiczne modele materiatu, na bazie ktérych istnieje mozliwo$¢ okreslenia zwigzku
M(<p), majg swoje ograniczenia. Na podstawie modelu Maxwella nalezy oczekiwac zbyt
duzych przemieszczen, w przypadku za$ modelu Voigta przemieszczen o wartosciach
zanizonych. Gdy wystepujg znaczne tlumienia wywotane potgczeniami odksztatcalnymi,
trzeba spodziewac sie lepszych efektéw numerycznych na podstawie analizy modelu

standardowego.
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