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ANALIZA DRGAN WEASNYCH BELEK NA PODLOZU WLASOWA

Streszczenie. W pracy zastosowano zmodyfikowany model podtoza Wiasowa do analizy
drgan witasnych belek typu Bemoulliego-Eulera, spoczywajacych na sprezystym podiozu.
Przeanalizowano wptyw grubosci warstwy sprezystej gruntu oraz diugosci belki przy
zmieniajacej sie podatnosci gruntu na rozwigzanie zagadnienia wiasnego.

ANALYSIS OF FREE VIBRATIONS OF BEAMS ON THE VLASOV
FOUNDTATION

Summary. A modified Vlasov model has been used to analyse free vibrations of
Bemouli-Euler beams resting on elastic foundation. The effect of the depth of elastic layer
and beam length on the natural frequency has been studied in detail.

1. Wstfp

Problemy dynamiki ukfadu belka-podtoze majgjuz bogata literature, ktdrej przytaczanie
wykracza poza ramy niniejszej pracy. Ostatnie publikacje pochodza z lat dziewiecdziesigtych
ubiegtego stulecia i z roku 2001 ([1-6], [9]).

W niniejszej pracy zastosowano zmodyfikowany model podtoza Witasowa do analizy drgan
whasnych belek typu Bemoulliego-Eulera, spoczywajacych na sprezystym podiozu,
i przeanalizowano wptyw grubos$ci warstwy sprezystej gruntu oraz dtugo$¢ belki na czestosci
drgan wiasnych. W tym celu sformutowano w MES algorytm obliczen drgan wiasnych belki
na podtozu Wiasowa, ktory nastepnie wdrozono w postaci programu komputerowego

w jezyku FORTRAN.
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2. Model podtoza Wiasowa

Wiasow, opisujac osrodek gruntowy [8], przyjat nastepujace zatozenia: ciggtos¢ osrodka
gruntowego, jednorodnos$¢ i izotropowos¢, liniowg sprezystos¢, oparcie na sztywnym podtozu
warstwy o skonczonej grubosci H (rys.l). Na tak przyjete zatozenia natozyt dodatkowe
ograniczenia kinematyczne w podiozu: poziome przemieszczenie u (x, z) = 0, pionowe
przemieszczenie  w (X, z) = w(x) $Xz), gdzie: w(x) - pionowe przemieszczenie powierzchni
podtoza, <Xz - przyjeta funkcja opisujgca pole przemieszczen w funkcji gtebokosci z,
(*(0)=1, +h )=0). Kreska oznacza przemieszczenia w podtozu.

Réwnanie modelu podtoza Wiasowa ma taka samg posta¢ jak inne dwuparametrowe
modele.

d2w(x
p(x) =kw(x)-2t () (D
dx2 '
gdzie parametry k i t zwigzane sa w nastepujacy sposéb z parametrami podtoza:
. E.b
»- E. 'm dz, 2t= \ +2dz, @)
(I+v2)o 2(1+vh) o
gdzie b jest szerokoscig belki, a funkcja opisujaca rozktad przemieszczen ma postaé
sinh
Az)=- 11 il 3

sinhy
w ktorej y jest parametrem zanikania przemieszczen na glebokosci warstwy podioza.
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Rys.l. Belka spoczywajgca na podiozu sprezystym
Fig. 1 Beam on Elastic Foundation (Vlasov Model)

Uwzgledniajac przyjety rozktad przemieszczen w podtozu oraz réwnania konstytutywne,
ktore dla podtoza przyjeto jak dla plaskiego stanu odksztatcenia teorii sprezystosci
w przekroju x, z, mozna zapisa¢ energie potencjalng ukiadu belka podloze Wiasowa

W nastepujacej postaci
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gdzie /¢, jest momentem bezwladnosci belki.

3. Sformutowanie zagadnienia za pomocg MES

Do rozwazan przyjeto typowy element skoficzony o 2 weztach najego korncach (rys. 2).
z,

Rys. 2. Dwuweztowy element uktadu belka - poditoze
Fig. 2. Two-nodal element of beam-soil system

Wektor przemieszczen weztowych elementu ma postacé

nT
: ®)

Pole przemieszczen wewnatrz elementu opisuje zaleznosé
w(x)=[w(x) {we}=[WI(x)ZW2(4 " 3 (x))WA(X) {we} , ()
gdzie: [n (x)\ - macierz funkcji ksztattu.

Energia potencjalna uktadu belka - podtoze po uwzglednieniu przyjetych funkcji ksztattu

wyraza sie nastepujgco

K=\MTik]+ k1e+[*,r)w =rk}rMek ) ®)

gdzie poszczegbélne macierze okres$lajg odpowiednio uklad sztywnosci sprezystych belki
([¢Ale)i podioza Wiasowa +[i,]e), a macierz [/cfjest macierza sztywnosci catego

uktadu belka-podtoze. Powyzsze macierze sztywnosci elementu przedstawiajg sie

nastepujaco:
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¢00
gdzie:[i/]- macierz gestosci, {w}- pochodna czastkowa po czasie wektora uogdlnionych
przemieszczen, [/nfoznacza macierz mas elementu, ktéra jest sumag macierzy mas elementu

belki (translacyjng [mb{\ i rotacyjng \mbw \ ) oraz macierz masy gruntu ([m,]6).

Powyzsze macierze mas elementu przedstawiajg sie nastepujgco:
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Otrzymane macierze sztywnos$ci i macierze mas elementu postuzg do utworzenia
globalnych macierzy sztywnosci i macierzy mas potrzebnych do sformutowania réwnania

ruchu.

4. Analiza numeryczna zagadnienia wiasnego

Wykorzystujagc réwnania na energie potencjalng i kinetyczng ukladu drgajacego i
standardowe metody dynamiki budowli [3], mozna rdwnania zagadnienia wiasnego zapisa¢ w
nastepujacy sposob

(15)
gdzie: a - czesto$¢ kotowa drgan wiasnych, {w}- wektor postaci drgan wiasnych.

Do analizy przyjeto belke Zzelbetowg o przekroju 0.3 x 0.5 m wykonang z betonu o
module Younga 27.0x107 N/m2 i gestosci objetosciowej 2500 kg/m3 o dtugosci 5.0m oraz
grunt o module Younga 2.0 x 107N/m2, gestosci objetosciowej 1700 kg/m3i wspotczynniku
Poissona 0.2. Analizowano drgania wasne dla trzech rodzajow belek na podtozu Wasowa. W
wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymanych pie¢ pierwszych czestosci drgan wiasnych
/ zestawiono w tablicy 1 (/ =co!2n).

Tablica 1

Czestosci drgan wiasnych belki na podtozu Wiasowa przy réznych
sposobach jej podparcia

¢ 1 1 M. | 1 1 i
} L
N T
f 32.7013 9.5776 12.2911
2 119.2961 14.4366 20.0417
A 260.7109 70.3172 72.1920
f4 450.6492 181.3493 181.7581
5 682.7938 342.3333 264.0247

Dla danych parametrow belki i podtoza przyjetych w przyktadzie powyzej rozwigzano
zagadnienie wiasne, takze przy zalozeniu ze podioze jest jednoparametrowym poditozem typu
Winklera. Otrzymanych pie¢ pierwszych postaci i odpowiadajgce im czestosci drgan
poréwnano na rys. 3 z postaciami drgan na podtozu Wiasowa.

W dalszej czesci analizowano, jaki wplyw na wartosci czestosci wiasnych belki
spoczywajagcej bezposrednio na podtozu Wiasowa ma przyjecie roznych stosunkow

sprezystosci belki do podtoza (3, 30, 300, 600, 900) przy zmieniajgcym sie stosunku H/L
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(0.25, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0). Otrzymane w wyniku obliczen czestosci drgan wtasnych zestawiono

w postaci wykresow na rys.4.

b) POSTAC 1
158 Hz

Rys. 3. Postacie i czestosci drgan whasnych beli: a) na podtozu Winklera, b) na podtozu Wiasowa
Fig. 3. Five first modes of beam: a) on the Winkler foundation, b) on the Vlasov foundation
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Rys. 4. Wptyw na czestosci drgan whasnych: a) dtugosc belki, b) grubo$¢ warstwy sprezystej
Fig. 4. Influence of (@) beam length; b) thickness of elastic layer) on natural frequencies
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5. Podsumowanie i wnioski

Analizujac ksztatty postaci drgan wasnych belki spoczywajacej na podtoza Wiasowa oraz
belki na podtozu Winklera, mozna zauwazy¢, ze nastepuje zamiana dwdéch pierwszych postaci
drgan, tj. ruchu sztywnego z ruchem belkowym oraz wzrost pierwszych dwoch czestosci
drgan wiasnych belki spoczywajacej na podtozu Winklera.

Poréwnujac czestoSci drgan wiasnych dla dwoéch przypadkéw: belki bezposrednio
spoczywajgcej na podtozu gruntowym (gruntu tylko pod belka) i z uwzglednieniem gruntu
réwniez poza belkg (o wielko$¢ réwng dtugosci belki), wida¢ wzrost czterech pierwszych
czestosci drgan wiasnych belki w tym drugim przypadku. Zmniejszeniu ulegaja jednak
nastepne czestosci drgan wiasnych.

Badajac wptyw grubosci warstwy podtoza H dla réznych stosunkéw modutu Younga
Eb/Es, wida¢, ze wraz ze wzrostem H rosng czestosci drgan wiasnych, przy czym wzrost ten
jest znaczny dla gruntéw ,mocnych” i ,$rednich”, a dla gruntéw bardzo stabych jest
minimalny. Analizujac wptyw L przy ustalonej H i zmieniajacej sie¢ proporcji Eb/Es, mozna
zauwazy¢, ze ze wzrostem L czestosci drgan wiasnych belki zmniejszajg sie wyraznie dla
gruntéw ,,mocnych” i ,,$rednich”. Wyjatkiem jest pierwsza posta¢ drgan ( wptyw niewielki).
Mozna zauwazy¢ zdecydowanie wiekszy wzrost czestosci drgan wiasnych belki wraz ze
wzrostem H przy zachowaniu statej dtugosci belki, co prowadzi do ogdlnego wniosku, ze
zdecydowanie wiekszy wplyw na drgania wiasne belki bedzie miato zwiekszanie grubosci
warstwy H niz zmiana dtugosci belki L.

W przysztej rozprawie doktorskiej planuje sie rozwigzanie stochastyczne zagadnienia

wiasnego analizowanej belki przy losowych wiasnosciach podtoza gruntowego.

Podziekowania (Acknowledgements)

Praca powstata w Centrum Trwatosci i Niezawodnos$ci Konstrukcji (Center of Structural
Integrity) na Politechnice Opolskiej przy finansowym wsparciu Pigtego Programu Ramowego
Unii Europejskiej (with the support of the Commission of the European Communities under

FP5, contract No. GIMA-CT-2002-04058 (CESTI).



192 B. Kaleta

LITERATURA

1. Ayvaz Y., Daloglu A.: Earthquake analysis of beams resting on elastic foundations by
using a modified Vlasov model. J. of Sound & Vibration, Vol.200, N 0.3,1997, pp. 315-
325.

2. Ayvaz Y., Ozgan K.: Application of modified Vlasov model to free vibration analysis of
beams resting on elastic foundations. J. of Sound & Vibration, Vol.255, No.l, 2002,
pp. 111-127.

3. Chmielewski T., Zembaty Z.: Podstawy Dynamiki Budowli. Arkady, Warszawa 1998.

4. Franciosi C., Masi A.: Free vibrations of foundation beams on two-parameter elastic soil.
Computer & Structures, Vol. 47, No. 3, 1993, pp. 419-426.

5. Naidu N.R., Rao G.V.: Vibrations of initially stressed uniform beams on two-parameter
elastic foundation. Computer & Structures, VVol. 57, N0.5,1995, pp. 941-943.

6. Thambiratnam D., Zhuge Y.: Free vibration analysis of beams on elastic foundation.
Computer & Structures, Vol. 60, No.6, 1996, pp. 971-980.

7. Vallabhan C.V.G., Das Y.C.: Modified Vlasov model for beams on elastic foundation.

J. of Geotechnical Engineering, Vol.l 17, No. 6,1991, pp. 956-966.

8. Vlasov V.Z., Loentiev U.N.: Beams, plates and shells elastic foundation. Israel Program
for Scientific Translation, Jerusalem 1966.

9. Yokoyama T.: Vibration analysis of Timoshenko beam-columns on two-parameter elastic

foundation. Computer & Structures, Vol. 6, No. 6,1996, pp. 995-1007.

Recenzent: Dr hab. Jan Gaszynski, prof. Pol. Krakowskiej



