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DRGANIA POWIERZCHNI GRUNTU WYMUSZONE PRZEZ POCIĄG 
PORUSZAJĄCY SIĘ W TUNELU

Streszczenie. W pracy przedstawiono dwuwymiarowy model tunelu kolejowego, 
składający się z belki typu Eulera-Bemoulliego zanurzonej w gruncie, na pewnej głębokości, 
równolegle do jego powierzchni. Wyznaczono wartość prędkości krytycznej dla 
zaproponowanego modelu. Dokonano analizy drgań powierzchni gruntu dla stałego 
obciążenia poruszającego się jednostajnie wzdłuż belki, przy zmieniającej się gęstości oraz 
module Younga warstw leżących nad i pod belką. Zaprezentowano numeryczne wyniki dla 
wartości przemieszczeń na powierzchni oraz dokonano parametrycznej analizy w przestrzeni 
transformat dla prędkości poniżej i powyżej wartości krytycznej.

SURFACE GROUND VIBRATION GENERATED BY A TRAIN MOVING 
IN A TUNNEL

Summary. A two-dimensional model of the tunnel with an Euler-Bemoulli beam located 
in the ground, parallel to the surface at some depth, is considered. Critical velocity of the 
moving load in the presented model is calculated. The surface vibrations of elastic layer are 
analysed under constant load moving uniformly along the beam. The analysis is carried out 
with changing mass densities and Young’s moduli of the layers, above and under the beam. 
The displacements at the surface are obtained numerically and parametric study in the 
frequency domain in the sub-critical and the super-critical velocity cases is done.

1. Wst$p

Podczas budowy kolei i tuneli podziemnych bardzo często zachodzi potrzeba dokonania 

analizy drgań powierzchni gruntu wywołanych przemieszczającym się obciążeniem. Opis 

zagadnień związanych z ruchem pociągów na powierzchni gruntu i w tunelach można znaleźć 

w pracach wielu autorów [1,2,3].
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W artykule zaprezentowano teoretyczny dwuwymiarowy model tunelu. Badane są drgania 

powierzchni elastycznego ośrodka, generowane przez punktowe, stałe obciążenie 

przemieszczające się jednostajnie wzdłuż belki o nieskończonej długości, umieszczonej pod 

powierzchnią gruntu, równolegle do jego powierzchni. Belka jest opisana równaniem Eulera- 

Bemoulliego. Zostały przedstawione numeryczne wyniki w przestrzeni transformat oraz 

wartości przemieszczeń dla powierzchni gruntu. Głównym celem pracy jest analiza wpływu 

tłumienia ośrodka otaczającego belkę na poziom drgań na powierzchni gruntu, przy założeniu 

zmieniających się gęstości oraz module Younga warstw ośrodka. Została wyznaczona

x,u

z, w, W

Rys. 1. Schemat modelu 
Fig. 1. Geometry of the problem

2. Równania i warunki opisujące model

Rozważany dwuwymiarowy model składa się z belki umieszczonej pod powierzchnią 

gruntu, równolegle do jego powierzchni, z jednostajnie przemieszczającym się wzdłuż niej 

obciążeniem (rys. 1). Górna i dolna warstwa mają grubości odpowiednio h i H . Rozważamy 

równanie belki typu Eulera-Bemoulliego:

r54 W rl2W
E l — r  + p B — — = P(t)S(x -  VI) + a[(Ta (x, hr , 0  -  a B (x, h+, /)] • (1)

dx ot

P(t), W (x,t), <r22(x ,z ,t) , E l , p B, 8(-) oraz a oznaczają odpowiednio: punktowe pionowe 

obciążenie, pionowe przemieszczenie belki, pionowe naprężenie, sztywność na zginanie, 

gęstość belki, funkcję delta Diraca [4,5] oraz długość charakterystyczną belki w kierunku y . 

Przy założeniu niewielkiej lepkości ośrodka równanie ruchu można zapisać w postaci [4]:
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( i  + ¿ )V „ (V „ u )  + = p ^  (2)

gdzie u(x, z, t) = [w(x, z, t), 0, w(x, z, r)] jest wektorem przemieszczenia, X = A. + X d /d t  oraz 

fi = p  + p 'd /d t  są operatorami opisującymi lepkosprężysty charakter ośrodka, X i p. są 

stałymi Lamego, p  jest gęstością ośrodka.

Zakładamy następujące warunki brzegowe i warunki ciągłości:

u(x,h~,t) = 0, u(x,h* ,t)  = 0 , w(x,h~,t) = W (x ,t), w {x ,h * ,t)-W {x ,t)  (3)

<ra (x,0 ,0  = 0 , < t„O ,0,0 = 0 , u(x,H ~,t) = 0 , w(x,/ / ' , / )  = 0. (4)

Warunki początkowe nie są konieczne, ponieważ rozważany typ obciążenia prowadzi do 

stanu ustalonego. Stałe obciążenie P(t) = P0 można traktować jako graniczny przypadek 

obciążenia harmonicznego P(t) = P0 cos(fit) dla częstotliwości f i  = 0 .

3. Rozwiązanie problemu

Wykorzystując potencjały Lamego <p = <p(x,z,t) i y7 = [0 ,-^(x ,z ,f),0 ], równanie (2) 

można zastąpić dwoma następującymi równaniami:

d2<p
dt2

(  2 X  + 2p 8 'ji  r\2 \d (p d (p

l  '  P
= 0

d >
dt2

(c  2 + ^ - -
' a y  a y "

Ł-r _
P d t<[ d x 2 + dz2 )

=  0

(5)

(6)

gdzie cL = ,¡(¿ + 2f i ) / p ,  cT = -[pT p  są prędkościami odpowiednio fali dylatacyjnej i fali 

poprzecznej dla ośrodka. Składowe przemieszczenia i naprężenia przyjmują postać:

00 d\u dtp d\v
u =  — + — , w = — ---- —,

dx dz dz dx

~,d2ę  a y , a y  g y  a y . ,
StSz dx2 dz2

Definiujemy następujące całkowe transformacje Fouriera:
^  +00+00 1 +«+00 ~
/(* ,© ) = J  ¡ f (x , t ) e ‘(M~kx)dxdt, f ( x , t ) = ~ -  { J7 (A:,0 )e-i(" -bW i .

-o o —oo —oo—oo

Stosując te transformaty do równań (1) - (8), otrzymujemy:

(7)

(8)

(9)
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gdzie

^ l - R L̂  = 0 , ^ l - R T̂  = 0 (10)

(Ełk“ -  p Bco2)W (k,co) = P(co -V k ) + q(ctb (*,/T,®) -  S a (k,h* ,©)) (11)

w(k,h~,co) = \v(k,h*,co) = W(k,co), u(k,h~,co) = u(k,h*,co) = 0,

S a (k,0,co) = S„(k,0,co) = 0, u(k,H~,co) = w(k,H~,co) = 0,

R 2 = k 2 -co2 l ( c 2 -ico(X  + 2 p ’) / p) ,  Rt2 = k 2-co 1 /(cT2 -icop ' /  p )  O 3)

P(co) = *jp(t)e‘mdt (14)
-00

u(k,z,co) = ikćp + ̂ ~ ,  w(k,z,co) = ^ j - - i k i j /  O 3)
dz dz

c t ^ . z , « )  = X(^-Ę- -  k 2ę )  + 2p(^-Ę- -  ik ~ ~ )
dz dz dz

S B(k,z,co) = p(2  i k ^ -  + ̂ -Ę- + k2ij/).
dz dz

(16)

Zakładając różne gęstości i wartości modułu Younga dla warstw powyżej ( j  = \,n = 0) i poniżej 
( j  = 2,n = 4 ) belki, rozwiązanie równań (10) można zapisać w postaci:

Vj = A * y iz + A*ne' R‘Ll. V7; = + A  *n«'Riz (17)

gdzie rJt  , R L oznaczają pierwiastki równań charakterystycznych dla (10) w górnej warstwie 
( j  = 1 ) oraz w warstwie ośrodka leżącej pod belką( j  = 2):

R{ = ^jk2 - a 2l((c[)2 -ico (X j + 2 p j ) l P j ) ,  R( = J k 2 -co 2l((cJTf  - ic o p ] / p j ) . (18)

Podstawiając równania (17) do równań (15) i (16), otrzymujemy:

«/ = ik(Au„eRlz + Ai„e~*l*)+ R i(A ^e*h -  Ai+ne~Rlz)

ą  = RJL(Ą„e*12 - A 2„e-Rh - m A ^ e *  +AUne-Rf!) (19)

S i  = ((XJ +2 fij)(Rl ) 2-X Jk 2) ( Ą y Ll+ Ą +ne-Rh - 2 i k p JR‘( A ^ ! - A ^ e ~ Rh

S i  = ¿ ,[2  ikRjM ^ - A 2+ne-Rl‘) H k 2 H R t f K A ^ + A ^ e - « ' ) ] .

Podstawiając z kolei otrzymane wyrażenia do równań (11) i (12) oraz wprowadzając 
następujące oznaczenia: y  = E łk“ -  p Bco2, g'L = ehR’- , g'r =ehRj, g] = ehRt, g T =ehRr>

g 2L = eV"H'>Rl > g i = e(h*H)Rr > otrzymujemy układ ośmiu równań algebraicznych (20) ze względu 
na Amłn,(rn = 1,...,4). Układ ten można rozwiązać stosując twierdzenie Cramera.

(i,*2 -(i, +2A)(^)2)g[4 +(A*2 “ (A +2A)(^)2) fe ir '4  +2A /H feU  -2 A < H ^)- 'Ą  
+(-A*2 +(A +2A)(^)2 +R2Ly/a)glĄ +(-X1k2 +(X +2A)(^)2 +(-5&J$ <20)
- y /a W TĄ  + ( - 2 /^  -y/a)ik(glrlĄ  =P{co-Vk)- Ąg[Ą -HL(g \V A  -ik£TĄ  -¡K g tfA ,
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-¿ Is lĄ -% (g Z fA s+ik£Ą +ik(gly'Ą =0, ik^Ą +ik(g'Ly ' Ą+Ąg'TĄ -Ą (g 'Ty'AA =0,

(W + 2M K )2 ~ M 2)Ą +((i, + 2M R [f -Ą k2)Ą -Z ^ k Ą Ą  +2fiJkĄĄ  =0, 2 tt#4  
-21*^4 +(*2 +(/£)2H  +(*2 + (4 )2H  =05 +iKg2Ly Ą + j ę g2TĄ - K ( g 2TyĄ,  =0;

K s lA  - R t G l f Ą - i & Ą  -iK g2r)-'Ą =0; ikglĄ + » & ?  Ą  +J^g2Ą  -% (g2Tf Ą  = 0. 

Oznaczając przez D  wyznacznik macierzy głównej układu (19), a przez Dy wyznacznik

zmodyfikowanej macierzy głównej z j  -tą kolumną zastąpioną wektorem F = [l,0,0,0,0,0]r , 

można rozwiązanie układu (20) zapisać w postaci

Aj = P{a>- Vk)Dj (k,o))/ D(k, co) . (21)

Podstawiając równania (21) do wyrażeń (19), otrzymujemy dla j  = 1 i z = 0:

u^kftco)  = P (o ) - V k ) u l0(k,(o) =  P(a) -  Vk)(ik(Dt +  D2) +  R}(£>3 - D t ) ) / D  

» ,(* ,0 ,0 )  =  P ( a  -  Vk)ty>{k,a>) =  P(fi> -  Vk)(R[(Dx -  Ą )  - f* (Ą  + D4))/D .

Stosując transformatę odwrotną zdefiniowaną w (9) do równań (22) otrzymujemy:
.  +<o+oo

u(x,0,t) = “ y  |  JS(*,0,<o)e-i(M-kx)dkdco (23)

gdzie u(*,0, tu) = [«, (*,0, a»), w, (¿,0, ®)] oznacza wektor przemieszczenia w dziedzinie

transformat. W celu zbadania drgań powierzchni w stanie ustalonym wystarczy wziąć pod

uwagę dowolny punkt na powierzchni. Bez straty ogólności możemy założyć, że x = 0. Stąd
« + 00+00

u(0,0,/) = - — 2 j  ^P(.a> -V k)\i0(k,co)e~‘Mdkda  (24)

oraz konsekwentnie dla widma amplitudowego drgań w tym punkcie:

u , ( / )  = 7u(0  A O e ^ d t  = j - ] h - 2 n f  -  V k ) ^ { k - 2 n f)d k . (25)

4. Wyniki numeryczne oraz wnioski dla przypadku obciążenia stałego

Rozważmy obciążenie o wartości stałej P(t) = P0. Możemy wówczas zapisać [2,5]:

P (a  -  kV) = \P0eH"-tV)dt = 2nPa8 (a  -  k V ) . (26)
—oo

Stąd wyrażenia (24) i (25) przyjmują następującą formę:
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u(0,0, i) = — • Two (k, kV)e~an dk 
¿n .1

(27)

(28)

Aby otrzymać przemieszczenie, wystarczy policzyć numerycznie wyrażenie (27). Do obliczeń 

numerycznych przyjmujemy następujące wartości [2]: £j = ch-E2, E2 = 3 • 107 Nim i1,

P\ =c pp 2, p 2 = \700kg / m3, >1,’ = Aj* = 3 • 104 kg/ms  , współczynnik Poissona

v, = v2 = 1 / 3 , p [  = p 2 = 3 • 104 kg / m s , odpowiednio dla warstwy górnej i dolnej; oraz dla 

belki: p B / a = 3 104 kg / m1; E U  a = 109 N m ; a = Am \ P0 =4-10', Ar ; V = 30 m/s.

W celu wykonania numerycznych obliczeń oraz sporządzenia rysunków zostały ułożone 

specjalne programy działające w systemie MATHEMATICA. Głównym zadaniem analizy 

jest przebadanie wpływu zmiany parametrów h , cp i cE oraz prędkości poruszającego się

obciążenia na zakres drgań powierzchni gruntu.

Zdefiniujmy prędkość krytyczną obciążenia jako prędkość, przy której wartość 

bezwzględna składowych u i w przemieszczenia w punkcie (0,0,i) osiąga maksimum. 

Można zauważyć (rys. 2 ( / /  = 150w)), że prędkość ta jest bliska prędkości c2 »81,4mi s .  

Prędkość krytyczna nie zależy od wartości parametrów cp i cE. Dla prędkości niższych od 

krytycznej widmo amplitudowe posiada dwa maksima, dla wyższych pojawia się 

trzecie (rys. 3, rys. 4).

Rys. 2. Maksymalne przemieszczenia (linia przerywana - h — 10 m, linia ciągła - h -  100 tri)
Fig. 2. The maximum displacements (dashed line - h = 10 m , solid line - h = 100 m)

Rysunki 3 i 4 pokazują, że przy wzroście wartości parametrów cp i cE wzrastają wartości

ekstremów położonych bliżej zera. Należy zaznaczyć, że większa część widma jest 

ulokowana w dolnym zakresie częstotliwości i tendencja ta umacnia się zarówno przy 

wzrastających cp i cF , jak też przy rosnącej grubości h górnej warstwy ośrodka. Przy 

malejącej grubości h widmo się poszerza oraz wyrównują się wartości ekstremów.

50 100 150 200
V(m/s)

0 50 100 150 200
V (ra/s)
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cE -  0.8 
cp =0.8

Rys. 3. Widma amplitudowe (linia przerywana - V= 30 m/s, linia ciągła - V= 85 m/s) 
Fig. 3. The amplitudę spectra (dashed line - V= 30 m/s, solid line - V= 85 m/s)
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Rys. 4. Widma amplitudowe (linia przerywana - V= 30 m/s, linia ciągła - V -  85 m/s) 
Fig. 4. The amplitudę spectra (dashed line - V= 30 m/s, solid line - V= 85 m/s)
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Rys. 5. Przemieszczenia dla V= 30 m/s (linia przerywana - h -  10 m, linia ciągła - h — 15 w) 
Fig. 5. The displacements for V= 30 m/s (dashed line - h = 10 m , solid line - h = 15 m)

Wraz z malejącą grubością h górnej warstwy rośnie amplituda przemieszczeń (rys. 5). 

Przy stałym cp i rosnącym cE maleją wartości bezwzględne przemieszczeń oraz następuje 

szybsze tłumienie drgań (analogiczny proces zachodzi przy jednoczesnym jednakowym 

wzroście tych parametrów). Przy stałym cE i rosnącym cp wartości przemieszczeń 

nieznacznie wzrastają. Dla prędkości większych od krytycznej podobne zjawiska są trudne do
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zaobserwowania, ponieważ kształt wykresu przemieszczenia w sposób znaczny zmienia się 

wraz ze zmianą wartości badanych parametrów.

Dla ustalonego punktu (x ,z ,t) = (0,0,0) oraz V= 30 m/s można obliczyć, że wzrost h o 5 

metrów powoduje zmianę wartości przemieszczenia około 10% + 20% dla składowej w oraz 

około 70% dla u . Zmiana parametrów cp i cB 20%, w zakresie cp,cE e  [0.8,1.2], pociąga 

za sobą zmianę wartości u około 50% + 70% oraz w około 10%.
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