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DRGANIA POWIERZCHNI GRUNTU WYMUSZONE PRZEZ POCIAG
PORUSZAJACY SIE W TUNELU

Streszczenie. W pracy przedstawiono dwuwymiarowy model tunelu kolejowego,
sktadajacy sie z belki typu Eulera-Bemoulliego zanurzonej w gruncie, na pewnej gtebokosci,
rownolegle do jego powierzchni. Wyznaczono warto$¢ predkosci krytycznej dla
zaproponowanego modelu. Dokonano analizy drgan powierzchni gruntu dla statego
obcigzenia poruszajacego sie jednostajnie wzdtuz belki, przy zmieniajacej sie gestosci oraz
module Younga warstw lezacych nad i pod belka. Zaprezentowano numeryczne wyniki dla
warto$ci przemieszczen na powierzchni oraz dokonano parametrycznej analizy w przestrzeni
transformat dla predkosci ponizej i powyzej wartosci krytycznej.

SURFACE GROUND VIBRATION GENERATED BY A TRAIN MOVING
IN A TUNNEL

Summary. A two-dimensional model of the tunnel with an Euler-Bemoulli beam located
in the ground, parallel to the surface at some depth, is considered. Critical velocity of the
moving load in the presented model is calculated. The surface vibrations of elastic layer are
analysed under constant load moving uniformly along the beam. The analysis is carried out
with changing mass densities and Young’s moduli of the layers, above and under the beam.
The displacements at the surface are obtained numerically and parametric study in the
frequency domain in the sub-critical and the super-critical velocity cases is done.

1. Wst$p

Podczas budowy kolei i tuneli podziemnych bardzo czesto zachodzi potrzeba dokonania
analizy drgan powierzchni gruntu wywotanych przemieszczajagcym sie obcigzeniem. Opis
zagadnien zwigzanych z ruchem pociagéw na powierzchni gruntu i w tunelach mozna znalez¢

w pracach wielu autoréw [1,2,3].
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W artykule zaprezentowano teoretyczny dwuwymiarowy model tunelu. Badane sg drgania
powierzchni elastycznego os$rodka, generowane przez punktowe, stale obcigzenie
przemieszczajace sie jednostajnie wzdtuz belki o nieskonczonej dtugosci, umieszczonej pod
powierzchnig gruntu, réwnolegle do jego powierzchni. Belka jest opisana réwnaniem Eulera-
Bemoulliego. Zostaly przedstawione numeryczne wyniki w przestrzeni transformat oraz
warto$ci przemieszczen dla powierzchni gruntu. Gtéwnym celem pracy jest analiza wptywu
thumienia o$rodka otaczajgcego belke na poziom drgan na powierzchni gruntu, przy zatozeniu

zmieniajacych sie gestosci oraz module Younga warstw osrodka. Zostata wyznaczona

z, W, W

Rys. 1 Schemat modelu
Fig. 1 Geometry ofthe problem

2. Rownania i warunki opisujgce model

Rozwazany dwuwymiarowy model skfada sie z belki umieszczonej pod powierzchnig
gruntu, réwnolegle do jego powierzchni, z jednostajnie przemieszczajacym sie wzdtuz niej
obciagzeniem (rys.1). Gorna i dolna warstwa majg grubosci odpowiednio h i H . Rozwazamy
réwnanie belki typu Eulera-Bemoulliego:

rl2n

AW
EIF r +pB ot_: P(t)S(x- VI) +a[(Ta(x,hr,0 - aB(x,h+/)] ¢ (1)

X
P(t), W(x,t), €2(x,z,t), EI, pB, 8(-) oraz a oznaczajgodpowiednio: punktowe pionowe
obcigzenie, pionowe przemieszczenie belki, pionowe naprezenie, sztywno$¢ na zginanie,
gestos¢ belki, funkcje delta Diraca [4,5] oraz dtugo$¢ charakterystyczng belki w kierunku vy .

Przy zalozeniu niewielkiej lepkosci osrodka réwnanie ruchu mozna zapisa¢ w postaci [4]:
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(i+¢)V.(V,u)+ =p " @)

gdzie u(x, z,t) = [w(x,z,t),0,w(X, z,r)] jest wektorem przemieszczenia, X =A+Xd/dt oraz
fi =p +p'd/dt sg operatorami opisujagcymi lepkosprezysty charakter osrodka, X i p. s3
statymi Lamego, p jest gestoscigosrodka.
Zaktadamy nastepujace warunki brzegowe i warunki ciggtosci:
u(x,h~,t) =0, u(x,h*,t) =0, w(x,h~t) =W (x,t), w{x,h*,t)-W{x,t) 3)
<a(x,0,0 =0, <t,,0,0,0 =0, u(x,H~,t) =0, w(x,//",/) =0. 4)
Warunki poczatkowe nie sg konieczne, poniewaz rozwazany typ obcigzenia prowadzi do
stanu ustalonego. State obciazenie P(t) = PO mozna traktowac jako graniczny przypadek

obcigzenia harmonicznego P(t) = POcos(fit) dla czestotliwosci fi = 0.

3. Rozwiazanie problemu

Wykorzystujac potencjaty Lamego <p=<p(x,z,t) i y7=[0,-"(x,z,f),0], réwnanie (2)
mozna zastapi¢ dwoma nastepujacymi réwnaniami:

d29 (2 x+2p 8jdp &% _

0 5

dt2 | o p ©®)
d> '‘ay ay"

(€r2+ " - - =0 6

dt2 P giddx2 + dz2) (6)

gdzie cL=,j(¢ +2fi)/p, cT=-[pTp sa predkosciami odpowiednio fali dylatacyjnej i fali

poprzecznej dla osrodka. Sktadowe przemieszczenia i naprezenia przyjmuja postac:

u= 0_0 +ﬂu , W:_dtp___q\L7 (7)
dx dz dz dx
~vd% ay. ay gy ay., (8)

StSz  dx2 dz2

Definiujemy nastepujace catkowe transformacje Fouriera:

I(*,©) = 1 if(x,t)e (Mkddxdt, f(x,t):--?J;(A-,O)e-ic'-bw i )

Stosujac te transformaty do réwnan (1) - (8), otrzymujemy:
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Al-R I =0 ,A1-R T =0 (10)

(E¥k* pBoo2)W (k,co) = P(co -V k) +g(ctb (*,/T,®) - Sa(k,h*,0)) 11)

w(k,h~,co) =\v(k,h*,co) =W(k,co), u(k,h~,co) =u(k,h*,co) =0,
Sa(k,0,co) =S,,(k,0,co) =0, u(k,H~,co) = w(k,H~,co) =0,

gdzie
R 2=k2 -co2l(c2-ico(X +2p’)/p), Rt2=k2-col/(cT2-icop'/p) 03)
P(co) = *jp(t)e‘mdt (14)
u(k,z,co) =ikép +* ~, w(k,z,co) ="J--ikij/ 03)
dz z

cth.z,«) :X(Ad-%::-- k%) +2p(/\d§" ika;) (16)

SB(k,z,co) =p(2ik”- +"-E- +kaj/).
dz dz
Zaktadajac rozne gestosci i wartosci modutu Younga dla warstw powyzej (j =\,n=0) i ponizej
(j =2,n =4) belki, rozwigzanie réwnan (10) mozna zapisa¢ w postaci:
Vi=A*yiz+A*ne' R Vi = + A *n«'Riz (17)

gdzie rk , RL oznaczajg pierwiastki rownan charakterystycznych dla (10) w gérnej warstwie
(j =1) oraz w warstwie osrodka lezacej pod belka(j =2):

R{ ="jk2-a 2I((c[)2-ico(Xj +2pj)IPj), R(=Jk2-co2l((cIf -icop]/pj). (18)
Podstawiajagc rownania (17) do réwnan (15) i (16), otrzymujemy:
«/ = ik(Au,,eRz +Ai,,e~*1*)+ Ri(A"e*h - Ai+re~Rlz)
a3 =RI(A,e*R2-A2,e-fh-m A "e™* +AUne-Rfl) (19)
Si =((XI+2fij)(RI)2-XXk2) (A y LI+ A+e-Fh-2ikpJR‘(A " !-A”e~h
Si=¢,[2IkRM  ~ - A 2re-R)HKk2H RtfKAN+ Are-«")].
Podstawiajagc z kolei otrzymane wyrazenia do réwnan (11) i (12) oraz wprowadzajac
nastepujace oznaczenia: Yy = Eik*“- pBoo2, gL=elR, gr=ehRj, g] =ehRt, gT=ehRr>
g2 =eV"HR >gi = e(*H)R >otrzymujemy uktad o$miu réwnan algebraicznych (20) ze wzgledu
na Amin,(m =1,...,4). Ukfad ten mozna rozwigzac stosujac twierdzenie Cramera.
(i,%2-(i, +2A)(M)Dg[4 +(A*2" (A+2A)(M)Dfeir'd +2A/HTfeU -2A<HM)-'A
+(-A*2+(A +2A) (") 2+RRy/a)glA +(-XKk2+(X +2A) ()2 +(-5&J% <20)
-ylaW TA + (-2/” -y/a)ik(glrlA =P{co-VK)- Ag[A -HL(g\V A -ikETA -iK gtfA,
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- IsIA-% (gZfAs+ikEA +ik(gly'A =0, ik"A +k(@Ly'A+Ag'TA-A(g'Ty'AA=Q,

W+2MK)2~M2A +((i, +2MR[f-Ak2A -Z kA A +2fiJKAA =0, 2tt#4

S21* N4 +(*2+(JE)2H +(*2+(4)2H =05 +iKgy A +jegZA-K (g A, =0;

KslA -RtG IfA-i& A -iKgP)-'A =0; ikglA+»& ? A +J"g2A -% (gHA =0.
Oznaczajagc przez D wyznacznik macierzy gtownej uktadu (19), a przez Dy wyznacznik
zmodyfikowanej macierzy gtéwnej z j -tg kolumng zastgpiong wektorem F =[1,0,0,0,0,0]r,
mozna rozwigzanie uktadu (20) zapisa¢ w postaci

Aj =P{a>- Vk)Dj (k,0))/ D(k, co) . (21)
Podstawiajac rownania (21) do wyrazen (19), otrzymujemy dla j =1i z=0:
u~kftco) = P(0)-Vk)ub(k,(o) = P(a) - VKk)(ik(Dt+ D2) + R}(£>3-D t))/D
»,(*,0,0) = P(a - VK)ty>{k,a>) = P(fi>- VK)(R[(Dx- A) - f*(A + D4))/D.

Stosujac transformate odwrotng zdefiniowangw (9) do réwnan (22) otrzymujemy:

+<0+00

u(x,0,t) =“ vy | JS(*,0,<0)e-i(Mkddkdco (23)

gdzieu(*,0, tu) = [«, (*,0,a»),w, (¢,0,®)] o0znacza wektor przemieszczenia w dziedzinie
transformat.W celu zbadania drgan powierzchni w stanie ustalonym wystarczy wzig¢ pod

uwage dowolny punkt na powierzchni. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze x = 0. Stad
« +00+00

u(0,0,) - —— = j P(a>-Vk)\iok,co)e~Mdkda (24)

oraz konsekwentnie dla widma amplitudowego drgan w tym punkcie:

u, (/) =7u(0AO erdt=j-1h-2nf- Vk)*{k-2nf)dk. (25)

4. Wyniki numeryczne oraz wnioski dla przypadku obcigzenia statego

Rozwazmy obcigzenie o wartosci statej P(t) = P0. Mozemy wowczas zapisa¢ [2,5]:

P(a - kV) = \PGH"-t)dt = 2nPa8(a - kV). (26)

—00

Stad wyrazenia (24) i (25) przyjmuja nastepujaca forme:
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u(0,0,i) = — « Two (k, kV)e~andk (27)
¢n 'l

(28)
Aby otrzymac¢ przemieszczenie, wystarczy policzy¢ numerycznie wyrazenie (27). Do obliczen
numerycznych przyjmujemy nastepujace wartosci [2]: £j =chE2, E2=3¢107Nimil,
P\=cpp2, p2=\700kg /m3, >’ = A* = 3+104kg/ms,  wspétczynnik  Poissona
v,=v2=13, p[ =p2 =3+104kg/ ms, odpowiednio dla warstwy gérnej i dolnej; oraz dla
belki: pB/a=3 104kg/ml; EU a =109Nm; a =Am\ P0=4-10", Ar; V =30m/s.

W celu wykonania numerycznych obliczen oraz sporzadzenia rysunkéw zostaty utozone
specjalne programy dziatajagce w systemie MATHEMATICA. Gtéwnym zadaniem analizy

jest przebadanie wptywu zmiany parametrow h, cp i cE oraz predko$ci poruszajacego sie
obcigzenia na zakres drgan powierzchni gruntu.

Zdefiniujmy predko$¢ krytyczng obcigzenia jako predkosé, przy ktorej wartos$é
bezwzgledna skfadowych u i w przemieszczenia w punkcie (0,0,i) osigga maksimum.
Mozna zauwazyé¢ (rys. 2 (// =150w)), ze predko$¢ ta jest bliska predkosci c2»81,4mis.
Predko$¢ krytyczna nie zalezy od wartosci parametrow cp i cE. Dla predkosci nizszych od

krytycznej widmo amplitudowe posiada dwa maksima, dla wyzszych pojawia sie

trzecie (rys. 3, rys. 4).

50 100 150 200 50 100 150 200
v(m/s) V (as)

Rys. 2. Maksymalne przemieszczenia (linia przerywana - h —10 m, linia ciggta - h - 100 tri)
Fig. 2. The maximum displacements (dashed line - h =10 m, solid line - h = 100 m)

Rysunki 3 i 4 pokazuja, ze przy wzroscie wartosci parametrow cp i cE wzrastajg wartosci

ekstremow potozonych blizej zera. Nalezy zaznaczy¢, ze wieksza cze$¢ widma jest

ulokowana w dolnym zakresie czestotliwosci i tendencja ta umacnia sie zaréwno przy
wzrastajagcych cp i cF, jak tez przy rosngcej grubosci h gdrnej warstwy osrodka. Przy

malejacej grubosci h widmo sie poszerza oraz wyréwnujg sie warto$ci ekstremow.
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cE- 0.8
cp=0.8
Rys. 3. Widma amplitudowe (linia przerywana - V= 30 m/s, linia ciagta - V= 85 m/s)
Fig. 3. The amplitude spectra (dashed line - V=30 m/s, solid line - V= 85 m/s)
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Rys. 4. Widma amplitudowe (linia przerywana - V=30 m/s, linia ciagta - V - 85 m/s)
Fig. 4. The amplitude spectra (dashed line - V= 30 m/s, solid line - V= 85 m/s)
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Rys. 5. Przemieszczenia dla V= 30 m/s (linia przerywana - h - 10 m, linia ciggta - h —15 w)
Fig. 5. The displacements for V=30 m/s (dashed line - h= 10 m, solid line - h = 15 m)

Wraz z malejaca gruboscig h gornej warstwy ro$nie amplituda przemieszczen (rys. 5).

Przy statym cp i rosngcym cE maleja wartosci bezwzgledne przemieszczen oraz nastepuje

szybsze tlumienie drgan (analogiczny proces zachodzi przy jednoczesnym jednakowym

wzroscie tych parametrow). Przy statym cE i rosngcym cp wartoSci przemieszczen

nieznacznie wzrastajg. Dla predkosci wiekszych od krytycznej podobne zjawiska sg trudne do
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zaobserwowania, poniewaz ksztatt wykresu przemieszczenia w sposéb znaczny zmienia sie
wraz ze zmiang wartosci badanych parametrow.

Dla ustalonego punktu (x,z,t) = (0,0,0) oraz V= 30 m/s mozna obliczy¢, ze wzrost h 0 5
metréw powoduje zmiane wartosci przemieszczenia okoto 10% + 20% dla sktadowej w oraz

okoto 70% dla u. Zmiana parametrow cp i ¢cB 20%, w zakresie cp,cEe [0.8,1.2], pocigga

za sobg zmiane warto$ci u okoto 50% + 70% oraz w okoto 10%.
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