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METODA KRIGINGOWA APROKSYMACJI WYNIKOW POMIAROW
SRODOWISKOWYCH

Streszczenie. Temat referatu obejmuje problemy aproksymacji wynikéw pomiarow
Srodowiskowych. Opisano jedng z metod aproksymacji przestrzennego (jednak
dwuwymiarowego) rozktadu cech pewnego zjawiska. W szczeg6lnosci przedstawiono istote
metody krigingowej, podano algorytm obliczeniowy, opracowany przez autorke i
sformutowano wnioski o znaczeniu praktycznym.

THE KRIGING METHOD APPROXIMATION OF RESULTS OF
ENVIRONMENTAL MEASUREMENT

Summary. The paper comprises approximations problems of results of environmental
measurements, at the use of geostatistics methods. These methods are used to create
topographical maps, contour lines. The literature of the subject distinguishes a considerable
number of methods, credited to the geostatistics group. One of them is the kriging procedure,
treated in a special manner. Kriging makes possible constructing, among other things,
numerical models of the ground. The report presents the kriging method and introduces the
computational algorithm.

1. Wstep

Metody statystyki przestrzennej sg stosowane w réznych dziedzinach, np. w
gornictwie, topografii oraz celem monitoringu $rodowiska. W rezultacie tworzone sg mapy
topograficzne, warstwice, izolinie itp. W literaturze przedmiotu wyrdznia si¢ znaczng liczbe
metod zaliczanych do omawianej grupy. W referacie skupiono uwage na procedurze
krigingowej (zaczerpnietej z literatury) w zastosowaniu do monitoringu Srodowiska. Referat
ma charakter studyjny (opisano istote metody oraz algorytm obliczeniowy) i jego tres¢

stanowi przygotowanie do badan eksperymentalnych. W procesie eksperymentéw kriging
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bedzie weryfikowany przez poréwnanie z innymi metodami. Na uwage zastuguje wkiad
wiasny autorki w przedmiotowy problem: algorytm sporzadzono w formie umozliwiajacej
tworzenie programu komputerowego. Jest to pierwsze tego typu opracowanie dotyczace

procedur krigingowych.

2. Istota metody krigingowej

Metoda krigingowa umozliwia szacowanie jakosci i wielkosci zt6z oraz ilustrowanie
rozmieszczenia wartosci parametréw ztozowych za pomocg map izorytm (np. warstwie).
Metoda statystyki przestrzennej (krigingu) jest szczegdlnie wykorzystywana do oceny
wskaznikdw zanieczyszczen i zasobdw ztoz.

W ujeciu statystyki przestrzennej parametr ztozowy traktowany jest jako tzw.
zmienna zregionalizowana (zwana réwniez przestrzenng lub zlokalizowang), ktorg definiuje
sie jako ciggty funkcje wspotrzednych przestrzeni. WartoSci tej zmienngj
zregionalizowanej znane sg tylko w obrebie prébek geologicznych lub p6l pomiarowych o
znikomo matych rozmiarach w poréwnaniu z przestrzenig ztozowg. Noszg one nazwe
bazy geometrycznej pomiarow [1,2].

Aby wzgledem zmiennej zregionalizowanej mozna bylo przeprowadzic¢
interpretacje statystyczng, naktada sie na nig pewne ograniczenia. W szczegélnosci
przyjmuje sie hipoteze stabej stacjonarnosci, co oznacza, ze warto$¢ oczekiwana
zmiennej nie zalezy od miejsca pomiaru, a jej kowariancja jest jedynie funkcjg
odlegtosci pomiedzy punktami pomiaréw. W praktyce, ze wzgledu na to, ze
hipoteza stabej stacjonarnosci w odniesieniu do realnych parametréw ztozowych jest
zbyt rygorystyczna, stosuje sie znacznie tagodniejsze ograniczenie, ktdre zaklada stabg
stacjonarnos$¢ nie tyle samej zmiennej zregionalizowanej, lecz jej przyrostow. Istotne
znaczenie ma tu wariancja przyrostow, ktéra definiuje podstawowg funkcje

charakterystyczng geostatystyki, zwang wariogramem:

DAZ(x+h) - Z(x)] = E[Z(x+h) - Z (x)f =2y (h) 1)

gdzie:
D, E - operatory wariancji i wartosci oczekiwanej,

2y(h)-wariogram,
y (h) - semiwariogram (p6twariogram),
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Z(x+h), Z(x) - wartosci zmiennej zregionalizowanej w punkcie poczatkowym i
odlegtym o h.

W zastosowaniach metod geostatystycznych wykorzystuje sie najczesciej potowe
wartoéci  wariogramu, tzw. semiwariogram. Podstawe geostatystycznego opisu
zmienno$ci stanowi funkcja ujmujaca zalezno$¢ pomiedzy $rednim zréznicowaniem
warto$ci parametréw ztozowych a odlegto$cig pomiedzy miejscami ich pomiaréw.
W warunkach rutynowych pomiaréw warto$ci parametréw ztozowych majg postaé
semiwariogramu dla dyskretnej i regularnej sieci pomiarow; okresla sie je z klasycznej
formuty G. Matherona [3,4,5]:

(2)

gdzie z, zi+h sa wartosciami parametru ztozowego w punktach oddalonych o wektor h,
natomiast «/, jest liczbg par punktéw pomiarowych odlegtych o wektor h. Semiwariogram,
ktérego posta¢ zostata okreslona na podstawie wynikéw pomiaréw w ztozu, nosi nazwe
semiwariogramu empirycznego i przedstawia on w syntetycznej formie strukture
zroznicowania parametréw ztozowych.

Wyznaczanie semiwariogramu w istocie polega na obliczaniu $redniego kwadratu
roznic dla wszystkich par utworzonych z warto$ci parametru ztozowego, okreslonych w punkcie
wyréznionym (bazowym) i w kazdym z punktéw, ktdry znalazt sie w obszarze grupowania
danych, a nastepnie na przypisaniu $redniego kwadratu roznic $redniej odlegtosci pomiedzy
punktem bazowym a punktami z rozpatrywanego sektora zliczania. Nastepnie catg procedure
powtarza sie dla kolejnego przedziatu odlegtosci i dalej dla kolejnych punktéw pomiarowych,
przejmujacych role punktow bazowych.

Semiwariogram empiryczny w formie wykresu punktowego nie moze by¢ wykorzystany
jednak do rozwigzywania zadan oceny parametrow geologicznych. By mozna to byto wykonac,
przybliza si¢ go réznymi funkcjami analitycznymi, ktére w dalszym postepowaniu traktowane
sg jako geostatystyczne modele zmiennosci. Do najczesciej uzywanych zalicza si¢ model

sferyczny Matherona opisany réwnaniem [6,7,8]:

rw -cl=* * +CO0dla h<a (3)
2a 2a
oraz

r(h) =Co0+C =S2 dla h>a (4)
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Z definicji semiwariogramu powinno wynika¢, ze jego warto$¢ dla h = O wynosi rowniez zero.
Jednakze dla malejacych do zera wartosci h realne semiwariogramy empiryczne rzadko
daza do zera, na ogot daza do pewnej wartosci okreSlanej w literaturze geostatystycznej jako
statej efektu samorodkéw Co (nugget effect). Charakteryzuje ona zmienno$¢ lokalng badanego
parametru ztozowego i odpowiada sktadnikowi losowemu zmiennosci dla h -> 0.

Do aproksymacji semiwariogramow empirycznych modelami teoretycznymi stosowane
sg najczesciej metody automatycznego dopasowania metodg najmniejszych kwadratow. Jest
ona szczeg6lnie przydatna przy duzej skali obliczen. Wykonana poprawnie procedura
obliczeniowa wymaga zastosowania aproksymacji wazonej ze wzgledu na rézng
doktadnos$¢ oceny poszczeg6lnych wartosci semiwariogramu empirycznego, co wynika
z roznej liczebnosSci par danych, na podstawie ktérych sg wyznaczane. Dlatego
zazwyczaj pomija sie wartosci semiwariogramu okre$lone dla zbyt ubogiej liczby
danych (np. kilku par danych).

Metoda krigingu jest geostatystyczng metodg szacowania S$rednich wartosci
parametrow ztozowych i ich wartosci w punktach ztoza, opartg na zmiennosci wyrazonej
semiwariogramem. Estymator warto$ci $redniej parametru ma posta¢ $redniej wazonej i

okreslony jest wzorem [1,2,9]:

*b=/:Z|V*i‘~ (5)
gdzie Xi jest wspotczynnikiem wagowym krigingu, a z, jest wartoscig parametru ztozowego
w i-tym punkcie pomiarowym.

Specyfikaprocedury krigingu polega na ustalaniu warto$ci  wspotczynnikow
wagowych. Powinny bycéone tak dobrane, by spelnitydwa postulaty:  nieobcigzonosci i
maksymalnej efektywnosci.

Pierwszy postulat jest spetniony, gdy

E(Zi- m)=0 (6)

skad wynika wymag, aby

by = 1 (7)
Drugi postulat oznacza, iz wariancja réznicy pomiedzy rzeczywista, $rednig wartoscia
parametru m ijej ocengz, winna by¢ mozliwie najmniejsza, co mozna zapisa¢ nastepujaco:

a2=E[(zi - m)2] = min (8)
Warunkiem koniecznym do spetnienia postulatu minimalizacji btedu jest zerowanie sie

pierwszych pochodnych wariancji z uwagi na wszystkie wspotczynniki wagowe, tzn.:
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s[c2-2 v A

=0 ,dlai=123,...n 9)
dz,

gdzie vjest mnoznikiem Lagrange'a.
W  wynikurézniczkowania otrzymuje sie ukilad n réwnanz n niewiadomymi
wspoétczynnikami wagowymi A , ktéry w uproszczonej postaci mozna zapisaé

nastepujaco:
nx,,Xo) =Y I*r(xl,x0)+v dlai= 1,2, 3,.... n (10)
-

lub w postaci macierzowej [2,3,4]:

(G T () (i)

gdzie y(x,,x ) jest Srednig wartoScig semiwariogramu dla odcinkéw #aczacych

punkty pomiaréw (oprobowan) z(xj) oraz z(xj),xjxj - odlegto$¢ miedzy punktami xi i x;j,
natomiast Xj i X sa okreslonymi punktami pomiaru przy wykorzystaniu przyjetego modelu
zmienno$ci badanego parametru. Rozwigzanie przedstawionego uktadu réwnan prowadzi
do ustalenia liczbowych wartosci wspotczynnikéw wagowych, ktére sg niezbedne do
szacowania $redniej wartos$ci parametru z minimalnym btedem. Sa one réwniez
konieczne do wyznaczenia przecietnej wielkosci biedu, zwanego btedem krigingu,

ktérego wariancje okresla wzor:

n
2= XV r(*/,*,)+ v-K*,>%0) 12)
=]

Metoda krigingu, ze wzgledu na powyzsze wiasnosci, stanowi dogodng metode
interpolacyjna, wysoce przydatng przy sporzadzaniu map izarytm (izolinii) parametrow
ztozowych. Z uwagi na minimalizacje btedu oceny parametru procedura krigingu
zapewnia wiekszg doktadno$¢ w poréwnaniu z innymi procedurami interpolacyjnymi,
np. opartymi na wazeniu odwrotnosci odlegtosci (lub ich kwadratu) wezta
interpolacyjnego od punktow pomiaru. Zasady zastosowania tej metody polegajg na
natozeniu na mape rozmieszczenia punktéw pomiarowych (otworéw, prébek) na ogoét
kwadratowej sieci punktow (interpolacyjnych), w ktérych bedzie wykonana interpolacja
warto$ci parametru. Przy ocenie wartosci parametru ztozowego w tych punktach bierze sie
pod uwage wszystkie obserwacje w ztozu, znajdujgce sie w obrebie kota o zatozonej z
gory wielkosci promienia, ktérego $rodek stanowi punkt interpolacyjny. Promien tego kota

dobiera sie uwzgledniajac zasieg semiwariogramu oraz charakter rozmieszczenia obserwacji
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w ztozu. Wagi poszczegélnych obserwacji okresla sie, rozwigzujgc wspomniany wczesniej
ukfad réwnan krigingu.

Ze wzgledu na ogromng liczbe punktéw interpolacji, realizacja zadania mozliwa jest
wyltgcznie przy zastosowaniu komputerow. Majac okreSlone wagi obserwacji dla
poszczegdlnych punktéw interpolacji, komputer wyznacza dla kazdego z nich wartosci
parametru (jako $rednig wazong w mysl procedury krigingu) oraz btad krigingu.

Metoda krigingu pozwala zatem na oszacowanie (predykcje) wartosci zmiennej dla
okreslonych punktow interpolacyjnych z danych otaczajacych punktéw pomiarowych, a
z nieregularnej siatki pomiarowej uzyskuje sie regularny rozktad przestrzenny zmiennej w

uktadzie geograficznym.

3. Algorytm obliczeniowy metody krigingowej

Algorytm obejmuje 12 krokéw, ktérych kolejnos¢ w tresci podano ponize;j.
Krok 1. Wyznaczamy potozenie, np. wspétrzedne geograficzne punktu xo, ktérego wartos$¢ z0
zamierzamy oszacowac np. wysoko$¢ nad poziomem morza.
Krok 2. Wyznaczamy zbidr punktéw bazowych, ktérych znamy potozenie oraz wartosci z.

Krok 3. Tworzymy tabele wartosci Z dla poszczegélnych punktéw bazowych:

Xl X2 X3
Zi Zi Z2 Z3

Krok 4. Tworzymy symetryczng macierz Q odlegtosci miedzy punktami bazowymi.

Xi X2 X3
Xl < =0 hi2 h,3
X2 21 h2=0 H23
X3 hai h2 h8=0

Krok 5. Wybieramy model wariogramu oraz wyznaczamy state. Przewaznie wybierany jest
model sferyczny. Warto$¢ zmiennej h nie bedzie wieksza niz maksymalna odlegtosé
pomiedzy punktami bazowymi. Stata C i stala a powinny by¢é mniejsze od maksymalnej

odlegtosci pomiedzy punktami bazowymi h.
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Krok 6. Macierz symetryczng Q transformujemy na Qh czyli wyliczamy warto$¢ y(hy) oraz

dopisujemy wiersz i kolumney'eifynef.

Xi X2 X3
Xt v(hn) y(M Y (hi3> 1
x2 Y tou) Y (h32) Y (h33> 1
X3 y(h3i) Y (h32) Y (1t33) 1
1 1 1 1

Krok 7. Transformowang macierz Q, odwracamy i otrzymujemy Qt"l)

Krok 8. Tworzymy macierz S odlegtosci punktu xo od punktéw bazowych.

Xo
Xi hio
X2 h20
X3 h30

Krok 9. Transformujemy macierz 5 na Sb czyli wyliczamy wartosci y(hjo) oraz dopisujemy
kolumnejedynek.

Xo
Xi Y (hio)
X2 ............
X3 Y (It30)

Krok 10. Obliczamy wagi krigingu  oraz wspotczynik Lagranga z réwnania macierzowego:

r(Xqu) Fw r(XnXO)

1 o _V_ i
lub
b ,H)]-[S,]:
Krok 11. Wyliczenie szukanej warto$ci zo punktu xo
n
20=YaXi'Zi
(F1

wykorzystujac dane z tabeli Z oraz z kroku 9.
Krok 12. Wykonanie wariogramu i sprawdzenie poprawno$ci wybranego modelu metodg
najmniejszych kwadratow. Jezeli wyniki sg niezadowalajace, nalezy wybra¢ inny model lub

inne state modelu i powto6rzy¢ operacje od poczatku.
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4, Wnioski koricowe

Metoda krigingowa, nalezgca do metod statystyki przestrzennej, jest jedng najpetniej
odpowiadajaca zatozeniom stawianym przy tworzeniu map numerycznych terenu.

Kriging, ze wzgledu na specyficzne wiasciwosci stanowi dogodng metode interpolacyjng
przydatng przy sporzadzaniu map parametréw ztozowych

Z uwagi na wystepujacg znaczng liczbe punktow interpolacji realizacja zadania
krigingowego mozliwa jest wytacznie na drodze numerycznej. Majac sprecyzowane wagi
obserwacji dla poszczegélnych punktdw interpolacji, komputer okresla dla kazdego z nich
warto$¢ parametru (jako $rednigwazona) oraz biad krigingu.

Metoda krigingowa umozliwia okre$lenie wartosci zmiennej dla przyjetych punktéw

interpolacyjnych na podstawie danych otaczajgcych punkty pomiarowe.

Referat sporzadzono na podstawie realizowanego projektu badawczego Nr 4 T12C 054 26,
finansowanego przez MNil.
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