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ANALIZA PLYT WARSTWOWYCH Z ZASTOSOWANIEM MES

Streszczenie. W pracy przedstawiono elementy numerycznych badan wasnych zginanych
ptyt warstwowych zbrojonych witdéknami ciggtymi. Zaprezentowano zwigzki konstytutywne
dla kompozytu w zakresie liniowo sprezystym i réwnanie rézniczkowe ptyty anizotropowej.
Przedstawiono przyrostowe réwnanie rownowagi MES uwzgledniajace wptyw nieliniowosci
geometrycznej na statyczne ugiecia pod wptywem obcigzenia, kryteria niszczenia i sposéb
modelowania zniszczenia poprzez modyfikacje macierzy sztywnosci.

ANALYSIS OF LAYERED PLATES BY FEM

Summary. The paper presents the author’s research on behaviour of the bending of
laminated plates reinforced with unidirectional fibres. It shows the constitutive equations for
fibre-composite in the linear-elastic range and the differential equation for an anisotropic
plate. An incremental equation of equilibrium, which takes into account the influence of
geometric nonlinearity on static deflection, is described in the last part of this article as well

as failure criteria and the failure modes.

1. Wstep

Niniejsza praca jest kontynuacjg badan nad witasciwosciami mechanicznymi pilyt
widknokompozytowych, a zarazem wstepem do obliczen wytrzymato$ciowych w zakresie
nieliniowym i uszkadzania. Przez element kompozytowy rozumiemy materiat utworzony z
dwoéch lub wiegkszej liczby sktadnikéw, ktéry w skali makroskopowej daje sie modelowaé
jako jednorodne ciato anizotropowe. Nowoczesne materiaty kompozytowe majg duze
mozliwosci w zakresie ksztattowania ich wasciwosci wytrzymatosciowych, sztywnosci w
interesujgcym nas kierunku. Dzieki swoim witasciwoscig i coraz wiekszej powszechnosci
dostepu i zastosowania materiat kompozytowi stanowi bardzo wazna cze$¢ mechaniki

materiatowej. W wielu pracach rozwigzuje sie elementy konstrukcyjne wykonane z
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materiatdow kompozytowych w zakresie sprezystym [1,3.4,5,7], wielu autoréw wykorzystuje
do tego celu metode elementéw skoriczonych (MES) [2,3,4] i zwraca uwage na istotny wptyw
geometrycznej nieliniowosci na zachowanie si¢ kompozytéw witoknistych [3,4],

Przedmiotem rozwazan w tej pracy jest problem brzegowy zginanej warstwowej plyty
kompozytowej, ktorej typowa warstwa skiada si¢ z matrycy wykonanej z nowoczesnych
materiatdbw sztucznych i zbrojonej jednokierunkowo wioknami ciggtymi, na przykiad
borowymi, szklanymi czy tytanowymi. We wcze$niejszych pracach [2,6] rozwigzano zginane
ptyty warstwowej w zakresie sprezystym i sprawdzono wplyw usytuowania wiékien na
wielkosci fizyczne (przemieszczenia, momenty zginajace i skrecajace). Celem tej pracy jest
przedstawienie sposobu obliczania wielkosci fizycznych z uwzglednieniem nieliniowosci
geometrycznej z wykorzystaniem metody Newtona-Raphsona, a nastepnie, wykorzystujac
znane kryteria wytrzymatosci dla kompozytdw witoknistych, zidentyfikowac i przeanalizowaé
postep zniszczenia (zarysowanie matrycy, zerwanie widkien, Sciecie matrycy i widkna).

W pierwszej czesci pracy przedstawiono zwiazki konstytutywne, sposéb wyznaczenia
statych sprezystosci oraz rozwiazanie prostego przyktadu plyty warstwowej w zakresie
liniowym z wykorzystaniem wtasnego programu i poréwnanie z rozwiazaniem analitycznym.
W drugiej czesci zaprezentowano przeglad kryteriow wytrzymato$ciowych i opisano sposéb
modelowania postepu zniszczenia i degradacji materialtu z wykorzystaniem MES.
Rozwiazania wtasne w postaci przyktadéw z uwzglednieniem nieliniowo$ci geometrycznej i

niszczenia zostang przedstawione na konferencji.

2. Zwigzki konstytutywne dla kompozytu warstwowego

Charakterystyczny przekr6j poprzeczny analizowanych ptyt uwarstwionych pokazano na
rys. 1, gdzie dla przejrzystosci zaznaczono tyko dwie warstwy symetryczne wzgledem
ptaszczyzny Srodkowej ptyty. Potozenie typowej warstwy k, (k=I...N) i jej grubos¢ hk
okreslajg dwie sasiednie rzedne Zki ZkH. Zaklada sie, ze kazda z warstw jest, z uwagi na
zbrojenie widknami, osrodkiem ortotropowym. Wyro6znia sie dwa uktady odniesienia. Uktad
globalny xyz jest uktadem wspétrzednych, w ktérym rozwigzywany jest postawiony problem
brzegowy zginania ptyty, natomiast kazda z warstw ma swoj wiasny uktad materialnych osi

gtébwnych xi % Xs, przy czym osie X i z pokrywajasie.
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Rys. 1 Plytawarstwowa
Fig. 1. Layered plate

Rys. 2. Typowawarstwa k, k=I,...,N
Fig. 2. Typical layer k, k=lI,...,N

Zwigzek konstytutywny dla k-tej warstwy wtéknokompozytu ortotropowego w uktadzie osi

materialanych xi X X% mozna zapisa¢ nastepujaco:

<(» =C (eft> ()
K (K K
I
°22 = Cn Can 0O s22 1y’
ab. o 0 Ck. 2€n

We wzorze (1) zastosowano uproszczony zapis macierzowy relacji tensoréw, grupujac
sktadowe tensora naprezenia oy i tensora odksztatcenia ey w wektory, a skfadowe tensora
sprezystosci w macierz C, co wyjasnia zwigzek macierzowy (1)’. Elementy macierzy
sprezystosci C dla warstwy wioknokompozytu ortotropowego mozna obliczy¢ wg zaleznosci
przedstawionych w pracach [1,4], gdzie réwniez zaprezentowano wzory umozliwiajace
obliczenie modutéw Younga i wspotczynnikéw Poissona w odpowiednich kierunkach w
uktadzie materialnym.

W uktadzie osi globalnych xyz ortotropowy zwigzek konstytutywny (1) staje sie

zwigzkiem anizotropowym scharakteryzowanym macierza C (k>,
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jes _c (0t ® 2)
(k) (k) (k)
°XX Cn ci2 C/6 £xX
= cj2 ~26 Eyy (3)
L9, p'é6 C 26 C 66 H; n
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gdzie T (k> jest macierzaprzejscia z uktadu materialnego k-tej warstwy do uktadu globalnego,

zalezng od kata 9, jaki tworzy 0§ xi z osigx. Macierz T mozna zapisa¢ w postaci

c0s2 9 sin2 9 -2sin6co0s6
Tk>= sinz29 c0s2 9 2sin9cos9 ®)
sinOcosO  -sinOcosO  co0s26 -sin2 9

gdzie 9 =9t jest katem, jaki tworzy o$ xi k-tej warstwy z osigx.

3. Plyta warstwowa anizotropowa w zakresie liniowo sprezystym

Rézniczkowe réwnanie ptyty anizotropowej da sie zapisa¢ w postaci

P (6)

A\ d4w d 4w ddw d4w
p* -7 + (2D 12 + 4D66) +Dn — -+4D16 7 =
dx " dxaty 2 ty dxsty + 26 dxty

gdzie w=w(x,y)jest ugieciem ptaszczyzny Srodkowej ptyty Q cR 2, p =p(x,y) stanowi
obcigzenie plyty. Wspotczynniki Aj (ij=1,2,6) reprezentujg sztywnosci ptyty na zginanie i

skrecanie. Mozna je zestawi¢ w postaci symetrycznej macierzy

'‘D,, D> D
D= pj: Dn d= gdzie D, (7)
pe d26 d66.

w analizowanym przypadku sprezystych ptyt Kirchhoffa. Réwnanie (6) jest prawdziwe w
przypadku ptyt kompozytowych, w ktérych widkna sg rozmieszczone symetrycznie

wzgledem ptaszczyzny srodkowej ptyty [7],
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Sformowanie wariacyjne réwnania rézniczkowego (7) i aproksymacje metoda elementéw
skonczonych przedstawiono w pracy [2], gdzie rowniez zamieszczono funkcje ksztattu i
macierz sztywnosci dla czteroweztowego, ptytowego elementu skonczonego-Q4 (12 stopni
swobody).

Na rysunku 3 przedstawiono ugiecia w ptycie warstwowej, ztozonej z pieciu warstw
[0/45/90/-45/90/0] z kompozytu E-szkto/poliester, swobodnie podpartej o grubosci 3,43 mm i
wymiarach 600 mm na 600 mm obcigzonej réwnomiernie (p=0,IkPa). Poréwnano tu ugiecia
w przekroju A-A przez $Srodek ptyty wyznaczone wiasnym programem MES z rozwigzaniem
analitycznym Naviera w postaci podwdéjnego szeregu Fouriera przedstawione w pracy [7] dla

laminatéw symetrycznych typuply.

wspotrzedna [mm]

] Rozwigzanie analityczne — «— Rozwigzanie MES |

Rys. 3. Ugiecia w przekroju A-A
Fig. 3. Deflection in the cross-section A-A

4. Nieliniowo$¢ geometryczna oraz Kkryteria i sposéb modelowania
zniszczenia

W przypadku uwzgledniania nieliniowosci geometrycznej i/lub fizycznej analiza piyt
widknokompozytowych odbywa sie przyrostowo. W ramach typowego przyrostu od chwili

i,,, do tn dla znanego wektora stanu uktadu q,,, wyznaczamy przyrost Ag, ='~dgh,
i

stosujagc metode Newtona-Raphsona, w ktorej iteracyjne przyrosty dgq,, wyznaczamy

rozwiazujac liniowy ukfad réwnan

K Z(qli?q" =r" (8)



246 K. Kula

W réwnaniu (8) Kr =KE£+ KW+ Ka jest styczng macierzag sztywnosci skladajaca sie,
oprécz ,klasycznej” (liniowej) macierzy sztywnosci K L, ze sktadnikow wynikajacych z
nieliniowosci zwigzkéw konstytutywnych i geometrycznych, otrzymywanych w procesie

linearyzacji [1], Macierz styczna Kr(qj,)jest obliczana na kazdym kroku iteracyjnym i dla
i
wektorastanu q' =qi, 1+~ qj .

W dalszej cze$ci pracy przedstawione zostang proponowane w literaturze [3,4] Kryteria
zniszczenia dla kompozytu. Mozemy wyro6zni¢ dwie klasy kryteriéw zniszczen: niezalezne i
interakcyjne. Rdznica miedzy nimi polega na uwzglednianiu badz nie interakcji naprezen w
mechanizmie zniszczenia.

Wiekszo$¢ kryteriow zniszczenia interakcyjnego dla kompozytéw przedstawiona jest w

postaci nieréwnosci, jak np. zaproponowana przez Tsai dla zadania dwuwymiarowego:

F,0, + F2a2 +2Fna,a2+ F,,cr/ + F22tj22 + F66cf62 si 1 9)

gdzie a,,tj2\<js{ab6=a,2) sag to naprezenia w materialnym uktadzie wspétrzednych, a R i
~nazywamy wskaznikami zniszczenia i wyznaczamy na podstawie parametrow
wytrzymatoSciowych dla typowej warstwy (laminy) wyznaczonych doswiadczalnie: X T-

wytrzymato$¢ warstwy na rozcigganie w Kierunku zgodnym z kierunkiem utozenia

widkien, X ¢ -wytrzymatos¢ warstwy na sciskanie w kierunku zgodnym z kierunkiem utozenia
widkien, K -wytrzymato$¢ warstwy na rozcigganie w kierunku prostopadtym do kierunku
utozenia widkien, Yt -wytrzymatos¢ warstwy na S$ciskanie w kierunku prostopadtym do
kierunku utozenia wiokien, SC -wytrzymatos¢ warstwy na $cinanie. Wskazniki zniszczenia
liczymy na podstawie wzor6éw zgodnych z przyjetym kryterium:

1. Kryterium Tsai-Wu
Fi=j;-ih JF2=i:~i:’F,=r  F22=\ Fl2=~ " A 1’F66=M 1 ({0)
2. Kryterium maksymalnego naprezenia

r_n» i r=J L f f = ~ f = FF* F = —
y XT Xc”2 M Y’ " XTXC’ 2 MY’ 12 2 7 e SC2 (3}
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3. Kryterium Tsai-Hilla

F,=0,F2=0,Fll=-L ,F22=-",Fl2=--i-j,F e =-~ -, gdzie X =XT,jesli

a + ZA ucC (12)

Cj >0 )poza N =Ac.K=in,jesli a2>0, poza K=7C.

4. Kryterium Hashina
Kryterium Hashina dla zadania dwuwymiarowego przyjmuje inng forme niz wyzej
przedstawione kryteria, osobno sie tu rozpatruje zniszczenie wtdékna, a osobno matrycy.

5. Zniszczenie wiokna:

\2
+-"T =1,(Xj >0
XTJ SC2 (13)

@ — Xcj(7) <0

6. Zniszczenie matrycy:

2 2
2 Im2 . .
+—F=1, CI,>0, e coaga t+ oo ?+-’gﬁ2=l ,a,<0 14
Uj sC o CTT o iedeyi- 1Y TasE s ¢4

7. Zniszczenie niezalezne

a, >Xc ,rm2zYc,<2>SC ,dlacr, <0

<7>XT,(J2>Yr,crl2>SC dla<y, >0

Analiza postepu zniszczenia jest podstawowym zadaniem, ktdrego efektem jest okreslenie
rodzaju i wielko$ci degradacji witasciwosci materiatu na skutek przyrostu obcigzenia.
Okreslenie degradacji w#tasciwosci materiatu zgodnie z rzeczywistoscig nie jest tatwym
zadaniem. Duzo czynnikéw majacych wptyw na gestos¢ zarysowania znacznie komplikuje
numeryczne metody makroskopowego modelowania zniszczenia. Jednym z efektownych
sposobow jest redukowanie do zera odpowiednich modutéw korespondujacych z
dominujacym uszkodzeniem, ktdre ustalamy na podstawie nastepujacych zaleznosci:

H, =F,at +F,<j), H2=Fz2a2 +Fzact2, Hs =Fssa\ (16)

Gdzie Hi jest to parametr zwigzany z uszkodzeniem wiokien (zerwaniem) i jesli
przekroczy dopuszczalng warto$¢, nalezy zredukowa¢ Ej w odpowiedniej warstwie, H? -

zarysowanie matrycy, redukcja E2, a Hs S$ciecie widkna i matrycy - Gn. Zastosowanie
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kryteriéw zniszczenia i propagacja uszkodzen z uwzglednieniem nieliniowosci geometrycznej

dla konkretnych przypadkow zostang zaprezentowane na konferencji.
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